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ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß
Îïèñàíî êîìóòàíò îïåðàòîðà êîìïîçèöi¨, ïîðîäæåíîãî åëiïòè÷íèì äðîáîâî-ëiíiéíèì ïå-

ðåòâîðåííÿì, â êëàñi ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði àíàëiòè÷íèõ â
îäèíè÷íîìó êðóçi ôóíêöié. Îäåðæàíî êðèòåðié åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ ðiçíèõ îïåðàòîðiâ êîì-
ïîçèöi¨, ïîðîäæåíèõ åëiïòè÷íèìè äðîáîâî-ëiíiéíèìè âiäîáðàæåííÿìè.

It is described a commutant of the composition operator which generated by elliptic
fractionally-linear transformation in the class of linear continuous operators which act in the space
of analytic in the unit circle functions. The criterion of equivalence of two di�erent composition
operators which generated by elliptic fractionally-linear mapping is obtained.

×åðåç AR, 0 < R ≤ ∞, ïîçíà÷èìî ïðî-
ñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi |z| < R ôóí-
êöié, ùî íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ êîìïàêòíî¨
çáiæíîñòi. Íåõàé h òà a � ôiêñîâàíi êîìïëå-
êñíi ÷èñëà. Îïåðàòîðè çñóâó Eh òà ãîìîòåòi¨
La ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äiþòü ó ïðîñòîði
öiëèõ ôóíêöié A∞ âiäïîâiäíî çà ïðàâèëàìè:
(Ehf)(z) = f(z + h) òà (Laf)(z) = f(az).
Â ðîáîòi [1] îäåðæàíî çîáðàæåííÿ âñiõ ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
ïðîñòîði A∞ i êîìóòóþòü ç îäíèì ç îïåðà-
òîðiâ Eh àáî La. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðå-
çóëüòàò ëåãêî îïèñàòè êîìóòàíò îïåðàòîðà
Sa,b, ÿêèé äi¹ â A∞ çà ïðàâèëîì: (Sa,bf)(z) =
f(az+b), a, b ∈ C. Àëå ôîðìóëîþ w = az+b,
a 6= 0, âèçíà÷à¹òüñÿ çàãàëüíèé âèãëÿä êîí-
ôîðìíîãî âiäîáðàæåííÿ êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè íà ñåáå. Çàãàëüíèé âèãëÿä êîíôîðì-
íîãî âiäîáðàæåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà |z| < 1
íà ñåáå äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ: ϕ(z) = eiα z−z0

1−z0z
,

äå |z0| < 1, α ∈ R. Òîìó ïðèðîäíî âèíèêà¹
çàäà÷à ïðî îïèñ êîìóòàíòà îïåðàòîðà êîì-
ïîçèöi¨ Kϕ, ÿêèé ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â
ïðîñòîði A1 çà ïðàâèëîì:

(Kϕf)(z) = f(ϕ(z)). (1)

Ðîçâ'ÿçàííþ öi¹¨ çàäà÷i äëÿ âèïàäêó åëiïòè-
÷íîãî äðîáîâî-ëiíiéíîãî ïåðåòâîðåííÿ îäè-
íè÷íîãî îäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáå ïðèñâÿ÷å-
íà ïåðøà ÷àñòèíà äàíî¨ ñòàòòi. Â äðóãié ÷à-

ñòèíi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi
äâîõ ðiçíèõ îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨, ùî ïîðî-
äæåíi åëiïòè÷íèìè äðîáîâî-ëiíiéíèìè ïåðå-
òâîðåííÿìè. Íàãàäà¹ìî, ùî äðîáîâî-ëiíiéíå
ïåðåòâîðåííÿ ϕ(z) = eiα z−z0

1−z0z
îäèíè÷íîãî

êðóãà íà ñåáå ¹ åëiïòè÷íèì òîäi i ëèøå òîäi,
êîëè |z0| < |sinα

2
| ([2]).

Íàäàëi áóäå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ íàñòóïíå
äîïîìiæíå òâåðäæåííÿ, ïðàâèëüíiñòü ÿêîãî
âñòàíîâëþ¹òüñÿ áåçïîñåðåäíüî.

Ëåìà 1. Íåõàé ëiíiéíi íåïåðåðâíi îïå-
ðàòîðè A òà B åêâiâàëåíòíi â ïðîñòîði AR,
òîáòî iñíó¹ içîìîðôiçì T ïðîñòîðó AR äëÿ
ÿêîãî TA = BT . Äëÿ òîãî, ùîá ëiíiéíèé íå-
ïåðåðâíèé îïåðàòîð T2 : AR → AR áóâ ïå-
ðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì B íåîáõiäíî i äî-
ñòàòíüî, ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi T2 =
TT1T

−1, äå T1 � äåÿêèé ëiíiéíèé íåïåðåðâ-
íèé îïåðàòîð, ùî äi¹ â ïðîñòîði AR i êîìóòó¹
ç îïåðàòîðîì A.

Âðàõîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ îäåðæó¹ìî,
ùî äëÿ îïèñó êîìóòàíòà äåÿêîãî îïåðàòîðà
A (òîáòî ìíîæèíè âñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïåðåñòàâíi ç îïåðàòîðîì
A) äîñèòü îïèñàòè êîìóòàíò îïåðàòîðà B,
ÿêèé åêâiâàëåíòíèé äî îïåðàòîðà A.

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå åëiïòè÷íå äðîáîâî-
ëiíiéíå ïåðåòâîðåííÿ îäèíè÷íîãî êðóãà íà
ñåáå ϕ(z) = eiα z−z0

1−z0z
, äå α ∈ (0, 2π) i 0 <

|z0| < sinα
2
. Òîäi öå ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà ïî-
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äàòè ó êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi
w − z1

w − z2

= eiα1
z − z1

z − z2

, (2)

äå z0 = |z0|eiγ, |z0| = sinα
2
sinβ, z1 =

ei(γ+α
2
−π

2
)tg β

2
, z2 = ei(γ+α

2
−π

2
)ctg β

2
, tgα1

2
=

tgα
2
cosβ (äèâ [3] àáî [4], çàäà÷à 247). Ç

öèõ ñïiââiäíîøåíü çíàõîäèìî, ùî α1 =

2arctg

√
sin2 α

2
−|z0|2

cos α
2

+ 2πl, ÿêùî α 6= π i α1 =

α + 2πl, ÿêùî α = π, l ∈ Z.
Íàäàëi â ñòàòòi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ

öèìè ïîçíà÷åííÿìè.
Ëåìà 2. Íåõàé ϕ(z) = eiα z−z0

1−z0z
, ïðè-

÷îìó α ∈ (0, 2π) i 0 < |z0| < sinα
2
. Òî-

äi îïåðàòîð Kϕ â ïðîñòîði A1 åêâiâàëåí-
òíèé äî îïåðàòîðà Kϕ1 , äå ϕ1(z) = eiα1z,
à α1 = 2arctg

√
sin2 α

2
−|z0|2

cos α
2

, ïðè öüîìó äëÿ
ôóíêöi¨ ψ(z) = z−z1

1−z1z
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

KϕKψ = KψKϕ1 .
Äîâåäåííÿ. Ñïiââiäíîøåííÿ (2) ìîæíà

çàïèñàòè ó âèãëÿäi
w − z1

1− z1w
= eiα1

z − z1

1− z1z
,

òîáòî ψ ◦ϕ = ϕ1 ◦ψ. Îòæå, KϕKψ = KψKϕ1 ,
i, îñêiëüêè îïåðàòîð Kψ ¹ içîìîðôiçìîì ïðî-
ñòîðó A1, òî îïåðàòîð Kϕ åêâiâàëåíòíèé äî
îïåðàòîðà Kϕ1 .

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïðàâèëü-
íîþ ¹ òàêîæ

Ëåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá ëiíiéíèé íåïå-
ðåðâíèé îïåðàòîð T : A1 → A1 áóâ ïåðå-
ñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Kϕ1 , äå ϕ1(z) = eiα1z,
α1 ∈ R, íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá (Tf)(z) =
∞∑

n=0

f (n)(0)
n!

ψn(z), äå (ψn(z)) � ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöié ç ïðîñòîðó A1, äëÿ ÿêèõ âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè:

1) ∀r < 1 lim
n→∞

n

√
max
|z|≤r

|ψn(z)| < 1;

2) ψn(eiα1z) = einα1ψn(z), |z| < 1, n =
0, 1, . . ..

Çàóâàæåííÿ 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿ-
çîê ìiæ ëiíiéíèìè íåïåðåðâíèìè îïåðàòîðà-
ìè T : A1 → A1 i ¨õíiìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè
ôóíêöiÿìè t(λ, z) = T

[
1

λ−z

]
[5], ëåãêî ïåðå-

êîíàòèñÿ â òîìó, ùî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé

îïåðàòîð T áóäå çàäîâîëüíÿòè óìîâè ëåìè
3 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè éîãî ìîæíà ïîäà-
òè ó âèãëÿäi (Tf)(z) = 1

2πi

∫
γz

t(λ, z)f(λ)dλ,

äå ôóíêöiÿ t(λ, z) � ëîêàëüíî-àíàëiòè÷íà íà
ìíîæèíi {S × S, S = {z : |z| < 1}, ïðè÷îìó

t
(
λ, eiα1z

)
= e−iα1t

(
λe−iα1 , z

)
, (3)

à êîíòóð γz âèáèðà¹òüñÿ çãiäíî îçíà÷åííÿ
ëîêàëüíî-àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ t(λ, z).

Çàóâàæåííÿ 2. Ó âèïàäêó, êîëè α1

2π
¹ ið-

ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òî ç óìîâè 2) ëåìè 3
âèïëèâà¹, ùî ψn = const ïðè n = 0, 1, . . ..
ßêùî æ α1

2π
∈ Q, òî â [6] íàâåäåíå â ií-

øîìó âèãëÿäi çîáðàæåííÿ îïåðàòîðiâ, ïåðå-
ñòàâíèõ ç îïåðàòîðîì Kϕ1 .

Ç ëåì 1-3 âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òâåð-
äæåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ϕ(z) = eiα z−z0

1−z0z
, ïðè-

÷îìó 0 < |z0| < sinα
2
i α ∈ (0, 2π). Äëÿ òî-

ãî ùîá ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð T :
A1 → A1 áóâ ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Kϕ

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âií ïîäàâàâñÿ ó âè-
ãëÿäi T = KψT1K

−1
ψ , äå T1 � ëiíiéíèé íåïå-

ðåðâíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ó ïðîñòîði A1 i ¹
ïåðåñòàâíèì ç îïåðàòîðîì Kϕ1 .

Çàóâàæåííÿ 3. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàóâà-
æåííÿ 1 i òåîðåìó 1 îäåðæó¹ìî, ùî êîìóòàíò
îïåðàòîðà Kϕ â ïðîñòîði A1 ñêëàäà¹òüñÿ ç
òèõ i ëèøå òèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ïîäàþòüñÿ ó
âèãëÿäi

(Tf)(z) =
1

2πi

∫

γz

t(λ, ψ(z))f(ψ−1(λ))dλ,

äå t(λ, z) � ëîêàëüíî-àíàëiòè÷íà íà ìíîæèíi
{S × S ôóíêöiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3).

Âèâ÷èìî äàëi óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi äâîõ
îïåðàòîðiâ êîìïîçèöi¨, ùî ïîðîäæåíi åëi-
ïòè÷íèìè äðîáîâî-ëiíiéíèìè ïåðåòâîðåííÿ-
ìè îäèíè÷íîãî êðóãà íà ñåáå.

Ëåìà 4. Íåõàé (Kϕj
f)(z) = f(ϕj(z)) äå

ϕj(z) = eiαjz, αj ∈ R, j = 1, 2. Äëÿ òîãî, ùîá
îïåðàòîðè Kϕ1 i Kϕ2 áóëè åêâiâàëåíòíèìè ó
ïðîñòîði A1 íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âè-
êîíóâàëàñÿ îäíà ç óìîâ

1◦) α1 = α2 + 2kπ, k ∈ Z;
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2◦) α1 = p1

q
2π, α2 = p2

q
2π, äå q ∈ N, à p1,

p2 � öiëi, âiäìiííi âiä 0 i âçà¹ìíî ïðîñòi ç q
÷èñëà.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé îïå-
ðàòîðè Kϕ1 i Kϕ2 åêâiâàëåíòíi â ïðîñòîði A1.
Òîäi ìíîæèíè âëàñíèõ çíà÷åíü öèõ îïåðàòî-
ðiâ çáiãàþòüñÿ, òîáòî {eniα1 : n = 0, 1, . . .}=
{eniα2 : n = 0, 1, . . .}. Òîìó iñíóþòü öiëi íå-
âiä'¹ìíi ÷èñëà n1, n2 òàêi, ùî eiα1 = en2iα2 ,
eiα2 = en1iα1 . Çíà÷èòü iñíóþòü öiëi ÷èñëà k1 i
k2 òàêi, ùî

α1 = n2α2 + 2k2π , α2 = n1α1 + 2k1π. (4)

Òîìó α1(1− n1n2) = 2k1n2π + 2k2π. Ç îñòàí-
íüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî ìîæëèâi äâà âè-
ïàäêè.

1) n1n2 = 1. Òîäi n1 = n2 = 1 i 1◦) âèêî-
íó¹òüñÿ.

2) n1n2 6= 1. Òîäi α1 = p1

q1
2π, α2 = p2

q2
2π,

ïðè÷îìó q1, q2 � íàòóðàëüíi, p1 i p2 � öiëi
i âiäìiííi âiä 0, à äðîáè p1

q1
i p2

q2
� íåñêîðî-

òíi. Òîìó ñïiââiäíîøåííÿ (4) çàïèøóòüñÿ ó
âèãëÿäi p1

q1
= n2

p2

q2
+ k2,

p2

q2
= n1

p1

q1
+ k1. Ç

öèõ ðiâíîñòåé âèïëèâà¹, ùî q2
...q1 i q1

...q2. Òî-
ìó q1 = q2 = q i 2◦) âèêîíó¹òüñÿ.

Äîñòàòíiñòü. ßêùî α1 = α2+2kπ, k ∈ Z,
òî Kϕ1 = Kϕ2 . Íåõàé òåïåð α1 = p1

q
2π, α2 =

p2

q
2π, p1, p2 ∈ Z,à q ∈ N, ïðè÷îìó äðîáè p1

q

òà p2

q
� íåñêîðîòíi.

Îñêiëüêè ÷èñëà p2 i q ¹ âçà¹ìíî ïðîñòè-
ìè, òî ÷èñëà 0p2,1p2,2p2, . . ., (q − 1)p2 ïðè
äiëåííi íà q äàþòü ðiçíi îñòà÷i. Òîìó äëÿ
êîæíîãî l = 0, q − 1 iñíó¹ ¹äèíå ÷èñëî s(l),
s(l) = 0, q − 1 òàêå, ùî (p1l−p2s(l))

...q. Íåõàé
n = mq + l, äå m ∈ Z, à l = 0, q − 1. Âèçíà-
÷èìî îïåðàòîð T íà ñòåïåíÿõ z ôîðìóëîþ

Tzn = Tzmq+l = zmq+s(l).

Çðîçóìiëî, ùî T ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíî-
ãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà T : A1 → A1,
ïðè÷îìó T ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó A1.
Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî T ¹ îïåðàòîðîì ïåðåòâî-
ðåííÿ Kϕ1 â Kϕ2 , òîáòî

TKϕ1 = Kϕ2T. (5)

Äiéñíî, äëÿ f(z) = zn = zmq+l, m, l ∈ Z,
l = 0, q − 1, ìà¹ìî

(TKϕ1f)(z) = eiα1lzmq+s(l);

(Kϕ2Tf)(z) = eiα2s(l)zmq+s(l).

Îñêiëüêè iα1l−iα2s(l) = ip1

q
l2π−ip2

q
s(l)2π =

2πip1l−p2s(l)
q

= 2πir, r ∈ Z, òî eiα1l = eiα2s(l)

i, çíà÷èòü, ðiâíiñòü (5) âèêîíó¹òüñÿ íà ñòå-
ïåíÿõ z. Òîìó ç íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíèõ îïå-
ðàòîðiâ T , Kϕ1 , Kϕ2 , âèïëèâà¹ (5). Ëåìó 4
äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 2 i 4, îäåðæó¹ìî,
ùî ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ

Òåîðåìà 2. Íåõàé ϕk(z) = eiαk z−zk

1−zkz
, ïðè-

÷îìó |zk| < sinαk

2
, αk ∈ (0, 2π), k = 1, 2. Äëÿ

òîãî, ùîá îïåðàòîðè Kϕ1 i Kϕ2 áóëè åêâiâà-
ëåíòíèìè â ïðîñòîði A1 íåîáõiäíî i äîñèòü,
ùîá âèêîíóâàëàñÿ îäíà ç óìîâ:
1◦) α1 = α2 = π;

2◦)
√

sin2 α1
2
−|z1|2

cos
α1
2

=

√
sin2 α2

2
−|z2|2

cos
α2
2

;

3◦) arctg

√
sin2

αj
2
−|zj |2

cos
αj
2

=
pj

q
π, j = 1, 2, äå q ∈

N, à p1, p2 � öiëi i âçà¹ìíî ïðîñòi ç q ÷èñëà.
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