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Äîñëiäæåíi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî îïåðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ.

Conditions of the pointwise adaptability of constituded operators of the in�nite order relati-
very to the generalized di�erentiation and generalized integration operators are investigated.

Ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ âèâ÷àëèñÿ óìîâè çà-
ñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äî ðiçíèõ ïðîñòîðiâ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ. áiáëiîãðàôiþ â
[1]). Â [2] äîñëiäæåíi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çà-
ñòîñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî îïåðàòîðiâ äèôå-
ðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ. Â öié ñòàòòi
ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ïîäiáíi çàäà÷i ñòîñîâíî îïå-
ðàòîðiâ óçàãàëüíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ òà
óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ.

Íåõàé Dα� îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî äè-
ôåðåíöiþâàííÿ, ïîðîäæåíèé ïîñëiäîâíiñòþ
íåíóëüîâèõ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (αn)∞n=0. Òî-
äi äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR (Dαf)(z) =
∞∑

n=1

αn−1

αn

f (n)(0)
n!

zn−1. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî
îïåðàòîð Dα ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â ïðî-
ñòîði AR, òîáòî ùî ïîñëiäîâíiñòü (αn)∞n=0 çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâè: lim

n→∞
n

√
|αn−1

αn
| ≤ 1, ÿêùî

R2 < ∞, àáî lim
n→∞

n

√
|αn−1

αn
| < ∞, ÿêùî R2 =

∞.
Íàâåäåìî óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi

äî ïðîñòîðó AR äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòî-
ðà íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âèäó:

∞∑
n=0

anD
n
αf(z), (1)

äå (an) � ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë.

Àíàëîãi÷íî ÿê i òåîðåìà 2 [3] äîâîäèòüñÿ
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà. Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä(1) çáiãàâñÿ
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR ïðè z = z0

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìî-
âà

∃r < R ∃C > 0 ∀n ≥ 0∀k ≥ n :

|an| |αk−n|
|αk| |z0| ≤ Czk. (2)

Âèâ÷èìî äàëi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâ-
íîñòi äî ïðîñòîðó AR ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî óçàãàëüíå-
íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ âèäó

∞∑
n=0

m∑
i=0

a(i)
n (Dn

αf)(z), (3)

äå (a
(i)
n ), i = 1,m � ïîñëiäîâíîñòi êîìïëå-

êñíèõ ÷èñåë.
Òåîðåìà 1. Íåõàé îïåðàòîð óçàãàëü-

íåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ Dα ïîáóäîâàíèé çà
ïîñëiäîâíiñòþ (αn)∞n=0, äëÿ ÿêî¨ ïîñëiäîâ-
íiñòü (|αn+1

αn
|)∞n=0 ¹ ìîíîòîííî ñïàäíîþ, zi,

i = 1,m � ðiçíi òî÷êè ç êðóãà |z| < R. Òîäi
äëÿ ïîñëiäîâíîñòåé (a

(i)
n )∞n=0, i = 1,m, íà-

ñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:
à) ðÿä (3) çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóí-

êöi¨ f ∈ AR;
á) ∃r < R ∃C > 0 ∀n ≥ 0∀k ≥ n∀i = 1,m

|a(i)
n |
|αk−n|
|αk| |zi|k−n ≤ Czk;

â) ðÿäè
∞∑

n=0

a
(i)
n Dn

αf(zi), i = 1,m, çáiãàþ-
òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR.
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Äîâåäåííÿ. Óìîâà à) âèïëèâà¹ ç â). Çà
ëåìîþ îäåðæó¹ìî, ùî ç óìîâè á) âèïëèâà¹
â). äîâåäåìî òåïåð, ùî ç à) âèïëèâà¹ á). Íå-
õàé ðÿä (3) çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨
f ∈ AR. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ AR

÷èñëîâà ïîñëiäîâíiñòü (
m∑

i=1

a
(i)
n Dn

αf(zi))
∞
n=0 ¹

îáìåæåíîþ.
Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ (Ln)∞n=0 íà ïðîñòîði
AR:

Lnf =
m∑

i=1

a(i)
n Dn

αf(zi).

Çà ïðèïóùåííÿì ïîñëiäîâíiñòü (Ln)∞n=0 ïî-
òî÷êîâî îáìåæåíà íà ïðîñòîði AR. Òîìó çà
òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà âîíà ¹ îäíî-
ñòàéíî íåïåðåðâíîþ, òîáòî âèêîíó¹òüñÿ óìî-
âà

∃r < R ∃C > 0 ∀n ≥ 0 ∀f ∈ AR

|Ln(f)| ≤ Cmax
|z|≤r

|f(z)|.

Ïîêëàäàþ÷è òóò f(z) = zk, ∀k ≥ n îäåðæó-
¹ìî, ùî

∃r < R ∃C > 0 ∀n ≥ 0 ∀k ≥ n
m∑

i=1

a(i)
n zk−n

i ≤ C
|αk|
|αk−n|r

k. (4)

Íåõàé r < R i C > 0 çíàéäåíi çãiäíî óìîâè
(4). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíi íàòóðàëüíi ÷èñëà n
i k ≥ n. Çàìiíèâøè â îñòàííié íåðiâíîñòi k
íà k + j, äå j = 0,m− 1, îäåðæèìî

m∑
i=1

a(i)
n zk+j−n

i ≤ C
|αk+j|
|αk+j−n|r

k+j, j = 0,m− 1

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü ( |αn+1|
|αn| )∞n=0 ¹ ìîíî-

òîííî ñïàäíîþ, òî äëÿ êîæíîãî j = 0,m− 1

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü |αk+j |
|αk−n+j | ≤

|αk|
|αk−n| . Òî-ìó

m∑
i=1

a(i)
n zk+j−n

i ≤ C
|αk|
|αk−n|r

k+j, j = 0,m− 1.

(5)
Ïîçíà÷èìî

m∑
i=1

a(i)
n zk+j−n

i = Aj, j = 0,m− 1. (6)

Òîäi |Aj| ≤ C |αk|
|αk−n|r

k+j, j = 0,m− 1. Ñèñòå-
ìà (6)� öå ñèñòåìà m ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âiä-
íîñíî íåâiäîìèõ a

(i)
n zk−n

i , j = 0,m− 1. Âè-
çíà÷íèê öi¹¨ ñèñòåìè d 6= 0 ÿê âèçíà÷íèê
Âàíäåðìîíäà d = det||zj

i+1||v−1
i,j=0, äëÿ ÿêîãî

zi 6= zk ïðè i 6= k. Ðîâ'ÿçàâøè (6), îäåðæè-
ìî, ùî a

(i)
n zk−n

i = 1
d

m−1∑
j=0

Ajdij, j = 1,m, äå

di,j � äåÿêi ñòàëi (àëãåáðà¨÷íi äîïîâíåííÿ äî
åëåìåíòiâ âèçíà÷íèêà Âàíäåðìîíäà). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è (5), çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî

|a(i)
n ||zi|k−n ≤ C

|d|
m−1∑
j=0

|dij|rj |αk|
|αk−n|r

k

ïðè i = 0,m− 1. Òàêèì ÷èíîì, óìîâà (2) âè-
êîíó¹òüñÿ iç çàìiíîþ C íà C

|d| max
1≤i≤m

m−1∑
j=0

|dij|rj.

Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.
Ç öi¹¨ òåîðåìè îäåðæó¹ìî óìîâè çàñòî-

ñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó äî ïðîñòîðó AR âiäíîñíî çâè÷àé-
íîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (αn = 1

n!
) òà îïåðàòî-

ðà Ïîìì'¹ (αn = 1).
Íåõàé Iα � îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî ií-

òåãðóâàííÿ, ùî ïîðîäæåíèé ïîñëiäîâíiñòþ
âiäìiííèõ âiä íóëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (αn),
ÿêèé äi¹ â AR çà ïðàâèëîì (Iαf)(z) =
∞∑

n=0

αn+1

αn

f (n)(0)
n!

zn+1. Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî
Iα ëiíiéíî òà íåïåðåðâíî äi¹ â AR i êðiì òîãî
ïîñëiäîâíiñòü (αn) äîäàòíiõ ÷èñåë çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè

a) ∀n ≥ 0 ∀k ≥ 2 : αn+k+2

αkαn+2
≤ dn, ïðè÷îìó

ðÿä
∞∑

n=0

dn çáiãà¹òüñÿ;

á) (αn+1

αn
) � ìîíîòîííî ñïàäíà ÷èñëîâà ïî-

ñëiäîâíiñòü.
Ïðè âèêîíàííi öèõ óìîâ ¹ ïðàâèëüíèì

íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 2. Íåõàé (αn)∞n=0 � ïîñëiäîâ-

íiñòü äîäàòíiõ ÷èñåë, ÿêà çàäàâîëüíÿ¹ óìî-
âè à) òà á); zi, i = 1,m � ðiçíi òî÷êè ç êðóãà
|z| < R, ÿêi âiäìiííi âiä íóëÿ, (α

(i)
n )∞n=0, i =

1,m � ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
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Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä
∞∑

n=0

m∑
i=1

a(i)
n (In

αf)(zi)

çáiãàâñÿ äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòîðó
AR íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá çáiãàëèñÿ ÷èñëî-
âi ðÿäè

∞∑
n=0

m∑
i=1

a(i)
n αn+jz

n+j
i , j = 0,m− 1.

Öÿ òåîðåìà äîâîäèòüñÿ çà òi¹þ æ ñõåìîþ,
ùî i òåîðåìà 1 [3].

Ç äîâåäåíî¨ òåîðåìè îäåðæó¹ìî óìîâè çà-
ñòîñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åí-
íîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî óçàãàëüíåíîãî iíòå-
ãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà.
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