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КРИТЕРIЙ IСНУВАННЯ
МАЙЖЕ ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ НЕЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ,

ЩО НЕ ВИКОРИСТОВУЄ H-КЛАСИ ЦИХ РIВНЯНЬ

Отримано умови iснування майже перiодичних розв’язкiв нелiнiйних майже перiодичних
рiвнянь у банаховому просторi, що не використовують H-класи цих рiвнянь.

We obtain conditions for the existence of almost periodic solutions of nonlinear almost periodic
equations in a Banach space that do not use H-classes of these equations.

1. Основнi позначення та об’єкт до-
слiджень. Нехай R – множина всiх дiйсних
чисел, E – довiльний банаховий простiр з
нормою ‖ · ‖E, L(E, E) – банаховий простiр
лiнiйних неперервних операторiв A : E → E
з нормою

‖A‖L(E,E) = sup
‖x‖E=1

‖Ax‖E

i C0 – банаховий простiр обмежених i непе-
рервних на R функцiй x = x(t) зi значення-
ми в E з нормою

‖x‖C0 = sup
t∈R

‖x(t)‖E.

Визначимо оператор зсуву Sh : C0 → C0,
h ∈ R, за допомогою спiввiдношення

(Shx)(t) = x(t + h), t ∈ R. (1)

Елемент y ∈ C0 називається майже перiо-
дичним (див., наприклад, [1,2]), якщо зами-
кання множини {Shy : h ∈ R} у просторi C0

є компактною пiдмножиною цього простору.
Позначимо через B0 банаховий простiр

майже перiодичних елементiв простору C0

з нормою
‖x‖B0 = ‖x‖C0 .

Нехай Ω — область простору E, тобто вiд-
крита зв’язна множина простору E, i K —
множина всiх не порожнiх зв’язних ком-
пактних пiдмножин K ⊂ Ω.

Розглянемо неперервне вiдображення
F : R× Ω → E, що задовольняє умови:

1) F (t, x) рiвномiрно неперервне по x на
кожнiй множинi R×K, де K ∈ K;

2) F (t, x) майже перiодичне по t рiвномiр-
но по x на кожнiй множинi K ∈ K.

Неважко показати, що, як i в [2, с. 428–
429], для кожної множини K ∈ K

sup
t∈R,x∈K

‖F (t, x)‖E < +∞

i для довiльної послiдовностi (hk)k>1 дiйсних
чисел iснує пiдпослiдовнiсть (hkl

)l>1, для
якої послiдовнiсть (F (t + hkl

, x))l>1 збiгаєть-
ся рiвномiрно на множинi R×K.

Вважатимемо, що (F (t + hkl
, x))l>1 збi-

гається рiвномiрно на кожнiй множинi
R×K, K ∈ K, i граничне вiдображення
G : R× Ω → E, що визначається спiввiдно-
шенням

G(t, x) = lim
l→∞

F (t + hkl
, x), (2)

задовольняє умови 1 i 2. Наведена вимо-
га виконується, якщо, наприклад, простiр E
скiнченновимiрний, що показано в [2, с. 429].
Зазначимо, що у статтi ця вимога виконува-
тиме допомiжну роль i не буде використову-
ватися при отриманнi основного результату.

Розглянемо рiвняння

F (t, x(t)) = 0, t ∈ R. (3)

H-класом цього рiвняння називається мно-
жина всiх рiвнянь

G(t, y(t)) = 0, t ∈ R,

де G визначається за допомогою (2).
Метою статтi є встановлення умов май-

же перiодичностi обмежених неперервних
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розв’язкiв рiвняння (3) без використання
елементiв H-класу цього рiвняння.

Зазначимо, що не кожний обмежений
розв’язок рiвняння (3) є майже перiодич-
ним. Це пiдтверджується наступним при-
кладом.

Приклад. Нехай E = R. Визначимо не-
перервне вiдображення H : R × R → R рiв-
нiстю

H(t, x) =

= sin(πt + sin t)

{
0, якщо x ∈ [−1, 1],
|x| − 1, якщо |x| > 1,

що, як i вiдображення F , задовольняє умови
1 i 2. Очевидно, що кожна неперервна на R
функцiя зi значеннями в [−1, 1] є розв’язком
рiвняння

H(t, x(t)) = 0.

При дослiдженнi рiвняння (3) будемо ви-
користовувати один функцiонал, визначе-
ний на множинi обмежених розв’язкiв цього
рiвняння, замикання множин значень яких
є елементами з K.

2. Функцiонал ∆. Зафiксуємо довiльну
множину K ∈ K i позначимо через N (F, K)
множину всiх обмежених i неперервних на
R розв’язкiв x = x(t) рiвняння (3), для кож-
ного з яких замикання R(x) множини

R(x) = {x(t) : t ∈ R}
у просторi E є пiдмножиною множини K.

Також зафiксуємо функцiю x∗ ∈ N (F, K)
i число ε ∈ [0, r(x∗, K, F )], де

r(x∗, K, F ) =

= sup
{
‖x− y‖E : x ∈ R(x∗), y ∈ K

}
.

Вважаємо, що r(x∗, K, F ) > 0. Позначимо
через Ω(x∗, K, F, ε) множину всiх функцiй
y ∈ C0, для кожної з яких

x∗(t) + y(t) ∈ K, t ∈ R,

i
inf
t∈R

∣∣‖y(t)‖E − ε
∣∣ = 0.

Розглянемо функцiонал

∆(x∗, K, F, ε) =

= inf
y∈Ω(x∗,K,F,ε)

sup
t∈R

‖F (t, x∗(t) + y(t))‖E . (4)

Застосування функцiонала ∆ до дослiд-
ження майже перiодичних нелiнiйного рiв-
няння (3) та аналогiчного лiнiйного рiвня-
ння наведемо в наступних пунктах.

3. Основний результат. Наведемо умо-
ви iснування майже перiодичних розв’язкiв
рiвняння (3), в яких на вiдмiну вiд вiдо-
мої теореми Амерiо про майже перiодичнi
розв’язки нелiнiйних диференцiальних рiв-
нянь [2,3] не використовується H-клас рiв-
няння (3).

Теорема 1.Нехай K належить множи-
нi K. Якщо для розв’язку z ∈ N (F,K) рiв-
няння (3) i деякого числа δ > 0 виконується
спiввiдношення

∆(z,K, F, ε) > 0 (5)

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є майже
перiодичним.

Доведення. Припустимо, що розв’язок
z ∈ N (F, K) рiвняння (3) не є елементом
простору B0. Завдяки компактностi множи-
ни K iснує послiдовнiсть (z (t + hp))p>1, що
збiгається в точцi t = 0, причому будь-яка її
пiдпослiдовнiсть (z (t + kp))p>1 не збiгається
рiвномiрно на R. Отже,

lim
p,q→∞

‖z(hp)− z(hq)‖E = 0 (6)

i для деяких послiдовностей (pr)r>1, (qr)r>1

i числа γ ∈ (0, δ)

sup
t∈R

‖z(t+kpr)−z(t+kqr)‖E > γ, r > 1. (7)

Не обмежуючи загальностi, можна вважати,
що послiдовнiсть (F (t + kp, x))p>1 збiгається
рiвномiрно на R×K. Тодi

lim
p,q→∞

sup
t∈R, x∈K

‖F (t+kp, x)−F (t+kq, x)‖E = 0.

(8)
Зафiксуємо довiльне число ε0 ∈ (0, γ]. На

пiдставi (6) i (7) для функцiй

yr(t) = z(t + kpr)− z(t + kqr), r > 1,

виконується спiввiдношення

S−kqr
yr ∈ Ω(z, K, F, ε0), r > 1, (9)
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де Sh – оператор зсуву, визначений спiввiд-
ношенням (1).

Покажемо, що

∆(z,K, F, ε0) = 0. (10)

Завдяки (4), (9) та тому, що

F (t + kpr , z(t + kpr)) ≡ 0, r > 1, (11)

виконуються спiввiдношення

∆(z, K, F, ε0) =

= inf
y∈Ω(z,K,F,ε0)

sup
t∈R

‖F (t, z(t) + y(t))‖E 6

6 sup
t∈R

‖F (t + kqr , z(t + kqr) + yr(t))‖E =

= sup
t∈R

‖F (t + kqr , z(t + kpr))‖E 6

6 sup
t∈R

‖F (t + kpr , z(t + kpr))‖E+

+ sup
t∈R

‖F (t + kpr , z(t + kpr))−
−F (t + kqr , z(t + kpr))‖E , r > 1,

з яких на пiдставi (8) i (11) випливає спiв-
вiдношення (10), що суперечить (5).

Отже, припущення, що розв’язок z рiвня-
ння (3) не є майже перiодичним, хибне.

Теорему 1 доведено.

4. Випадок лiнiйного рiвняння (3).
Застосуємо теорему 1 до дослiдження лiнiй-
них майже перiодичних рiвнянь.

Розглянемо вiдображення S : R×R→ R,
що визначається рiвнiстю

S(t, x) = A(t)x + h(t),

де A(t) – неперервна i майже перiодична на
R функцiя зi значеннями в L(E, E) i h ∈ B0,
а також вiдповiдне лiнiйне рiвняння

A(t)x(t) + h(t) = 0. (12)

Очевидно, що рiвняння (12) – окремий ви-
падок рiвняння (3).

Завдяки теоремi 1 справджується наступ-
не твердження.

Теорема 2.Нехай K належить множи-
нi K. Якщо лiнiйне рiвняння (12) має обме-
жений розв’язок z ∈ N (S, K) i для деякого
числа δ > 0 виконується спiввiдношення

∆(z,K, S, ε) > 0

для всiх ε ∈ (0, δ), то цей розв’язок є майже
перiодичним.

На завершення зазначимо, що функцiо-
нал, аналогiчний функцiоналу ∆, викорис-
товувався автором в [4,5] для дослiдження
нелiнiйних майже перiодичних рiзницевих
та диференцiальних рiвнянь.
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