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ÏÐÎ ÍÎÂÈÉ ÏIÄÕIÄ ÄÎ IÍÒÅÃÐÓÂÀÍÍß ÄÂÎÒÎ×ÊÎÂÈÕ
ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ×

Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ÿêèé äîçâî-
ëÿ¹ âèâ÷àòè ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà íàáëèæåíî¨ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñèñòåì çâè÷àé-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü dx/dt=A(t)x+f(t, x) ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ A1x(0)−A2x(T )=0
ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó. Ïðè öüîìó ìàòðèöi A1,A2 ìîæóòü áóòè âèðîäæåíèìè.

A new numerical-analytic method of successive approximations is suggested. It allows, for
system of nonlinear ordinary di�erential equations dx/dt=A(t)x+f(t, x) considered with boundary
conditions A1x(0)−A2x(T )=0 in a critical case, to study the problems of existence and approximate
construction of the solutions. The matrices A1,A2 can be singular.

Âñòóï

Äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi çà îñòàííi ïiâòî-
ðà äåñÿòêà ðîêiâ, ïîêàçóþòü, ùî ÷èñåëüíî-
àíàëiòè÷íèé ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
À.Ì.Ñàìîéëåíêà ¹ ïîòóæíèì iíñòðóìåíòîì
äîñëiäæåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ñèñòåì
çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðiçíî-
ìàíiòíi éîãî ìîäèôiêàöi¨ áóëè çàïðîïîíîâà-
íi â ðîáîòàõ [1-4] òà áàãàòüîõ iíøèõ. Ïðè
öüîìó âèãëÿä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü ñóò-
ò¹âî çàëåæèòü âiä âèãëÿäó äèôåðåíöiàëüíî¨
ñèñòåìè i êðàéîâèõ óìîâ.

Ó äàíié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ êðàéîâà çà-
äà÷à

x′=A(t)x+f(t, x), A1x(0)−A2x(T )= 0,

ó âèïàäêó êîëè âiäïîâiäíà ëiíiéíà îäíîðiäíà
çàäà÷à ìà¹ íåòðèâiàëüíi ðîçâ'ÿçêè. Îñîáëè-
âiñòþ ðîçðîáëåíîãî â äàíié ðîáîòi ïiäõîäó ¹
òå, ùî îáìåæåííÿ íà óìîâó Ëiïøèöÿ ñòîñó-
þòüñÿ íå âñi¹¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè, à òiëüêè íåëi-
íiéíîñòi f(t, x), i, êðiì òîãî, ìàòðèöi â êðà-
éîâèõ óìîâàõ ìîæóòü áóòè âèðîäæåíèìè.

1. Ëiíiéíà êðàéîâà çàäà÷à

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó íåîäíîðiäíó ñèñòåìó
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dx

dt
= A (t) x + h (t) , (1)

ïiäïîðÿäêîâàíó ëiíiéíèì îäíîðiäíèì äâîòî-
÷êîâèì êðàéîâèì óìîâàì

A1x(0)− A2x(T ) = 0, (2)

äå x, h∈Rn, âåêòîð-ôóíêöiÿ h(t) i ìàòðèöÿ-
ôóíêöiÿ A(t) íåïåðåðâíi ïðè t∈[0, T ], A1,A2 �
ñòàëi n×n- ìàòðèöi òàêi, ùî rang(A1, A2) =
n, äå (A1, A2) ¹ n× 2n- ìàòðèöåþ.

ßêùî Ωt
0 � ìàòðèöàíò âiäïîâiäíî¨ (1) îä-

íîðiäíî¨ ñèñòåìè

dx

dt
= A(t)x, (3)

òî ðîçâ'ÿçîê x(t, x0), x(0, x0)=x0 ñèñòåìè (1)
ìà¹ âèãëÿä

x(t, x0) = Ωt
0x0 +

t∫

0

Ωt
sh(s)ds.

ßêùî x(t, x0) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè
(2), òî x0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè

Gx0 =

T∫

0

ΩT
s h(s)ds, G = (A1 − ΩT

0 A2). (4)

ßêùî îäíîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (2), (3)
íå ìà¹ íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òî ñèñòåìà
(4), à îòæå, i êðàéîâà çàäà÷à (1), (2) ìàþòü
¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê
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x(t, x0)=Ωt
0G

−1A2

T∫

0

ΩT
s h(s)ds+

t∫

0

Ωt
sh(s)ds.

Äîñëiäèìî êðèòè÷íèé âèïàäîê � êîëè îä-
íîðiäíà êðàéîâà çàäà÷à (2), (3) ìà¹ íåòðèâi-
àëüíi ðîçâ'ÿçêè. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî
ñïðÿæåíi ïî âiäíîøåííþ äî (1) i (3) ñèñòåìè
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

dy

dt
= −A∗(t)y + g(t),

dy

dt
= −A∗(t)y, (5)

äå A∗(t) � òðàíñïîíîâàíà ùîäî A(t) ìàòðè-
öÿ. Êðiì òîãî, ðîçãëÿíåìî òàêîæ ñïðÿæåíi
ùîäî (2) êðàéîâi óìîâè

B1y(0)−B2y(T ) = 0, (6)
òîáòî òàêi óìîâè, êîëè B1, B2 � ñòàëi n× n-
ìàòðèöi, rang(B1, B2)=n, A1B

∗
1−A2B

∗
2 =0 i

ïðè öüîìó x(0)y(0)−x(T )y(T ) = 0. Â [5] äî-
âåäåíî, ùî òàêi ìàòðèöi B1, B2 çàâæäè iñíó-
þòü i âêàçàíî ñïîñiá ¨õ âiäøóêàííÿ. Ïðè öüî-
ìó êðàéîâó çàäà÷ó (5), (6) áóäåìî íàçèâàòè
ñïðÿæåíîþ äî (2), (3). Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ ùîäî ðîçâ'ÿçêiâ ñïðÿæåíèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷ ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 1.[5]. Íåõàé A(t) � íåïåðåðâíà
n × n- ìàòðèöÿ, A1, A2 � ñòàëi n × n- ìà-
òðèöi, rang(A1, A2) = n, à êðàéîâi óìîâè (6)
¹ ñïðÿæåíèìè ïî âiäíîøåííþ äî (2). Òîäi
êðàéîâi çàäà÷i (2), (3) i (5), (6) ìàþòü îäíà-
êîâó êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ. Êðiì òîãî, íåõàé h(t) ∈ C[0, T ]. Êðàéî-
âà çàäà÷à (1), (2) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè

T∫

0

ψ∗j (s)h(s)ds = 0, j = 1, k,

äå ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψk(t) � ëiíiéíî íåçàëåæíi
ðîçâ'ÿçêè ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i (5), (6). Ïðè
öüîìó ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çàäà÷i (1), (2) ¹ k-
ïàðàìåòðè÷íèì i ìà¹ âèãëÿä

x(t) = ϕ0(t) +
k∑

i=1

ϕi(t)ci,

äå ϕ1(t), ϕ2(t), . . . , ϕk(t) � ëiíiéíî íåçàëåæíi
ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2), (3), c1, c2, . . . , ck � äî-
âiëüíi ñòàëi.

Òåîðåìà 2. ßêùî êðàéîâà çàäà÷à (2),
(3) ìà¹ k ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, òî
äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ h(t) ìîæíà âêàçàòè
ôóíêöiþ H(t) òàêó, ùî ñèñòåìà

dx

dt
= A(t)x + h(t)−H(t), (7)

ìà¹ k- ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (2).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 1, êðàéîâà çà-
äà÷à (2), (7) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè

T∫

0

ψ∗j (s)
(
h(s)−H(s)

)
ds = 0, j = 1, k. (8)

ßêùî ïîçíà÷èòè ÷åðåç Ψ(t) n×n- ìàòðèöþ,
ñòîâïöÿìè ÿêî¨ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíi ðîçâ'ÿç-
êè ψ1(t), ψ2(t), . . . , ψk(t) êðàéîâî¨ çàäà÷i (5),
(6), òî óìîâà (8) çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

T∫

0

Ψ∗(s)
(
h(s)−H(s)

)
ds = 0. (9)

Íåõàé H(t) = Ψ(t)α, äå âåêòîð α∈Rk ¹ ðîç-
â'ÿçêîì ñèñòåìè

P1α=

T∫

0

Ψ∗(s)h(s)ds, P1 =

T∫

0

Ψ∗(s)Ψ(s)ds.

Ôóíêöi¨ ψj(t), j = 1, k ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíè-
ìè, à òîìó detP1 6=0 i ôóíêöiÿ H(t) ìàòèìå
âèãëÿä

H(t) = Ψ(t)P−1
1

T∫

0

Ψ∗(s)h(s)ds.

Çðîçóìiëî, ùî ïðè öüîìó óìîâà (9) âèêî-
íó¹òüñÿ, òîáòî êðàéîâà çàäà÷à (2), (7) ìà¹
ðîçâ'ÿçêè i âîíè óòâîðþþòü k- ïàðàìåòðè-
÷íó ñiì'þ. Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (7) ìà-
þòü âèãëÿä
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x(t, x0) = Ωt
0x0 +

t∫
0

Ωt
sh(s)ds−

−
t∫

0

Ωt
sΨ(s)P−1

1 ds ·
T∫
0

Ψ∗(σ)h(σ)dσ,

(10)

i âîíè çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (2),
ÿêùî ¨õ ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ x0 çàäîâîëüíÿ¹
àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi

Gx0 = A2

(
T∫
0

ΩT
s h(s)ds−

−
T∫
0

ΩT
s Ψ(s)dsP−1

1

T∫
0

Ψ∗(σ)h(σ)dσ

)
.

(11)

Âiäîìî [5], ùî êîëè ÷åðåç Y (t) ïîçíà÷è-
òè ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ ñèñòåìè (5),
à âåêòîð y0 òàêèé, ùî ôóíêöiÿ ψ(t) =
Y (t)Y −1(0)y0, ψ(0) = y0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñïðÿ-
æåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (5),(6), òî

y0 = A∗
1η = Y (0)Y −1(T )A∗

2η, (12)
äå âåêòîð η íàëåæèòü ÿäðó ìàòðèöi G∗. Ç
àëãåáðè âiäîìî, ùî ñèñòåìà (11) ìà¹ ðîç-
â'ÿçêè (i âîíè ïðè öüîìó óòâîðþþòü k- ïà-
ðàìåòðè÷íó ñiì'þ) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
¨¨ ïðàâà ÷àñòèíà îðòîãîíàëüíà äî âñiõ ðîç-
â'ÿçêiâ η ñèñòåìèG∗η=0, òîáòî êîëè

η∗A2

{
T∫
0

ΩT
s h(s)ds−

−
T∫
0

ΩT
s Ψ(s)dsP−1

1

T∫
0

Ψ∗(σ)h(σ)dσ

}
= 0.

(13)

Òðàíñïîíóþ÷è ëiâó ÷àñòèíó öi¹¨ ðiâíîñòi
i, âðàõîâóþ÷è (12), îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ âñiõ
ðîçâ'ÿçêiâ ψ(t) = Y (t)Y −1(0)y0 êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (5), (6)

T∫
0

h∗(s)
(
ΩT

s

)∗
dsA∗

2η−

−
T∫
0

h∗(s)Ψ(s)dsP ∗−1
1

T∫
0

Ψ∗(s)
(
ΩT

s

)∗
dsA∗

2η =

=
T∫
0

h∗(s)Y (s)Y −1(0)y0ds−

−
T∫
0

h∗(s)Ψ(s)dsP ∗−1
1

T∫
0

Ψ∗(s)Y (s)Y −1(0)y0ds=

=
T∫
0

h∗(s)ψ(s)ds−

−
T∫
0

h∗(s)Ψ(s)dsP ∗−1
1

T∫
0

Ψ∗(s)ψ(s)ds.

Îñêiëüêè ψ(t)=Ψ(t)c, äå c∈Rk � äåÿêèé ñòà-
ëèé âåêòîð, òî çðîçóìiëî, ùî ðiâíiñòü (13)
âèêîíó¹òüñÿ.

Îòæå rang G=n−k, ñèñòåìà (11) çàâæäè
¹ ñóìiñíîþ, ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ¹ k- ïàðàìåòðè÷íèì
i ìà¹ âèãëÿä

x̃0 = Fξ + G(−)A2

{
T∫
0

ΩT
s h(s)ds−

−
T∫
0

ΩT
s Ψ(s)dsP−1

1

T∫
0

Ψ∗(σ)h(σ)dσ

}
,

äå G(−) � ¹äèíà n×n- ìàòðèöÿ, ïñåâäîîáåð-
íåíà ïî Ïåíðîóçó äî ìàòðèöi G, F � ¹äèíà
ôóíäàìåíòàëüíà n×k- ìàòðèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ
îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè Gx0 = 0, ξ∈Rk � äîâiëü-
íèé âåêòîð-ñòîâïåöü.

ßêùî ïîçíà÷èòè

P (t) =
t∫

0

Y ∗(s)Ψ(s)ds,

U(t, s) = Y ∗−1(t)
(
Y ∗(s)− P (t)P−1

1 Ψ∗(s)
)
,

V (t, s) = Y ∗−1(t)P (t)P−1
1 Ψ∗(s),

òî k- ïàðàìåòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê êðàéîâî¨ çà-
äà÷i (2), (7) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x(t, ξ)=Ωt
0x̃0+

t∫

0

U(t, s)h(s)ds−
T∫

t

V (t, s)h(s)ds.

2. Äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ
ñèñòåì

Ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä
äîñëiäæåííÿ i ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíié-
íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì

dx

dt
= A(t)x + f(t, x), (14)

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (2). Òóò
t∈ [0, T ], x : [0, T ]→D⊂Rn, f : [0, T ]×D→Rn,
äå D � äåÿêà çàìêíåíà îáìåæåíà îáëàñòü â
Rn, A(t) i f(t, x) íåïåðåðâíi â ñâî¨é îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ. Ïðè öüîìó áóäåìî äîñëiäæóâà-
òè êðèòè÷íèé âèïàäîê, òîáòî êîëè
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A) âiäïîâiäíà ëiíiéíà îäíîðiäíà êðàéîâà
çàäà÷à (2), (3) ìà¹ k ëiíiéíî íåçàëå-
æíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, 1 ≤ k ≤ n.

Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî ïðè (t, x)∈ [0, T ]×D
ñèñòåìà (14) çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:
B) âåêòîð-ôóíêöiÿ f(t, x) çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè îáìåæåíîñòi i Ëiïøèöÿ:

|f(t, x)|≤m(t),

|f(t, x′)−f(t, x′′)|≤K(t) |x′ − x′′|, (15)
äå m (t) i K (t) � íåïåðåðâíi âiäïîâiä-
íî âåêòîð-ôóíêöiÿ i ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ ç
íåâiä'¹ìíèìè êîìïîíåíòàìè;

C) iñíó¹ íå ïîðîæíÿ ìíîæèíà òî÷îê ξ∈D0,
D0⊂Rk òàêà, ùî âåêòîð-ôóíêöiÿx0(t, ξ)=
=Ωt

0Fξ ëåæèòü â îáëàñòi D ðàçîì iç ñâî-
¨ì β- îêîëîì, äå β = max

t∈[0,T ]
(Sm)(t), S �

ëiíiéíèé îïåðàòîð:

(Sx)(t)=
T∫
0

∣∣Ωt
0G

(−)A2U(T, s)
∣∣ x(s)ds+

+
t∫

0

|U(t, s)| x(s)ds +
T∫
t

|V (t, s)|x(s)ds ;

D) r(Q)<1, äå r(Q) � ñïåêòðàëüíèé ðàäióñ
îïåðàòîðà Qx=S(Kx), ÿêèé ¹ êîìïîçè-
öi¹þ îïåðàòîðà S ç ìíîæåííÿì íà ìà-
òðèöþ K(t):

(Qx)(t)=
T∫
0

∣∣Ωt
0G

(−)A2U(T, s)
∣∣K(s)x(s)ds+

+
t∫

0

|U(t, s)|K(s)x(s)ds+
T∫
t

|V (t, s)|K(s)x(s)ds;

Ïiä |x| áóäåìî ðîçóìiòè àáñîëþòíó âåëè-
÷èíó âåêòîðà x∈Rn, òîáòî |x|=(|x1|,. . . ,|xn|)
i, âiäïîâiäíî, äëÿ ìàòðèöü |A| = (|Aij|)n

i,j=1,
à âñi íåðiâíîñòi ðîçóìi¹ìî ïîêîìïîíåíòíî.

Òåîðåìà 3. Íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ ϕ(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i
(2), (14) ç ïî÷àòêîâèì çíà÷åííÿì

ϕ(0)=ϕ0≡Fξ+G(−)A2

T∫

0

ΩT
s f(s, ϕ(s))ds, (16)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ϕ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ií-
òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x(t) = Ωt
0ϕ0 +

t∫
0

U(t, s)f(s, x(s))ds−

−
T∫
t

V (t, s)f(s, x(s))ds,

(17)

i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà
T∫

0

Ψ∗(s)f(s, ϕ(s)) = 0. (18)

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ϕ ∈
C1[0,T ], ϕ(0) = ϕ0 i dϕ(t)/dt ≡ A(t)ϕ(t) +
f(t, ϕ(t) ïðè âñiõ t∈ [0, T ]. Òîäi

ϕ(t) ≡ Ωt
0ϕ0 +

t∫

0

Ωt
sf(s, ϕ(s))ds. (19)

Îñêiëüêè ϕ(t) çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâi óìîâè
(2), òî ϕ0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè
ðàíãà n−k:

Gϕ0 = A2

T∫

0

ΩT
s f(s, ϕ(s))ds. (20)

Àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê öå áóëî çðîáëåíî âè-
ùå, ìîæåìî ïîêàçàòè, ùî ñèñòåìà (20) ¹ ñó-
ìiñíîþ i ìà¹ k- ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿç-
êiâ âèãëÿäó (16) ó òîìó i òiëüêè â òîìó âè-
ïàäêó, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (18). Àëå,
âðàõîâóþ÷è (10) áà÷èìî, ùî ïðè âèêîíàííi
óìîâè (18) iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (17) ïåðå-
òâîðþ¹òüñÿ íà íàñòóïíå:

x(t) = Ωt
0ϕ0 +

t∫

0

Ωt
sf(s, x(s))ds, (21)

à òîìó ç (19) âèïëèâà¹, ùî ϕ(t) ïðè öüîìó ¹
ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (17).

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ϕ ∈ C1[0, T ] ¹ ðîç-
â'ÿçêîì ðiâíÿíü (17) i (18). Àëå òîäi ϕ çà-
äîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (21), òîáòî âèêîíó¹òüñÿ
òîòîæíiñòü (19). Ïðè t = 0 ìà¹ìî, ùî ϕ(0) =
ξ. Äèôåðåíöiþþ÷è (19) ïî t áà÷èìî, ùî ϕ(t)
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¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (14). ßê óæå áóëî çà-
çíà÷åíî, óìîâà (18) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî
ñèñòåìà (20) ¹ ñóìiñíîþ (i ïðè öüîìó âîíà
ìà¹ k- ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ðîçâ'ÿçêiâ âèãëÿ-
äó (16)), ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Ðîçãëÿíåìî ðåêóðåíòíó k- ïàðàìåòðè÷íó
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié

xm(t, ξ) = x0(t, ξ)+

+
T∫
0

Ωt
0G

(−)A2U(T, s)f(s, xm−1(s, ξ))ds+

+
t∫

0

U(t, s)f(s, xm−1(s, ξ))ds−

−
T∫
t

V (t, s)f(s, xm−1(s, ξ))ds,

x0(t, ξ) = Ωt
0Fξ, m∈N, ξ∈Rk.

(22)

Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî âñi
xm(t, ξ) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (2).
Ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (14)
ñïðàâåäëèâi ïðèïóùåííÿ À � D. Òîäi:
1) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié xm(t, ξ) âèãëÿäó

(22) ïðè m →∞ ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ
âiäíîñíî (t, ξ)∈ [0, T ]× D0 äî ãðàíè÷íî¨
ôóíêöi¨ x∗(t, ξ), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ êðàéî-
âi óìîâè (2) i ïðè âñiõ íàòóðàëüíèõ m
ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè çáiæíîñòi

|x∗(t, ξ)−xm(t, ξ)|≤(E −Q)−1Qmβ; (23)

2) ôóíêöiÿ x∗(t) = x∗(t, ξ∗) ¹ ðîçâ'ÿçêîì
êðàéîâî¨ çàäà÷i (2), (14) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè òî÷êà ξ = ξ∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì
âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ

∆(ξ)≡
T∫

0

Ψ∗(s)f(s, x∗(s, ξ))ds=0, (24)

i ïðè öüîìó ïðèéìà¹ ïî÷àòêîâå çíà÷åí-
íÿ

x∗(0)=Fξ∗+

T∫

0

G(−)A2Ω
T
s f(s, x∗(s))ds. (25)

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî âiäõèëåííÿ ïîñëiäîâ-
íèõ íàáëèæåíü (22)

|x1(t, ξ)− x0(t, ξ)| ≤
≤

T∫
0

∣∣Ωt
0G

(−)A2U(T, s)
∣∣ |f(s, x0(s, ξ))| ds+

+
t∫

0

|U(t, s)| |f(s, x0(s, ξ)| ds+

+
t∫

0

|V (t, s)| |f(s, x0(s, ξ)| ds ≤ (Sm)(t) ≤ β.

Îòæå, x1(t, ξ)∈D. Çà äîïîìîãîþ ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè âñiõ
íàòóðàëüíèõ m íàáëèæåííÿ xm(t, ξ) ëåæèòü
â îáëàñòi D. Âðàõîâóþ÷è óìîâó Ëiïøiöà
(15), äëÿ âiäõèëåíü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
ìà¹ìî îöiíêè

|xm+1(t, ξ)− xm(t, ξ)| ≤
≤

T∫
0

∣∣Ωt
0G

(−)A2U(T,s)
∣∣ |f(s,xm(s,ξ))−f(s,xm−1(s,ξ))|ds+

+
t∫

0

|U(t, s)| |f(s, xm(s, ξ))−f(s, xm−1(s, ξ))|ds+

+
t∫

0

|V (t, s)| |f(s, xm(s, ξ))−f(s, xm−1(s, ξ))|ds≤
≤ (Q |xm(·, ξ)− xm−1(·, ξ)|) (t) ≤

≤ (Q2 |xm−1(·, ξ)− xm−2(·, ξ)|) (t) ≤ Qmβ,

à òîìó äëÿ âñiõ m∈N, j≥1 ìà¹ìî
|xm+j(t, ξ)−xm(t, ξ)|≤

≤
j−1∑
i=0

|xm+i+1(t, ξ)−xm+i(t, ξ)|≤

≤
j−1∑
i=0

(Qm+i|x1(·, ξ)−x0(·, ξ)|)(t)≤
j−1∑
i=0

Qm+iβ.

(26)

Ç óìîâè D âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü (22)
ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ ïðè m →∞ â îáëàñòi
t∈ [0, T ] × D0 äî ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ x∗(t, ξ).
Ïåðåõîäÿ÷è â (26) äî ãðàíèöi ïðè m →∞,
îäåðæèìî îöiíêó (23). Îñêiëüêè âñi ôóí-
êöi¨ xm(t, ξ) ïîñëiäîâíîñòi (22) çàäîâîëüíÿ-
þòü êðàéîâi óìîâè (2), òî i x∗(t, ξ) òåæ çà-
äîâîëüíÿ¹ óìîâó (2). Ïåðåõîäÿ÷è â (22) äî
ãðàíèöi ïðè m → ∞ áà÷èìî, ùî x∗(t, ξ) ¹
ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x(t)=Ωt
0

(
Fξ+

T∫
0

G(−)A2U(T, s)f(s, x(s))ds

)
+

+
t∫

0

U(t, s)f(s, x(s))ds−
T∫
t

V (t, s)f(s, x(s))ds,
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à òîìó, çà òåîðåìîþ 3, ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨
çàäà÷i (2), (14) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà (24). Àëå òîäi U(T, s) = ΩT

s

i ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ (25),
ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Çàóâàæåííÿ. ßêùî A(t), f(t, x) ¹ T - ïå-
ðiîäè÷íèìè ïî t i A1 =A2 =E, òî ïðèõîäèìî
äî äîñëiäæåííÿ T - ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
ñèñòåìè (14). Ïðè öüîìó ñïðÿæåíèìè äî (2)
¹ òåæ ïåðiîäè÷íi óìîâè, òîáòî B1 =B2 =E.

Âêàæåìî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîç-
â'ÿçêó êðàéîâî¨ çàäà÷i (2), (14), äëÿ ïåðåâið-
êè ÿêèõ íå ïîòðiáíî çíàõîäèòè ãðàíè÷íó
ôóíêöiþ x∗(t, ξ) ïîñëiäîâíîñòi (22).

Òåîðåìà 5. Íåõàé äëÿ ñèñòåìè (14)
ñïðàâåäëèâi ïðèïóùåííÿ À � D i, êðiì òîãî:
1) iñíó¹ âèïóêëà, çàìêíåíà îáëàñòü D′⊂

D0⊂Rk òàêà, ùî ïðè äåÿêîìó ôiêñîâà-
íîìó íàòóðàëüíîìó m â îáëàñòi D′ ìi-
ñòèòüñÿ ¹äèíà îñîáëèâà òî÷êà ξ0m íå-
íóëüîâîãî iíäåêñà âiäîáðàæåííÿ ∆m(ξ) :
D0→Rk:

∆m(ξ) =

T∫

0

Ψ∗(s)f(s, xm(s, ξ))ds; (27)

2) íà ãðàíèöi ∂D′ îáëàñòi D′ âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

inf
ξ∈∂D′

|∆m(ξ)|>Q1(E −Q)−1Qmβ, (28)

äå Q1 =
T∫
0

|Ψ∗ (s)|K (s) ds.

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê x = x∗(t) = x∗(t, ξ∗), ξ∗∈
D′ êðàéîâî¨ çàäà÷i (2), (14) i éîãî ïî÷àòêîâå
çíà÷åííÿ x∗(0) âèçíà÷à¹òüñÿ çãiäíî (25).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âåêòîðíi ïîëÿ
∆(0, ξ) = ∆m(ξ) i ∆(1, ξ) = ∆(ξ), ÿêi ç'¹äíà-
¹ìî çà äîïîìîãîþ ñiì'¨ íåïåðåðâíèõ íà D′

âåêòîðíèõ ïîëiâ
∆(θ, ξ)=∆m(ξ)+θ(∆(ξ)−∆m(ξ)), 0≤ θ≤ 1.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà
θ0 ∈ [0, 1] òàêå, ùî ∆ (θ0, ξ) = 0. Òîäi

∆m(ξ) = θ0

(
∆m(ξ)−∆(ξ)

)
. (29)

Ïðè öüîìó ç (23), (24), (27) i óìîâè Ëiïøèöÿ
(15) ìà¹ìî, ùî

|∆(ξ)−∆m(ξ)|≤
≤

T∫
0

|Ψ∗(s)|K(s) |x∗(s, ξ)− xm(s, ξ)| ds ≤
≤ Q1(E −Q)−1Qmβ.

Àëå ïðè öüîìó ç (29) âèïëèâà¹, ùî

|∆m(ξ)|≤|∆(ξ)−∆m(ξ)|≤Q1(E −Q)−1Qmβ,

à öå ïðîòèði÷èòü óìîâi (28). Îòæå, íàøå
ïðèïóùåííÿ ïðî âèðîäæåíiñòü ñiì'¨ âåêòîð-
íèõ ïîëiâ ∆ (θ, ξ) ¹ õèáíèì, à òîìó âåêòîðíi
ïîëÿ ∆ (ξ) i ∆m (ξ) ãîìîòîïíi. Òàêèì ÷èíîì,
â D′ iñíó¹ òî÷êà ξ∗, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿ-
ííÿ (24). Òåîðåìà äîâåäåíà.

Âèñíîâêè
Ó äàíié ðîáîòi îáãðóíòîâàíî íîâèé

÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé àëãîðèòì iíòåãðóâàí-
íÿ íåëiíiéíèõ ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü ïðè äâîòî÷êîâèõ ëiíiéíèõ
îäíîðiäíèõ êðàéîâèõ óìîâàõ ó êðèòè÷íîìó
âèïàäêó � êîëè âiäïîâiäíà ëiíiéíà îäíîðiäíà
êðàéîâà çàäà÷à ìà¹ k íåòðèâiàëüíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ. Ïîáóäîâàíî ðiâíîìiðíî çáiæíó k- ïàðà-
ìåòðè÷íó ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ÿêi çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè, âñòàíîâëåíî óìî-
âè çáiæíîñòi òà îöiíêè ïîõèáêè. Äîñëiäæåíî
çâ'ÿçîê ãðàíè÷íî¨ ôóíêöi¨ öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi
ç òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì äîñëiäæóâàíî¨ êðàéî-
âî¨ çàäà÷i.
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