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ÍÅÌÅÒÐÈÇÎÂÍÎÃÎ ÏÐÎÑÒÎÐÓ ÇÍÀ×ÅÍÜ
Äîâîäèòüñÿ, ùî òåîðåìà Áåðà ïðî ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó âiðíà äëÿ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè
â ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ, à äëÿ σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ öå âæå íå òàê, i íàâîäè-
òüñÿ ïðèêëàä ñêðiçü ðîçðèâíîãî âiäîáðàæåííÿ ïåðøîãî êëàñó Áåðà çi çíà÷åííÿìè ó ïëîùèíi
Íåìèöüêîãî.

It is obtained that the Baire theorem on functions of the �rst class for functions with values in
strongly σ-metrizable spaces is valid and for function with values in σ-metrizable spaces is not.
The example of everywhere discontinuous mapping of the �rst Baire class with values in Nemytskij
plane is given.

1. Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ñèì-
âîëîì B1(X,Y ) ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
ôóíêöié f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áå-
ðà, òîáòî ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíî-
ñòåé íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Y . Çãi-
äíî ç êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Áåðà [1, c. 405] ó
âèïàäêó ìåòðèçîâíîñòi ïðîñòîðó Y äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B1(X, Y ) ìíîæèíà D(f)
òî÷îê ¨¨ ðîçðèâó ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòå-
ãîði¨. Äëÿ çàãàëüíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
Y öåé ðåçóëüòàò íå ïðàâèëüíèé. Òàê, â êíèçi
[2, c. 125] ó âïðàâi 22á ïðîïîíó¹òüñÿ ïîáóäó-
âàòè ïðèêëàä ñêðiçü ðîçðèâíîãî âiäîáðàæå-
ííÿ f ∈ B1(I, II), äå I = [0, 1] � âiäðiçîê ÷è-
ñëîâî¨ ïðÿìî¨ R, à II � âiäïîâiäíèé òèõîíîâ-
ñüêèé êóá. Ïðèêëàäîì òàêîãî âiäîáðàæåííÿ
ñëóæèòü ôóíêöiÿ f , ÿêà íà [0, 1] çàäà¹òüñÿ
ðiâíiñòþ f(x) = gx, äå

gx(y) =

{
1, x = y,
0, x 6= y.

Öå âiäîáðàæåííÿ ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì âiä-
îáðàæåíü, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ â [3]. Íà îñíîâi
öüîãî ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî äîñëi-
äæåííÿ êëàñó ïðîñòîðiâ Y , äëÿ ÿêèõ ñïðàâ-
äæó¹òüñÿ òåîðåìà Áåðà.

Òóò ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê, êîëè Y
� öå σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ÷è ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið (îçíà÷åííÿ äèâ. äàëi

â ï. 2). Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Y òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè Áåðà çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi, à äëÿ σ-
ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó öå âæå íå òàê, i ïðè-
êëàäîì ñëóæèòü âiäîìà ïëîùèíà Íåìèöüêî-
ãî [4, c. 47]. Öi ðåçóëüòàòè áóëè àíîíñîâàíi â
[5 � 7].

2. Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîñòið Y íàçèâà¹òüñÿ
/ñèëüíî/ σ-ìåòðèçîâíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà
ïîäàòè ó âèãëÿäi îá'¹äíàííÿ çðîñòàþ÷î¨ ïî-
ñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ Yn /òàêèõ, ùî äëÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ â
Y ïîñëiäîâíîñòi òî÷îê yn iñíó¹ íîìåð n, äëÿ
ÿêîãî {yk : k ∈ N} ⊆ Yn/. Òàêà ïîñëiäîâíiñòü
ïiäïðîñòîðiâ Yn íàçèâà¹òüñÿ âè÷åðïóâàííÿì
âiäïîâiäíîãî ïðîñòîðó Y .

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè íàñòóïíå äî-
áðå âiäîìå òâåðäæåííÿ [8].

Ëåìà. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið,
(Fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ ìíîæèí
ó ïðîñòîði X, òàêà, ùî

X =
∞⋃

n=1

Fn,

Gn = intFn äëÿ êîæíîãî n i G =
∞⋃

n=1

Gn. Òîäi
ìíîæèíà G çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n ìíîæèíà
Bn = Fn \ Gn íiäå íå ùiëüíà, áî âîíà
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¹ ìåæåþ çàìêíåíî¨ ìíîæèíè Fn, à òîìó
B =

∞⋃
n=1

Bn ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.
Íåõàé A = X \G. Ïîêàæåìî, ùî A ⊆ B. Âi-
çüìåìî åëåìåíò x ∈ A. Òîäi x 6∈ Gn äëÿ êî-
æíîãî n. Àëå X =

∞⋃
n=1

Fn. òîìó x ∈ Fm äëÿ
äåÿêîãî m. Îñêiëüêè x 6∈ Gm, òî x ∈ Bm.
Òåïåð çðîçóìiëî, ùî A ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨
êàòåãîði¨ ðàçîì ç B, îòæå, ìíîæèíà G çàëè-
øêîâà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið i f : X → Y � ôóíêöiÿ ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà. Òîäi ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó D(f)
ôóíêöi¨ f ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨ â
X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Ym)∞m=1 � âè÷åðïó-
âàííÿ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Y i
(fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-
æåíü fn : X → Y , ÿêà ïîòî÷êîâî çáiãà¹òüñÿ
äî f . Äëÿ êîæíîãî íîìåðà m ïîêëàäåìî

Fm = {x ∈ X : {fn(x) : n ∈ N} ⊆ Ym}.
ßñíî, ùî

Fm =
∞⋂

n=1

f−1
n (Ym),

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè Fm çàìêíåíi.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X ïîñëiäîâíiñòü
(fn(x))∞n=1 çáiãà¹òüñÿ äî f(x), òî iñíó¹ òàêèé
íîìåð m, ùî

{fn(x) : n ∈ N} ⊆ Ym.

Òîìó
∞⋃

m=1

Fm = X. Ïîêëàäåìî äàëi

Gm = intFm i G =
∞⋃

m=1

Gm.

Çãiäíî ç ëåìîþ, ìíîæèíà G çàëèøêîâà â X.
Íåõàé

gm,n = fn|Gm i gm = f |Gm .

Îñêiëüêè fn(Gm) ⊆ Ym äëÿ êîæíîãî n,
fn(x) → f(x) íà X i ïðîñòið Ym çàìêíåíèé â
Y , òî f(Gm) ⊆ Ym. Òîìó âiäîáðàæåííÿ gm,n i

gm íàáóâàþòü çíà÷åíü ó ìåòðèçîâíîìó ïðî-
ñòîði Ym, ïðè÷îìó gm,n : Gm → Ym íåïåðåðâ-
íi i gm,n(x) → gm(x) íà Gm. Òàêèì ÷èíîì,
gm ∈ B1(Gm, Ym), îòæå, çà êëàñè÷íîþ òåîðå-
ìîþ Áåðà Am = D(gm) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨
êàòåãîði¨ â Gm, à çíà÷èòü i â X. Ç âiäêðèòî-
ñòi ìíîæèí Gm âèïëèâà¹, ùî

D(gm) = D(g) ∩Gm

äëÿ êîæíîãî m. Îòæå,

D(f) =
∞⋃

m=0

Am,

äå
A0 = D(f) ∩ (X \G).

Îñêiëüêè âñi Am ¹ ìíîæèíàìè ïåðøî¨ êàòå-
ãîði¨, òî òàêîþ æ áóäå i ìíîæèíà D(f).

3. Äîâåäåííÿ íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó âè-
êîðèñòîâó¹ ìåòîä, çàñòîñîâàíèé â [9] äëÿ äî-
âåäåííÿ äîñêîíàëî¨ íîðìàëüíîñòi ïðîñòîðó
R∞ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, òàêèé, ùî X =

∞⋃
n=1

Xn, äå (Xn)∞n=1

� çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèõ ïiäïðîñòîðiâ ïðîñòî-
ðó X i ìíîæèíà A çàìêíåíà â X. Òîäi
iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ : X → [0, +∞), òàêà, ùî
A = ϕ−1(0) i âñi çâóæåííÿ

ϕn = ϕ|Xn : Xn → [0, +∞)

íåïåðåðâíi.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � çàìêíåíà â X

ìíîæèíà i An = Xn ∩ A äëÿ êîæíîãî íî-
ìåðà n. Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè An çàìêíå-
íi â Xn i â X. Îñêiëüêè ïðîñòið X1 äîñêî-
íàëî íîðìàëüíèé, òî iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ ϕ1 : X1 → [0, 1], òàêà, ùî A1 = ϕ−1(0).
Ìíîæèíà B1 = X1 ∪ A2 çàìêíåíà â äîñêî-
íàëî íîðìàëüíîìó ïðîñòîði X2. Òîìó iñíó¹
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ψ1 : X2 → [0, 1], òà-
êà, ùî B1 = ψ−1

1 (0). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
ϕ̃1 : B1 → [0, 1], äëÿ ÿêî¨

ϕ̃1(x) = ϕ1(x), ÿêùî x ∈ X1, i

ϕ̃1(x) = 0, ÿêùî x ∈ A2.
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Îñêiëüêè A2 ∩ x1 = A1 i ϕ1(x) = 0 íà
A1, òî ôóíêöiÿ ϕ̃2 êîðåêòíî âèçíà÷åíà i íå-
ïåðåðâíà, àäæå ¨¨ çâóæåííÿ íà çàìêíåíi â
B1 ìíîæèíè X1 i A2 íåïåðåðâíi. Çà òåîðå-
ìîþ Òiòöå-Óðèñîíà [4,c. 116] iñíó¹ íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ ψ̃1 : X2 → [0, 1], ÿêà ¹ ïðîäîâæå-
ííÿì ôóíêöi¨ ϕ̃1. Ïîêëàäåìî

ϕ2 = ψ1 + ψ̃1.

Ôóíêöiÿ ϕ2 : X2 → [0, 2] íåïåðåðâíà i ìà¹
òàêi âëàñòèâîñòi:

ϕ2(x) = ϕ1(x), ÿêùî x ∈ X1,

A2 = ϕ−1
2 (0).

Ñïðàâäi, ÿêùî x ∈ X1, òî x ∈ B1, îòæå,
ψ1(x) = 0, à çíà÷èòü

ϕ2(x) = ψ̃1(x) = ϕ̃1(x) = ϕ1(x).

ßêùî x ∈ A2, òî x ∈ B1, îòæå, ψ1(x) = 0 i
ϕ̃1(x) = 0. Òîìó

ϕ2(x) = ψ̃1(x) = ϕ̃1(x) = 0.

Íåõàé x ∈ X2 \ A2. Òîäi ψ1(x) > 0. Àëå
ψ̃1(x) ≥ 0, îòæå,

ϕ2(x) = ψ1(x) + ψ̃1(x) > 0.

Òàêèì ÷èíîì, A2 = ϕ−1
2 (0). Ïðîäîâæóþ÷è

öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi, ìè çìîæåìî
ïîáóäóâàòè òàêó ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié ϕn : Xn → [0, n], ùî An = ϕ−1

n (0) i
ϕn(x) = ϕn−1(x) äëÿ âñiõ x ∈ Xn−1 i äîâiëü-
íèõ n = 2, 3, . . . .

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ϕ : X → [0, +∞), ïî-
êëàäàþ÷è ϕ(x) = ϕn(x), ÿêùî x ∈ Xn. Çðî-
çóìiëî, ùî òàêå îçíà÷åííÿ êîðåêòíå.

Ïîêàæåìî, ùî A = ϕ−1(0). Ñïðàâäi, ÿêùî
x ∈ A, òî x ∈ An äëÿ äåÿêîãî n, îòæå,

ϕ(x) = ϕn(x) = 0.

ßêùî æ x ∈ X \ A, òî x 6∈ An äëÿ êîæíîãî
n. Êðiì òîãî, iñíó¹ òàêå m, ùî x ∈ Xm. Â
òàêîìó ðàçi x ∈ Xm \ Am i

ϕ(x) = ϕm(x) > 0.

Òåîðåìà 3. Ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèé
T1-ïðîñòið X ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi÷åííî-
ñòi ¹ äîñêîíàëî íîðìàëüíèì.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Âåäåíi-
ñîâà [4, c. 82] äîñèòü äîâåñòè, ùî êîæíà çà-
ìêíåíà â X ìíîæèíà ¹ ôóíêöiîíàëüíî çà-
ìêíåíîþ.

Íåõàé A � çàìêíåíà â X ìíîæè-
íà, (Xn)∞n=1 � âè÷åðïóâàííÿ ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó X i An = A ∩ Xn.
Îñêiëüêè êîæíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ¹ äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèì, òî çãiäíî ç òåîðåìîþ
2, iñíó¹ ôóíêöiÿ ϕ : X → [0, +∞), òàêà, ùî
A = ϕ−1(0) i çâóæåííÿ

ϕn = ϕ|Xn : Xn → [0, +∞)

íåïåðåðâíi äëÿ êîæíîãî n.
Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ ϕ : X → [0, +∞)

íåïåðåðâíà. Çàôiêñó¹ìî x ∈ X. Îñêiëüêè
ïðîñòið X çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi, òî íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ϕ â òî÷öi
x ðiâíîñèëüíà ñåêâåíöiàëüíié íåïåðåðâíîñòi
öi¹¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x. Ùîá äîâåñòè îñòàíí¹,
ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xk ∈ X, ÿêà
çáiãà¹òüñÿ äî òî÷êè x. Çðîçóìiëî, ùî iñíó¹
íîìåð n, òàêèé, ùî {xk : k ∈ N} ∪ {x} ⊆ Xn.
Ôóíêöi¨ ϕn = ϕ|Xn íåïåðåðâíi, òîäi

ϕ(xk) = ϕn(xk) → ϕn(x) = ϕ(x),

îòæå ôóíêöiÿ ϕ íåïåðåðâíà â òî÷öi x.
Îñêiëüêè òî÷êà x áóëà âçÿòà äîâiëüíèì ÷è-
íîì ç X, òî ϕ � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.

Ç òîãî, øî A = ϕ−1(0) íåãàéíî âèïëèâà¹,
ùî ìíîæèíà A ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà, ùî
i äà¹ íàì äîñêîíàëó íîðìàëüíiñòü ïðîñòîðó
X.

4. Íåõàé P = R× [0, +∞) � ïëîùèíà Íå-
ìèöüêîãî [4, c. 47 - 48]. Ëåãêî áà÷èòè, ùî P �
öå σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç âè÷åðïóâàííÿì

Yn = {(x, y) ∈ R2 : y ≥ 1

n
àáî y = 0}.

Êðiì òîãî, âiäîìî [4, c. 74], ùî P íå ¹ íîð-
ìàëüíèì ïðîñòîðîì. Ç iíøîãî áîêó î÷åâè-
äíî, ùî P çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi i ¹ T1-ïðîñòîðîì (P íàâiòü öië-
êîì ðåãóëÿðíèé). Òîìó íà îñíîâi òåîðåìè
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3 ïëîùèíà Íåìèöüêîãî P íå ¹ ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèì ïðîñòîðîì.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî òåîðåìà Áåðà äëÿ ôóí-
êöié ïåðøîãî êëàñó ïåðåñòà¹ áóòè âiðíîþ,
êîëè ïðîñòið çíà÷åíü Y ¹ ïëîùèíîþ Íåìè-
öüêîãî.

Òåîðåìà 4. Ôóíêöiÿ f : R→ P, äëÿ ÿêî¨
f(x) = (x, 0) ïðè x ∈ R, íàëåæèòü äî ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà i ¹ ñêðiçü ðîçðèâíîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

fn(x) = (x,
1

n
),

ÿêùî x ∈ R i n ∈ N. Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨
fn : R → P íåïåðåðâíi i fn(x) → f(x) íà R
ïðè n →∞. Òàêèì ÷èíîì, f ∈ B1(R,P).

Íåõàé x ∈ R. Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f
ðîçðèâíà â òî÷öi x. Ç îçíà÷åííÿ òîïîëîãi-
÷íî¨ ñòðóêòóðè ó ïëîùèíi Íåìèöüêîãî âè-
ïëèâà¹, ùî ìíîæèíà Gx = {(x, 0)} ¹ âiä-
êðèòîþ â ïiäïðîñòîði R × {0} ïëîùèíè Íå-
ìèöüêîãî. Êðiì òîãî, f(R) = R × {0} i
f−1(Gx) = {x}. Çðîçóìiëî, ùî {x} íå ¹ îêî-
ëîì òî÷êè x â R. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî f íå
ìîæå áóòè íåïåðåðâíèì â òî÷öi x. Òàêèì ÷è-
íîì, ôóíêöiÿ f ñêðiçü ðîçðèâíà.

Çàóâàæèìî, ùî ç òåîðåì 1 i 4 îäåðæó¹-
ìî iíøå ïîÿñíåííÿ òîãî, ùî ïëîùèíà Íåìè-
öüêîãî íå ¹ ñèëüíî σ-ìåòðèçîâíèì ïðîñòî-
ðîì.
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