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×èñåëüíî-àíàëiòè÷íèì ìåòîäîì äîñëiäæycòüñÿ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà íàáëèæåíî�� ïîáóäî-
âè ðîçâ'ÿçêó äâîòî÷êîâî�� êðàéîâî�� çàäà÷i ç íåôiêñîâàíîþ ïðàâîþ ìåæåþ äëÿ ñèñòåìè äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ëiíiéíî ïåðåòâîðåíèì àðãóìåíòîì.

The question of existence and approximate construction of a solution for a di�erential equati-
ons system with linearly transformed argument and unstable right border in two-point boundary
conditions is investigated by the numerical-analytical method.

×èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé ìåòîä À.Ì. Ñà-
ìîéëåíêà âèÿâèâñÿ íàäçâè÷àéíî åôåêòèâ-
íèì òà óíiâåðñàëüíèì ìåòîäîì äîñëiäæåí-
íÿ ðiçíîìàíiòíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ çâè-
÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [1-3]. Äëÿ
ðiâíÿíü iç âiäõèëåíèì àðãóìåíòîì âií ïîêè
ùî íå çíàéøîâ òàêîãî æ øèðîêîãî çàñòîñó-
âàííÿ [4]. Âiäçíà÷èìî ïðàöi [1, 5] òà [6, 7],
äå ðîçãëÿíóòî äåÿêi êðàéîâi çàäà÷i âiäïî-
âiäíî äëÿ ñèñòåì iç ïîñòiéíèì çàïiçíåííÿì
òà äèôåðåíöiàëüíî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿíü
íåéòðàëüíîãî òèïó.

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿäàcòüñÿ ñèñòåìa äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ëiíiéíî ïåðåòâîðå-
íèì àðãóìåíòîì âèãëÿäó

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λt)), (1)

äå t ∈ [0, T ]; x, f ∈ Rn; λ ∈ (0, 1). Ôóíêöiÿ
f(t, x, y) ââàæàcòüñÿ íåïåðåðâíîþ çà t, x, y â
îáëàñòi G = [0, T ]×D×D, äå D � çàìêíåíà
îáìåæåíà îáëàñòü â Rn.

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî ôóíêöiÿ f(t, x, y)
â îáëàñòi G îáìåæåíà âåêòîðîì M ∈ Rn,
Mi > 0, i = 1, n, òà çàäîâîëüíÿc óìîâó
Ëiïøèöà çà x, y ç ìàòðèöåþ K = {kij ≥
0; i, j = 1, n}

|f(t, x, y)| ≤ M, (2)

|f(t, x, y)−f(t, x, y)| ≤ K(|x−x|+|y−y|), (3)

äå |f(t, x, y)| = (|f1(t, x, y)|, ..., |fn(t, x, y)|) i
íåðiâíiñòü ìiæ âåêòîðàìè ðîçóìicòüñÿ ïî-
êîìïîíåíòíî.

Âiäçíà÷èìî, ùî ó [8-10] äëÿ ñèñòåì äåùî
áiëüø çàãàëüíîãî âèãëÿäó îáãðóíòîâàíî ñõå-
ìè ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íîãî ìåòîäó ó âèïàä-
êàõ âiäïîâiäíî áàãàòîòî÷êîâèõ, iíòåãðàëü-
íèõ òà äâîòî÷êîâèõ iç ëiíiéíèì âõîäæåííÿì
ïàðàìåòðà êðàéîâèõ óìîâ.

Ðîçãëÿíåìî äëÿ ñèñòåìè (1) äâîòî÷êîâi
êðàéîâi óìîâè ç íåôiêñîâàíîþ ïðàâîþ ìå-
æåþ µ ∈ (0, T ] âèãëÿäó

Ax(0) + Bx(µ) = d, det B 6= 0, (4)

x1(0) = x01, (5)

äå A i B � ñòàëi n × n ìàòðèöi, d � âiäîìèé
ñòàëèé n-âèìiðíèé âåêòîð, x1 � ïåðøà êîîð-
äèíàòà âåêòîðà x = (x1, ..., xn), x01 � çàäàíå
çíà÷åííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü êðàéîâi óìîâè âè-
ãëÿäó (4), (5) ðîçãëÿäàëèñÿ â [2].

Çàäà÷à ïîëÿãàc ó âiäøóêàííi ðîçâ'ÿçêó
x = x∗(t) ñèñòåìè (1) i òàêîãî çíà÷åííÿ ïà-
ðàìåòðà µ = µ∗ ∈ (0, T ], ùîá ïàðà (x∗(t), µ∗)
çàäîâîëüíÿëà óìîâè (4), (5).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Dβ ìíîæèíó òî÷îê x0 ∈
Rn, ùî ìiñòÿòüñÿ ðàçîì çi ñâî��ì β-îêîëîì â
îáëàñòi D ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà µ
iç äåÿêî�� îáëàñòi Iµ = [µ1, T ], µ1 > 0, äå

β =
µ

2
M + |B−1d− (B−1A + E)x0|.

Ðîçóìiòèìåìî òàêîæ íàäàëi ïiä D̄ ìíî-
æèíó âåêòîðiâ y0 = (x02, ..., x0n) ∈ Rn−1 òà-
êèõ, ùî x0 = col(x01, y0) íàëåæèòü Dβ.
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Íåõàé
Dβ 6= ∅ (6)

i íàéáiëüøå âëàñíå çíà÷åííÿ νmax(Q) ìàòðè-
öi Q = TK íå ïåðåâèùóc îäèíèöi

νmax(Q) < 1. (7)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ ðåêóðåíòíèì ñïiââiäíîøåí-
íÿì

xm(t, y0, µ) = x0+

+Lf(t, xm−1(t, y0, µ), xm−1(λt, y0, µ))+

+
t

µ

[
B−1d− (B−1A + E)x0

]
, m = 1, 2, ...,

x0(t, y0, µ) = x0 ∈ Dβ, (8)

äå ïåðøà êîìïîíåíòà âåêòîðà x0 çàäàcòüñÿ
çãiäíî ç (5), à îïåðàòîð L äic íà íåïåðåðâíó
ïðè t ∈ [0, µ] ôóíêöiþ g(t) íàñòóïíèì ÷èíîì:

Lg(t) ≡
t∫

0


g(z)− 1

µ

µ∫

0

g(s)ds


dz.

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ëåãêî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî âñi ôóíêöi�� xm(t, y0, µ) çàäî-
âîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè (4), (5) äëÿ äîâiëü-
íèõ y0 ∈ D̄, µ ∈ Iµ.

Ìàc ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïðî ðiâ-
íîìiðíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü
xm(t, y0, µ) âèãëÿäó (8).

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
(2), (3), (6), (7). Òîäi ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié
xm(t, y0, µ) âèãëÿäó (8), ÿêi äëÿ äîâiëüíèõ
y0 ∈ D̄, µ ∈ Iµ çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè
(4), (5), ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ ïðè m → ∞
â îáëàñòi (t, y0, µ) ∈ [0, µ] × D̄ × Iµ äî ãðà-
íè÷íî�� ôóíêöi�� x∗(t, y0, µ), ÿêà çàäîâîëüíÿc
êðàéîâi óìîâè (4), (5) i c ðîçâ'ÿçêîì iíòå-
ãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

x(t) = x0 + Lf(t, x(t), x(λt))+

+
t

µ

[
B−1d− (B−1A + E)x0

]
dt, (9)

ÿêèé ïðè t = 0 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
x∗(0, y0, µ) = x0 = (x01, y0). Êðiì öüîãî,
x∗(t, y0, µ) c ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî�� çàäà÷i

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λt)) + ∆(y0, µ),

Ax(0) + Bx(µ) = d, x1(0) = x01, (10)

äå

∆(y0, µ) =
1

µ

[
B−1d− (B−1A + E)x0

]−

− 1

µ

µ∫

0

f(t, x(t), x(λt))dt.

Äëÿ âiäõèëåííÿ x∗(t, y0, µ) âiä xm(t, y0, µ)
ïðè âñiõ (t, y0, µ) ∈ [0, µ]×D̄×Iµ i m = 1, 2, ...
ïðàâèëüíà îöiíêà

|x∗(t, y0, µ)− xm(t, y0, µ)| ≤ Wm(y0, µ), (11)

äå Wm(y0, µ) ≡ Qm(E −Q)−1β.
Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî â ïðîñòîði

íåïåðåðâíèõ âåêòîð-ôóíêöié ïîñëiäîâíiñòü
(8) c ôóíäàìåíòàëüíîþ.

Âñòàíîâèìî ñïî÷àòêó, ùî ïðè (y0, µ) ∈
D̄ × Iµ âñi ôóíêöi�� xm(t, y0, µ) ∈ D. Íà ïiä-
ñòàâi (8) iç óðàõóâàííÿì (2) òà ëåìè 2.1[2]
çíàõîäèìî

|x1(t, y0, µ)− x0| ≤ 2t

(
1− t

µ

)
M+

+
∣∣[B−1d− (

B−1A + E
)
x0

]∣∣ ≤ β. (12)

Òîìó x1(t, y0, µ) ∈ D, ÿê òiëüêè (y0, µ) ∈
D̄ × Iµ. Iíäóêöicþ ëåãêî ïîêàçàòè, ùî äëÿ
âñiõ m = 1, 2, ..., t ∈ [0, µ] i áóäü-ÿêèõ
(y0, µ) ∈ D̄ × Iµ ôóíêöi�� xm(t, y0, µ) âèãëÿ-
äó (8) íå âèõîäÿòü çà ìåæi îáëàñòi D.

Ïðèïóñêàþ÷è, ùî

rm+1(t, y0, µ) = |xm+1(t, y0, µ)− xm(t, y0, µ)| ,
íà ïiäñòàâi (8) iç óðàõóâàííÿì (3) îòðèìócìî

rm+1(t, y0, µ) ≤

≤ K


(1− t

µ
)

t∫

0

ωm(s, y0, µ)ds+

+
t

µ

µ∫

t

ωm(s, y0, µ)ds


 , (13)

äå ωm(s, y0, µ) = rm(s, y0, µ) + rm(λs, y0, µ).
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Çãiäíî ç (12), r1(t, y0, µ) = |x1(t, y0, µ) −
x0| ≤ β, òîìó iç (13) ïðè m = 1 çíàõîäèìî

r2(t, y0, µ) ≤ 2Kβ · 2t
(

1− t

µ

)
≤ Qβ.

Iíäóêöicþ ìîæíà äîâåñòè, ùî äëÿ âñiõ
(t, y0, µ) ∈ [0, µ]× D̄ × Iµ

rm+1(t, y0, µ) ≤ Qmβ, m = 0, 1, ....

Òîìó äëÿ j ≥ 1 ìàcìî íåðiâíiñòü

|xm+j(t, y0, µ)− xm(t, y0, µ)| ≤

≤
(

j−1∑
i=0

Qm+i

)
β = Qm

(
j−1∑
i=0

Qi

)
β. (14)

Óìîâà (7) ãàðàíòóc âèêîíàííÿ ñïiââiäíî-
øåíü

lim
m→∞

Qm = 0,

j−1∑
i=0

Qi ≤ (E −Q)−1. (15)

Òîäi iç (14) òà (15) íà ïiäñòàâi êðèòåðiþ
Êîøi âèïëèâàc, ùî ïîñëiäîâíiñòü xm(t, y0, µ)
âèãëÿäó (8) ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ ïðè m →
∞ â îáëàñòi (t, y0, µ) ∈ [0, µ]× D̄ × Iµ i

lim
m→∞

xm(t, y0, µ) = x∗(t, y0, µ). (16)

Îñêiëüêè âñi ïîñëiäîâíi íàáëèæåííÿ
xm(t, y0, µ) çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè
(4), (5), òî é ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ x∗(t, y0, µ)
äëÿ äîâiëüíèõ (y0, µ) ∈ D̄ × Iµ òàêîæ ��õ
çàäîâîëüíÿc. Ïðè j → ∞ iç (14), âðàõî-
âóþ÷è (16) òà (15), äëÿ âñiõ m = 1, 2, ...,
(t, y0, µ) ∈ [0, µ] × D̄ × Iµ îòðèìócìî îöiíêó
(11). Êðiì öüîãî, ïåðåõîäÿ÷è iç óðàõóâàííÿì
(16) ó (8) äî ãðàíèöi ïðè m →∞, áà÷èìî, ùî
ôóíêöiÿ x∗(t, y0, µ) c ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëü-
íîãî ðiâíÿííÿ (9), ÿêèé ïðè t = 0 ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó x∗(0, y0, µ) = x0 = (x01, y0).
Îòæå, ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ x∗(t, y0, µ) ñïðàâäi
c ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî�� çàäà÷i (10). Òåîðåìó
äîâåäåíî.

Âêàæåìî íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè, ùîá
ãðàíè÷íà ôóíêöiÿ x∗(t, y0, µ) ïîñëiäîâíîñòi
(8) áóëà ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (4), (5).

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåìè 1. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá ðîçâ'ÿçîê
x∗(t) ïî÷àòêîâî�� çàäà÷i

ẋ(t) = f(t, x(t), x(λt)), x(0) = x0 = (x01, y0),

áóâ îäíî÷àñíî é ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî�� çàäà÷i
(1), (4), (5), íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá ïàðà
(y0, µ) áóëà ðîçâ'ÿçêîì âèçíà÷àëüíîãî ðiâ-
íÿííÿ

∆(y0, µ) = 0, (17)

äå

∆(y0, µ) =
1

µ

[
B−1d− (

B−1A + E
)
x0

]−

− 1

µ

µ∫

0

f(t, x∗(t, y0, µ), x∗(λt, y0, µ))dt

Ïðè öüîìó x∗(t) = x∗(t, y0, µ) i äëÿ âñiõ m =
1, 2, ..., t ∈ [0, µ] ùîäî âiäõèëåííÿ òî÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó x∗(t) = x∗(t, y0, µ) êðàéîâî�� çàäà-
÷i (1), (4), (5) âiä ���� íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿç-
êó xm(t, y0, µ) âèãëÿäó (8) ïðàâèëüíà îöiíêà
(11).

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2 îòðèìócìî íàñòóï-
íèé ÷èñåëüíî-àíàëiòè÷íèé àëãîðèòì ïîáóäî-
âè ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî�� çàäà÷i (1), (4), (5):

à) ïðè (y0, µ) ∈ D̄×Iµ çãiäíî ç (8) áóäócìî
ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié xm(t, y0, µ), çàëåæíó
âiä y0 òà µ ÿê âiä ïàðàìåòðiâ;

á) çíàõîäèìî ���� ãðàíè÷íó ôóíêöiþ
x∗(t, y0, µ);

â) çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê y0 = y∗0, µ = µ∗

âèçíà÷àëüíîãî ðiâíÿííÿ (17);
ã) øóêàcìî ðîçâ'ÿçîê ïî÷àòêîâî�� çàäà-

÷i ẋ(t) = f(t, x(t), x(λt)), x(0) = x0 =
(x01, y

∗
0), àáî, ùî òå ñàìå, ãðàíè÷íó ôóíêöiþ

x∗(t, y∗0, µ
∗) ïîñëiäîâíîñòi xm(t, y∗0, µ

∗).
Îòðèìàíà ôóíêöiÿ i áóäå òî÷íèì ðîçâ'ÿç-

êîì êðàéîâî�� çàäà÷i (1), (4), (5), à çà íàáëè-
æåíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé äàc ïîõèáêó, ùî íå
ïåðåâèùóc Wm(y∗0, µ

∗), ìîæíà âçÿòè ôóíê-
öiþ xm(t, y∗0, µ

∗) âèãëÿäó (8).
Î÷åâèäíî, ãîëîâíîþ ïðîáëåìîþ ïðè ðå-

àëiçàöi�� íàâåäåíîãî àëãîðèòìó c ïîáóäîâà
â àíàëiòè÷íîìó âèãëÿäi ôóíêöi�� x∗(t, y0, µ).
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Êðiì öüîãî, ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íîãî çà-
ñòîñóâàííÿ âàæëèâî âìiòè çðîáèòè âèñíî-
âîê ïðî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî�� çàäà-
÷i (1), (4), (5) íå çà ãðàíè÷íîþ ôóíêöicþ
x∗(t, y0, µ), à çà ���� m-òèì íàáëèæåííÿì
xm(t, y0, µ).

Òîìó ðîçãëÿíåìî íàáëèæåíå âèçíà÷àëüíå
ðiâíÿííÿ

∆m(y0, µ) = 0, (18)

äå

∆m(y0, µ) =
1

µ

[
B−1d− (

B−1A + E
)
x0

]−

− 1

µ

µ∫

0

f(t, xm(t, y0, µ), xm(λt, y0, µ))dt,

ÿêå âiäðiçíÿcòüñÿ âiä òî÷íîãî ëèøå òèì,
ùî çàìiñòü ãðàíè÷íî�� ôóíêöi�� x∗(t, y0, µ)
ôiãóðóc ���� m-òå íàáëèæåííÿ xm(t, y0, µ).

Äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi êðàéîâî�� çà-
äà÷i (1), (4), (5) äàc íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè
òåîðåìè 1, à òàêîæ óìîâè:

1) iñíóc îïóêëà çàìêíåíà îáëàñòü ˜̄D ×
Ĩµ ⊂ D̄ × Iµ, â ÿêié íàáëèæåíå âèçíà÷àëüíå
ðiâíÿííÿ (18) ìàc äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî
m ≥ 1 cäèíèé ðîçâ`ÿçîê (y0, µ) = (y0m, µm)
íåíóëüîâîãî iíäåêñó;

2) íà ìåæi S îáëàñòi ˜̄D×Ĩµ âèêîíócòüñÿ
íåðiâíiñòü

inf
(y0,µ)∈S

|∆m(y0, µ)| > 2KWm(y0, µ).

Òîäi êðàéîâà çàäà÷à (1), (4), (5) ìàc
ðîçâ'ÿçîê (x∗(t), µ∗), ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ
x∗(0) = col(x01, y

∗
0) ÿêîãî òàêå, ùî y∗0 ∈ ˜̄D, à

µ∗ ∈ Ĩµ.
Äîâåäåííÿ öic�� òåîðåìè àíàëîãi÷íå äîâå-

äåííþ òåîðåìè 19.1[2].
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