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СИСТЕМИ РIВНЯНЬ РЕАКЦIЇ–КОНВЕКЦIЇ–ДИФУЗIЇ, IНВАРIАНТНI
ВIДНОСНО АЛГЕБРИ ГАЛIЛЕЯ

Iз класу систем рiвнянь реакцiї–конвекцiї–дифузiї для двовимiрного векторного поля у ви-
падку однiєї просторової змiнної видiлено тi системи, якi iнварiантнi вiдносно алгебри Галiлея
та її розширень операторами масштабних та проективних перетворень.

We distinguish the systems invariant with respect to Galilei’s algebra and its extensions by
operators of scale and projective transformations, from the class of reaction-convection-diffusion
systems of equations for two-dimensional vector field in the case of one spatial variable.

1. Вступ. Розглянемо систему рiвнянь
реакцiї–конвекцiї–дифузiї

U0 = ∂1 [F (U)U1] + G(U)U1 + H(U), (1)

де U=
(

u1

u2

)
, uk = uk(x), x = (x0, x1),

F (U) = (fab(u)), G(U) = (gab(u)) — довiль-
нi функцiональнi матрицi розмiрностi 2× 2,
H(U) = (ha(u)) — довiльна функцiональна
матриця розмiрностi 2×1, k ∈ {1; 2}, iндекси
внизу означають диференцiювання за вiд-
повiдною змiнною. Система (1) при конкре-
тних значеннях нелiнiйностей F (U), G(U),
H(U) застосовується при моделюваннi рi-
зних процесiв фiзики, хiмiї, бiологiї, еколо-
гiї. Так модифiкацiї системи (1) застосову-
ються при описi процесiв переносу в органi-
змi, наприклад, при моделюваннi переносу
кисню в кровоноснiй системi, для моделю-
вання росту тромбу в пристiнковому пото-
цi. Одним iз застосувань системи (1) в еко-
логiї є дослiдження процесiв розповсюджен-
ня речовини, яка забруднює водойми. Гiдро-
динамiчна нестiйкiсть, яка виникає поблизу
поверхнi розподiлу двох рiдин, що не змi-
шуються, зустрiчається в таких галузях, як
нафтопереробка, процеси горiння, сепарацiя
руд i т. п. Математична модель цього явища
включає в себе систему рiвнянь реакцiї–ко-
нвекцiї–дифузiї.

З математичної точки зору система (1)
за рахунок наявностi десяти довiльних фун-
кцiй описує фактично не одну, а цiлий клас
систем. Тому дуже важливою є задача вибо-

ру з цього класу саме тих систем, якi б пре-
тендували на опис реальних явищ природи.
Потужним методом вiдбору таких систем є
симетрiйний метод, за допомогою якого з
класу систем вiдбираються тi, якi володi-
ють широкими симетрiйними властивостя-
ми, тобто задовольняють тому чи iншому
принципу вiдносностi, а, отже, можуть пре-
тендувати на опис реальних фiзичних про-
цесiв.

Слiд зазначити, що дослiдженням симе-
трiйних властивостей системи (1) займалось
багато авторiв. Так, у роботi [19] дослiджу-
ється лiївська симетрiя рiвняння реакцiї–
конвекцiї–дифузiї, робота [6] присвячена до-
слiдженню iнварiантностi системи (1) вiд-
носно алгебри Галiлея з оператором маси
та її розширень операторами масштабних
та проективних перетворень. Зазначимо, що
при G = 0 iз системи (1) одержуємо систему
рiвнянь реакцiї дифузiї, дослiдженню симе-
трiйних властивостей якої теж присвячено
чимало робiт. Так при рiзних виглядах ста-
лої матрицi дифузiї F = Λ були отриманi
вагомi результати у роботах [25], [26] та [13]-
[16], при довiльних матрицях F i H галiле-
ївську iнварiантнiсть системи реакцiї дифу-
зiї дослiджено в роботi [5], при введеннi пев-
них обмежень на матрицю F та G = 0 одер-
жимо систему рiвнянь хемотаксису, дослi-
денню симетрiйних властивостей якої при-
свячена публiкацiя [9]. Також iз системи (1)
можна отримати систему конвекцiї дифузiї
(при H = 0). Дослiдженню лiївської та Q–
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умовної симетрiї двовимiрної системи такого
типу присвячено роботи [17], [18], при F = E
проведено дослiдження iнварiантностi три-
вимiрної системи рiвнянь конвекцiї дифузiї
вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (ро-
боти [2], [8]), при F = Λ аналогiчнi дослi-
дження виконанi для двовимiрної системи в
роботi [7].

2. Постановка задачi та позначення.
Добре вiдомо (див., наприклад [20]), що лi-
нiйне рiвняння теплопровiдностi

u0 = u11 (2)

iнварiантне вiдносно наступної алгебри опе-
раторiв

∂0, ∂1, G = x0∂1 + x1Q1, Q1 = −1

2
u∂u, (3)

D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q2, (4)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 +

x2
1

2
Q1, (5)

де Q2 = −Q1.
Ще одним рiвнянням, яке iнварiантне

вiдносно подiбної алгебри, є рiвняння Бюр-
герса

u0 + uu1 = u11, (6)

максимальною алгеброю iнварiантностi яко-
го (див., наприклад, [11], [23]) є алгебра з
базовими генераторами

∂0, ∂1, G = x0∂1 + Q1, (7)

D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q2, (8)

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x0Q2 + x1Q1, (9)

де Q1 = ∂u, Q2 = −u∂u.
Оскiльки оператори G, заданi формула-

ми (3) або (7), породжують перетворення
Галiлея

x′0 = x0, x′1 = x1 + θx0 (10)

простору (x0, x1), то оператори такого ти-
пу називаються операторами Галiлея. Алге-
бру (3) називають алгеброю Галiлея з опе-
ратором маси Q1, а алгебру (7) — алгеброю

Галiлея без оператора маси. Алгебри (3)–
(4) або (7)–(8) називають розширеними ал-
гебрами Галiлея, а алгебри операторiв (3)–
(5) або (7)–(9) — узагальненими алгебрами
Галiлея.

У роботi [6] розв’язана задача опису си-
стем рiвнянь класу (1), iнварiантних вiдно-
сно алгебри Галiлея з оператором маси, до-
повненої операторами масштабних та прое-
ктивних перетворень.

У данiй роботi ми розв’яжемо аналогi-
чну задачу для випадку алгебри Галiлея без
оператора маси. Тобто опишемо всi систе-
ми класу (1), iнварiантнi вiдносно алгебри
Галiлея без оператора маси, доповненої опе-
раторами масштабних та проективних пере-
творень.

Оператори алгебри (7)–(9) задовольня-
ють наступнi комутацiйнi спiввiдношення:

[∂0, ∂1] = 0, [∂0, G] = ∂1, [∂1, G] = 0, (11)

[∂0, D] = 2∂0, [∂1, D] = ∂1, [G,D] =−G, (12)

[∂0, Π] = D, [∂1, Π] = G, [G, Π] = 0,

[D, Π] = 2Π. (13)

У зв’язку з цим тривимiрну алгебру
< X1, X2, X3 >, оператори якої задовольня-
ють комутацiйнi спiввiдношення (11), буде-
мо називати алгеброю Галiлея без операто-
ра маси i позначати AG(1, 1), чотиривимiрну
алгебру < X1, X2, X3, X4 >, оператори якої
задовольняють комутацiйнi спiввiдношення
(11)–(12), будемо називати розширеною ал-
геброю Галiлея i позначати AG1(1, 1), а п’я-
тивимiрну алгебру < X1, X2, X3, X4, X5 >,
оператори якої задовольняють комутацiйнi
спiввiдношення (11),(12),(13), будемо нази-
вати узагальненою алгеброю Галiлея i по-
значати AG2(1, 1). Зауважимо, що цифри в
дужках означають, що простiр незалежних
змiнних диференцiального рiвняння склада-
ється з однiєї часової змiнної x0 i однiєї про-
сторової змiнної x1.

3. Система визначальних рiвнянь.
Перетворення еквiвалентностi систе-
ми (1). Використовуючи iнфiнiтезималь-
ний метод С. Лi, знайдемо систему визна-
чальних рiвнянь для нелiнiйностей F (U),
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G(U), H(U) та координат iнфiнiтезимально-
го оператора групи симетрiї системи (1).

Справедливе наступне твердження.

Лема 1. Система (1) iнварiантна вiд-
носно iнфiнiтезимального оператора

X = ξµ(x, u)∂µ + ηa(x, u)∂ua (14)

тодi i тiльки тодi, коли функцiї ξµ, ηa задо-
вольняють наступну систему визначаль-
них рiвнянь

ξ0
1 = ξµ

ua = 0, (15)
fdbηa

ucud + fdcηa
ubud = 0, (16)

ηcfab
uc +(ξ0

0−2ξ1
1)f

ab+ηc
ubf

ac−ηa
ucf cb =0, (17)

ηcgab
uc +(ξ0

0−ξ1
1)g

ab+ηc
ubg

ac−ηa
ucgcb+δabξ

1
0+

+ηc
1(f

ab
uc +fac

ub )+2ηc
1ubf

ac−ξ1
11f

ab =0, (18)
ηcha

uc + ξ0
0h

a − ηa
uchc + ηb

11f
ab+

+ ηb
1g

ab − ηa
0 = 0, (19)

де fab, gab, ha – компоненти, вiдповiд-
но, функцiональних матриць F (U), G(U),
H(U), a, b, c, d ∈ {1, 2}, µ ∈ {0, 1}, δab – сим-
вол Кронекера, iндекси внизу бiля функцiй
означають диференцiювання за вiдповiдною
змiнною.

Лема 1 доводиться стандартним методом
С. Лi (див., наприклад, [4], [24], [27]).

Як наслiдок леми 1 справедливе наступне
твердження.
Лема 2. Основною алгеброю iнварiан-

тностi системи (1), тобто максимальною
алгеброю iнварiантностi даної системи при
довiльних нелiнiйностях F (U), G(U), H(U)
є алгебра

Abas =< ∂0, ∂1 > . (20)

Доведення. Якщо систему визначаль-
них рiвнянь (15)–(19) розчепити за довiль-
ними елементами fab, gab, ha та їх похiдними,
то ми одержимо

ξµ
ν = ξµ

u = η = 0,

звiдки

ξ0 = c0, ξ1 = c1, ηa = 0, (21)

де c0, c1 – довiльнi сталi. Оператор (14) з ко-
ординатами (21) породжує алгебру (20).

Лема 2 доведена.
Важливу роль при груповiй класифiкацiї

класу диференцiальних рiвнянь вiдiграють
перетворення еквiвалентностi даного класу.
Перетворення еквiвалентностi — це такi пе-
ретворення залежних i незалежних змiнних,
якi довiльне рiвняння (систему рiвнянь) з
даного класу диференцiальних рiвнянь зво-
дять до диференцiальних рiвнянь (систе-
ми рiвнянь) з цього ж класу. Знання пере-
творень еквiвалентностi дозволяє подiлити
клас диференцiальних рiвнянь на нееквiва-
лентнi пiдкласи, видiлити в кожному пiд-
класi канонiчного представника, дослiдити
його симетрiйнi властивостi та за допомогою
даних перетворень поширити одержаний ре-
зультат на всi рiвняння даного пiдкласу.

Зазначимо, що групу неперервних пе-
ретворень еквiвалентностi системи рiв-
нянь (1), було знайдено в роботi [6]. Ми ж
лише наведемо цей результат.
Лема 3. Групою неперервних перетво-

рень еквiвалентностi системи (1) є група
вигляду

x
′
0 = a0x0 + b0, x

′
1 = a1x1 + gx0 + b1,

ua′ = αabu
b + βa, (22)

де aµ, bµ, αab, βa, g – довiльнi сталi, µ ∈
{0; 1}, a, b ∈ {1; 2}.
Доведення леми 3 проводиться методом,
описаним в роботах [3], [12].

Зауважимо, що всi подальшi мiркування
проведено з точнiстю до перетворень еквiва-
лентностi (22).

4. Зображення алгебри Галiлея та
її розширень. Встановимо вигляд опера-
торiв алгебр Галiлея, вiдносно яких може
бути iнварiантна система (1). Уточнимо за-
гальний вигляд iнфiнiтезимального опера-
тора (14) для системи (1), задовольнивши
рiвняння (15), (16). Iз системи рiвнянь (15)
випливає, що

ξ0 = A(x0), ξ1 = B(x0, x1), (23)

де A(x0), B(x0, x1) — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв. Подивимось на систему
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рiвнянь (16), як на лiнiйну алгебраїчну си-
стему вiдносно невiдомих ηa

ubuc . Визначник
даної системи має вигляд

∆ =< 1 > · < 2 >,

де вирази

< 1 >= f 11 + f 22, < 2 >=

∣∣∣∣
f 11 f 12

f 21 f 22

∣∣∣∣ , (24)

є шпурами матрицi F = (fab) вiдповiдно 1-
го i 2-го порядку.

Оскiльки при < 2 >= 0 система (1) опи-
сує процеси, пов’язанi з поведiнкою двофа-
зної рiдини, а при < 1 >= 0 система (1) є
рiвнянням шредiнгерiвського типу для ком-
плексної функцiї ψ = u1+iu2, то будемо вва-
жати, що

∆ 6= 0. (25)

Лiнiйна однорiдна вiдносно змiнних ηa
ubuc

система (16) при умовi (25) має лише тривi-
альний розв’язок

ηa
ubuc = 0. (26)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (26)
є функцiї

ηa = αab(x0, x1)u
b + βa(x0, x1), (27)

де αab(x0, x1), β
a(x0, x1) – довiльнi гладкi

функцiї своїх аргументiв.
Таким чином ми встановили наступне

твердження.
Теорема 1. Якщо система (1) при умо-

вi (25) iнварiантна вiдносно оператора (14),
то даний оператор має вигляд

X = A(x0)∂0 + B(x0, x1)∂1+

[αab(x0, x1)u
b + βa(x0, x1)]∂ua , (28)

де A, B, αab, βa — довiльнi гладкi функцiї
своїх аргументiв, a, b ∈ {1, 2}.

Оскiльки система (1) при довiльних нелi-
нiйностях F, G, H iнварiантна вiдносно ал-
гебри (20), то в якостi двох операторiв ал-
гебри Галiлея вiзьмемо оператори X1 = ∂0

i X2 = ∂1, а третiй оператор даної алгебри
будемо шукати, як випливає з теореми 1, у
виглядi (28), де A(x0), B(x0, x1), αab(x0, x1),
βa(x0, x1) – шуканi функцiї.

Вимагаючи виконання умов комутування
(11), одержимо

Ȧ=B1=0, B0 =1, αab
0 =αab

1 =βa
0 =βa

1 =0. (29)

Розв’язавши рiвняння (29), отримуємо, що
оператор X3 має вигляд

X3 =c0∂0+(x0 + c1)∂1+[α1abu
b +β1a]∂ua , (30)

де c0, c1, α1ab, β1a – сталi iнтегрування, a, b ∈
{1; 2}. Таким чином, поклавши

G = X3 − c0∂0 − c1∂1, (31)

одержуємо реалiзацiю алгебри (11) для си-
стеми (1):

AG(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 + Q1 >, (32)

де
Q1 = (α1abu

b + β1a)∂ua . (33)

Аналогiчно, використавши комутацiйнi
спiввiдношення (11)–(13), приходимо до ви-
сновку, що базовi генератори розширеної i
узагальненої алгебр Галiлея, вiдносно яких
може бути iнварiантна система (1), мають
вигляд

AG1(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 + Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q2 >, (34)
AG2(1, 1) =< ∂0, ∂1, G = x0∂1 + Q1,

D = 2x0∂0 + x1∂1 + Q2,

Π=x2
0∂0 + x0x1∂1+x1Q1+x0Q2+Q3 >, (35)

де
Qk = (αkabu

b + βka)∂ua , (36)

αkab, βka – const, k = 1; 3, a, b ∈ {1, 2}, причо-
му оператори Qk повиннi задовольняти умо-
ви

[Q1, Q2]=−Q1, [Q1, Q3]=0, [Q2, Q3]=2Q3. (37)

5. Iнварiантнiсть системи (1) вiдно-
сно алгебри Галiлея. Дослiдимо, при
яких значеннях нелiнiйностей F , G, H сис-
тема (1) буде iнварiантною вiдносно алгебри
Галiлея.

Справедливе наступне твердження.
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Теорема 2. Система (1) iнварiантна
вiдносно алгебри Галiлея (32) тодi i тiльки
тодi, коли нелiнiйностi F (U), G(U), H(U)
набувають вигляду

1. F (U) = D(u1, ϕ) =(
ϕ11−ϕ12æu1 ϕ12

ϕ21+(ϕ11−ϕ22)æu1−ϕ12(æu1)2 ϕ22+ϕ12æu1

)
,

G(U) = D(u1, ψ)− u1E,

H(U) =

(
χ1

χ2 + χ1æu1

)
, ω = u2−æ (u1)2

2

при Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 ;

2. F (U) = D(u2, ϕ) =

(
ϕ11 ϕ12

u2

ϕ21u2 ϕ22

)
,

G(U) = D(u2, ψ)− u1E,

H(U) =

(
χ1

χ2u2

)
, ω = u2e−u1

при Q1 = ∂u1 + u2∂u2 ;

3. F (U) = D
(

u2

u1 , ϕ
)

=(
ϕ11 − ϕ12 u2

u1 ϕ12

ϕ21+(ϕ11−ϕ22)u2

u1−ϕ12(u2

u1 )
2 ϕ22+ϕ12 u2

u1

)
,

G(U) = D
(

u2

u1 , ψ
)
− u2

u1 E,

H(U) =

(
χ1u1

χ1u2 + χ2u1

)
, ω = u1e−k u2

u1

при Q1 = kI + u1∂u2 ;

4. F (U) = D
(

u2

u1 , ϕ
)

=

(
ϕ11 ϕ12 u1

u2

ϕ21 u2

u1 ϕ22

)
,

G(U) = D
(

u2

u1 , ψ
)
− ln u1E,

H(U) =

(
χ1u1

χ2u2

)
, ω =

(u1)k+1

u2

при Q1 = I + ku2∂u2 ;

5. F (U) = D(u1, u2, ϕ) =(
ϕ3 − 2u1

~u2 εabϕ
aub −ϕ4 − 2u2

~u2 εabϕ
aub

ϕ4 − 2u1

~u2 δabϕ
aub ϕ3 − 2u2

~u2 δabϕ
aub

)
,

G(U) = D(u1, u2, ψ)− arctan u1

u2 E,

H(U) =

(
δabχ

aub

−εabχ
aub

)
, ω = ~u2e

2k arctan
u1
u2

при Q1 = kI + J,

де I = u1∂u1 + u2∂u2, J = u1∂u2 −
u2∂u1; ϕab=ϕab(ω), ψab=ψab(ω), χa=χa(ω),
ϕc=ϕc(ω), ψc=ψc(ω) — довiльнi гладкi фун-

кцiї аргумента ω, вигляд якого наведено в
кожному пунктi, E — одинична матриця
розмiрностi 2 × 2, ~u = (u1, u2), ε = (εab)=(

0 −1
1 0

)
, δab – символ Кронекера, a, b ∈

{1, 2}, c = 1, 4, æ ∈ {0, 1}, k ∈ R.
Доведення. Знайдемо функцiональнi

матрицi F (U), G(U), H(U), при яких сис-
тема (1) iнварiантна вiдносно алгебри Галi-
лея (32). Для цього використаємо класифi-
кацiю зображень алгебри (32), виконану в
роботi [1]. У нiй показано, що iснує 5 нее-
квiвалентних з точнiстю до перетворень (22)
зображень оператора Q1. Цi нееквiвалентнi
зображення мають вигляд:

1. Q1 = ∂u1 + æu1∂u2 ,

2. Q1 = ∂u1 + u2∂u2 ,

3. Q1 = kI + u1∂u2 ,

4. Q1 = I + ku2∂u2 ,

5. Q1 = kI + J ,

де æ ∈ {0, 1}, k ∈ R, I = u1∂u1 + u2∂u2 , J =
u1∂u2 − u2∂u1 .

Для того, щоб знайти функцiї fab, gab, ha,
при яких система (1) iнварiантна вiдносно
алгебри (32), необхiдно пiдставити вiдповiд-
нi ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 2), одержанi iз зо-
бражень операторiв алгебри (32), у систему
визначальних рiвнянь (15)–(19), одержану в
лемi 1, i розв’язати її для кожного з п’я-
ти пунктiв класифiкацiї. Та оскiльки фор-
мула (28) уточнює вигляд iнфiнiтезималь-
ного оператора (14), задовольнивши рiвнян-
ня (15), (16) визначальної системи, то пiд-
ставлятимемо вiдповiднi ξµ, ηa вже тiльки в
рiвняння (17)–(19) визначальної системи.

Проiлюструємо доведення теореми на
прикладi операторiв з першого пункту. Зо-
браження оператора Q1, записаного в цьому
пунктi, визначає базиснi оператори алгебри
Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 + æu1∂u2 , (38)

де æ ∈ {0, 1}, та координати оператора X:
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ξ0 =d0, ξ
1 =gx0 + d1, η

1 =g, η2 =gæu1, (39)

де g, dµ — довiльнi сталi. Пiдставивши (39)
у систему (17)–(19) бачимо, що вона зво-
диться до наступної системи для знаходже-
ння функцiй fab, gab, ha та уточнення коор-
динат iнфiнiтезимального оператора:

(
δc1+δc2æu1

)
fab

uc +æ(δb1f
a2−δa2f

1b)=0, (40)(
δc1 + δc2æu1

)
gab

uc + æ(δb1g
a2 − δa2g

1b)+

+ δab = 0, (41)(
δc1 + δc2æu1

)
ha

uc − δa2æh1 = 0. (42)

Загальним розв’язком системи (40)–(42), є
функцiї

f 11 = ϕ11−ϕ12æu1, f 12 = ϕ12,

f 21 = ϕ21+
(
ϕ11−ϕ22

)
æu1−ϕ12(æu1)2,

f 22 = ϕ22+ϕ12æu1,

g11 = ψ11−(1 + æψ12)u1, g12 = ψ12,

g21 = ψ21+
(
ψ11−ψ22

)
æu1−ψ12(æu1)2,

g22 = ψ22−(1− æψ12)u1,

h1 = χ1, h2 = χ2 + χ1æu1,

при яких система (1) iнварiантна вiд-
носно алгебри Галiлея. Тут ϕab=ϕab(ω),
ψab=ψab(ω), χa=χa(ω) — довiльнi гладкi
функцiї, ω = u2−æ (u1)2

2
, що спiвпадає з пер-

шим пунктом теореми 2.
Аналогiчно розв’язавши систему визна-

чальних рiвнянь для всiх зображень опера-
тора Q1, отримуємо решту пунктiв теореми
2.

Теорему доведено.

6. Iнварiантнiсть системи (1) вiдно-
сно розширеної алгебри Галiлея. До-
слiдимо, при яких значеннях нелiнiйностей
F , G, H система (1) буде iнварiантною вiд-
носно розширеної алгебри Галiлея.

Справедливе наступне твердження.
Теорема 3. Система (1) iнварiантна

вiдносно розширеної алгебри Галiлея (34)
тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi F , G,
H набувають вигляду

1. F (U) = D(u2, λ) =(
λ11 λ12(u

2)m−1

λ21(u
2)1−m λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)(u2)m − u1E,

H(U) =

(
ν1(u

2)3m

ν2(u
2)2m+1

)
,

при Q1 = ∂u1, Q2 = −u1∂u1 − 1
m

u2∂u2 ;

2. F (U) =

(
ϕ1 (u2) 0

0 ϕ2 (u2)

)
,

G(U) =

(
0 0

ψ (u2) 0

)
− u1E,

H(U) =

(
0
0

)
,

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 ;

3. F (U) = D(u2, λ) =(
λ11−λ21ln u2 λ12+(λ11−λ22)ln u2−λ21ln

2u2

λ21 λ22 + λ21 ln u2

)
,

G(U) = D(u2, µ)u2 − (u1 + u2 ln u2)E,

H(U) =

(
ν1 − ν2 ln u2

ν2

)
(u2)3,

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −I + u2∂u1 ;

4. F (U) = D(u2, λ) =

(
λ11 λ12e

−u2

λ21e
u2

λ22

)
,

G(U) = D(u2, µ)e−u2 − u1E,

H(U) =

(
ν1e

−3u2

ν2e
−2u2

)
,

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 + ∂u2 ;

5. F (U) = D(u1, ω, λ) =(
λ11−λ12

u1√
ω

λ12√
ω

λ21
√

ω+(λ11−λ22)u1−λ12
(u1)2√

ω
λ22+λ12

u1√
ω

)
,

G(U) = D(u1, ω, µ)
√

ω − u1E,

H(U) =
(

ν1

ν1u
1 + ν2

√
ω

)
ω

3
2 , ω = u2− (u1)2

2
,

при Q1 = ∂u1 + u1∂u2, Q2 = −I − u2∂u2 ;

6. F (U) = D(u1, u2, λ) =(
λ11−λ12

u2

(u1)m+1 λ12(u1)−m

λ21(u1)m+(λ11−λ22)u2

u1−λ12
(u2)2

(u1)m+2 λ22+λ12
u2

(u1)m+1

)
,

G(U) = D(u1, u2, µ)(u1)m − u2

u1 E,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2(u
1)m+1 + ν1u

2

)
(u1)2m,

при Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 − m+1
m

I;
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7. F (U) =

(
ϕ1(u1) 0

(ϕ1(u1)−ϕ2(u1)) u2

u1 ϕ2(u1)

)
,

G(U) =

(
−1 u1

u2

−u2

u1 1

)
u2

u1 ψ(u1)− u2

u1 E,

H(U) =

(
0
0

)
,

при Q1 = u1∂u2 , Q2 = −u2∂u2 ;

8. F (U) = D(u1, u2, λ) =(
λ11 − λ12

(
u2 − ln u1

)
λ12u

1

λ21+(λ11−λ22)(u2−ln u1)−λ12(u2−ln u1)2

u1 λ22+λ12

(
u2−ln u1

)
)

,

G(U) = D(u1, u2, µ) 1
u1 − u2−ln u1

u1 E,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2 + ν1 (u2 − ln u1)

)
(u1)−2,

при Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 + ∂u2 ,

де ϕa, ψ – довiльнi гладкi функцiї своїх ар-
гументiв, λab, µab, νa, m – довiльнi сталi,
a, b ∈ {1; 2}.

Доведення. Знайдемо функцiональнi
матрицi F (U), G(U), H(U), при яких систе-
ма (1) iнварiантна вiдносно розширеної ал-
гебри Галiлея (34). Для цього використаємо
класифiкацiю зображень алгебри (34), вико-
нану в роботi [7]. У нiй показано, що iснує
6 нееквiвалентних з точнiстю до перетво-
рень (22) зображень розширеної алгебри Га-
лiлея в залежностi вiд вигляду операторiв
Q1, Q2. Цi нееквiвалентнi зображення опе-
раторiв Q1, Q2 (тобто фактично нееквiва-
лентнi зображення розширеної алгебри Га-
лiлея) наведемо в таблицi 1:

Таблиця 1
Нееквiвалентнi зображення
розширеної алгебри Галiлея.
№ Q1 Q2

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2

2. ∂u1 −I + u2∂u1

3. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2

4. ∂u1 + u1∂u2 −I − u2∂u2

5. u1∂u2 kI + u1∂u1

6. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2

У таблицi 1 k ∈ R.
Оскiльки рiвняння (15)–(16) визначаль-

ної системи вже розв’язанi (див. теорему 1),

то для знаходження функцiй fab(u), gab(u),
ha(u), при яких система рiвнянь (1) iнварi-
антна вiдносно розширеної алгебри Галiлея,
пiдставимо вiдповiднi ξµ, ηa, одержанi iз зо-
бражень операторiв алгебри (34), у рiвнян-
ня (17)–(19) визначальної системи та розв’я-
жемо їх для кожного пункту таблицi 1.

Проiлюструємо доведення теореми на
прикладi зображення розширеної алгебри
Галiлея, отриманого з першого пункту таб-
лицi 1. Зображення операторiв Q1, Q2, запи-
саних у цьому пунктi, визначає базовi гене-
ратори розширеної алгебри Галiлея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + ku2∂u2 (43)

та координати оператора X:

ξ0 = 2cx0 + d0, ξ
1 = cx1 + gx0 + d1,

η1 = −cu1 + g, η2 = cku2, (44)

де c, g, dµ — груповi параметри, µ ∈ {0, 1}.
Пiдставивши (44) у визначальну систе-

му (17)–(19) та враховуючи формули (40)–
(42) при æ = 0, бачимо, що вона зводиться
до наступної системи для знаходження фун-
кцiональних матриць F (U), G(U), H(U):

−u1fab
u1+ku2fab

u2+δa1f
1b−δb1f

a1+

+ k(δb2f
a2−δa2f

2b)=0, (45)
−u1gab

u1+ku2gab
u2+δa1g

1b−δb1g
a1+

+ k(δb2g
a2−δa2g

2b)+gab=0, (46)
−u1ha

u1+ku2ha
u2+δa1h

1−δa2kh2+2ha=0. (47)

Очевидно, алгебру (43) отримано при
доповненнi оператором дiлатацiї D алгеб-
ри (38) при æ = 0. Оскiльки нелiнiйностi,
при яких система (1) iнварiантна вiдносно
алгебри Галiлея для Q1 = ∂u1 , вже знайдено
в теоремi 2, то використаємо їх при розв’язу-
ваннi отриманої системи (45)–(47). Пiдста-
вимо значення нелiнiйностей з першого пун-
кту теореми 2 при æ = 0:

F =

(
ϕ11 ϕ12

ϕ21 ϕ22

)
, G =

(
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
−u1E,

H =

(
χ1

χ2

)
, ω = u2
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в систему (45)–(47) та розв’яжемо її. Очеви-
дно, розв’язок отриманої системи залежить
вiд значень сталої k. Так, при k 6= 0 загаль-
ним розв’язком системи (45)–(47) є функцiї

f 11 = λ11, f 12 = λ12(u
2)−

1
k
−1,

f 21 = λ21(u
2)

1
k
+1, f 22 = λ22;

g11 =µ11(u
2)−

1
k−u1, g12 =µ12(u

2)−
2
k
−1,

g21 = µ21u
2, g22 = µ22(u

2)−
1
k − u1;

h1 = ν1(u
2)−

3
k , h2 = ν2(u

2)−
2
k
+1, (48)

де λab, µab, νa – довiльнi сталi.
Таким чином, з нелiнiйностями (48) сис-

тема (1) iнварiантна вiдносно розширеної
алгебри Галiлея. Виконавши в отриманих
функцiях замiну − 1

k
= m приходимо до не-

лiнiйностей, описаних у першому пунктi те-
ореми 3.

При k = 0 систему (45)–(47) задовольня-
ють функцiї

F (U)=

(
ϕ1 0
0 ϕ2

)
, G(U)=

( −u1 0
ψ −u1

)
,

H(U) =

(
0
0

)
, (49)

де ϕa = ϕa(u2), ψ = ψ(u2) – довiльнi функцiї,
a = 1, 2, що вiдповiдає другому пункту тео-
реми 3.

Аналогiчно розв’язавши систему визна-
чальних рiвнянь для всiх зображень алгеб-
ри (34), отримуємо решту пунктiв теореми
3.

Теорему доведено.

7. Iнварiантнiсть системи (1) вiдно-
сно узагальненої алгебри Галiлея. До-
слiдимо, при яких значеннях функцiональ-
них матриць F , G, H система (1) буде iнва-
рiантною вiдносно узагальненої алгебри Га-
лiлея (35).

Справедливе наступне твердження.
Теорема 4. Система (1) iнварiантна

вiдносно узагальненої алгебри Галiлея (35)
тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйностi F ,
G, H набувають вигляду

1. F (U) =

(
λ11 λ12(u

2)m−1

0 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12(u

2)2m−1

−u2

m
µ22(u

2)m

)
− u1E,

H(U) =

(
ν1(u

2)3m

ν2(u
2)2m+1

)

при Q1= ∂u1 , Q2 =u1∂u1− 1
m

u2∂u2 , Q3 = 0,
m 6= 0; 1;

2. F (U) =

(
λ11 λ12

λ21 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12

−1 µ22

)
u2 − u1E,

H(U) =

(
ν1

ν2

)
(u2)3

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −I,Q3 = 0;

3. F (U) =

(
λ 0
0 ϕ

)
, G(U) = −u1E,

H(U) =

(
0
0

)

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 , Q3 = 0;

4. F (U) =

(
λ11 λ12 + (λ11 − λ22) ln u2

0 λ22

)
,

G(U)=

(
1 µ12+(1−µ22) ln u2+ln2u2

−1 µ22 − 2 ln u2

)
u2−u1E,

H(U) =

(
ν1 − ν2 ln u2

ν2

)
(u2)3

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −I + u2∂u1 , Q3 = 0;

5. F (U) =

(
λ11 λ12e

−u2

0 λ22

)
,

G(U) =

(
0 µ12e

−2u2

1 µ22e
−u2

)
− u1E,

H(U) =

(
ν1e

−3u2

ν2e
−2u2

)

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −u1∂u1 + ∂u2 , Q3 = 0;

6.F (U)=
( −λ12u

1 λ12

−λ12(u
1)2−2λ12ω−λ22

√
ωu1 λ22

√
ω+λ12u

1

)
1√
ω

,

G(U)=
( −µ12u

1 µ12

−µ12(u
1)2−2ω−µ22

√
ωu1 µ22

√
ω+µ12u

1

)
−u1E,

H(U)=

(
ν1

ν2

√
ω + ν1u

1

)√
ω3, ω =u2− (u1)

2

2

при Q1=∂u1 + u1∂u2 , Q2=−I−u2∂u2 , Q3=0;
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7. F (U)=

(
λ11 0
0 λ22

)
, G(U)=

(
0 µ12

0 0

)
−u1E,

H(U) =

(
0

−(u2)2

)

при Q1 = ∂u1 , Q2 = −I − u2∂u2 , Q3 = ∂u2 ;

8. F (U) =

(
λ11 0

(λ11 − λ22) u1 λ22

)
,

G(U)=

( −µ12u
1 µ12

−2λ11ω − µ12(u
1)2 µ12u

1

)
−u1E,

H(U) =

(
0

(λ11 − 1) ω2

)
, ω = u2 − (u1)

2

2

при Q1=∂u1+u1∂u2 , Q2=−I−u2∂u2 , Q3=∂u2 ;

9. F (U) =

(
λ11 0

λ21(u
1)m + 2λ11

u2

u1 −λ11

)
,

G(U)=

(
µ11(u

1)m + 1
m

u2

u1 − 1
m

µ21(u
1)2m+µ11(u

1)m u2

u1+
1
m

(
u2

u1

)2

−1
m

u2

u1

)
−u2

u1 E,

H(U) =

(
ν1

ν2(u
1)m + ν1

u2

u1

)
(u1)2m+1

при Q1 = u1∂u2, Q2 = −m+1
m

I + u1∂u1,
Q3 = 0, m 6= 0;

10. F (U)=

(
θ̇ 0

u2

u1 (
θ
u1 + θ̇) − θ

u1

)
, G(U)=−u2

u1 E,

H(U) =

(
0
0

)
,

при Q1 = u1∂u2 , Q2 = −u2∂u2 , Q3 = 0;

11. F (U) =

(
λ11 0

λ21+2λ11(u2−ln u1)
u1 −λ11

)
,

G(U)=
(

µ11 − 2
(
u2 − ln u1

)
u1

µ21+(µ11−1)
(
u2−ln u1

)−(
u2−ln u1

)2
1

)
1

u1 ,

H(U) =

(
ν1u

1

ν2 + ν1 (u2 − ln u1)

)
1

(u1)2

при Q1 = u1∂u2 , Q2 = u1∂u1 + ∂u2 , Q3 = 0,
де λab, µab, νa, m – довiльнi сталi, θ = θ(u1),
ϕ = ϕ (u2) – довiльнi гладкi функцiї своїх
аргументiв.

Доведення. Знайдемо функцiональнi
матрицi F (U), G(U), H(U), при яких сис-
тема (1) iнварiантна вiдносно узагальненої
алгебри Галiлея (35). Для цього використа-
ємо класифiкацiю зображень алгебри (35),
виконану в роботi [7]. У нiй показано, що
iснує 8 нееквiвалентних вiдносно перетво-
рень (22) зображень узагальненої алебри Га-
лiлея в залежностi вiд вигляду операторiв
Q1, Q2, Q3. Цi нееквiвалентнi зображення

операторiв Q1, Q2, Q3 (тобто фактично неек-
вiвалентнi зображення узагальненої алгебри
Галiлея) наведемо в таблицi 2:

Таблиця 2

Нееквiвалентнi зображення
узагальненої алгебри Галiлея.

№ Q1 Q2 Q3 Умови

1. ∂u1 −u1∂u1 + ku2∂u2 0 k 6= −2

2. ∂u1 −u1∂u1 + u2∂u2 u2∂u1

3. ∂u1 −I + u2∂u1 0

4. ∂u1 −u1∂u1 + ∂u2 0

5. ∂u1+æ1u
1∂u2 −I − u2∂u2 æ2∂u2

6. u1∂u2 −I − u2∂u2 ∂u2

7. u1∂u2 kI + u1∂u1 0

8. u1∂u2 u1∂u1 + ∂u2 0

У таблицi 2: (æ1, æ2) ∈ {(0, 0), (0, 1),
(1, 0), (1, 1)}, k ∈ R.

Як i в попереднiй теоремi, для знахо-
дження функцiї fab(u), gab(u), ha(u), при
яких система рiвнянь (1) iнварiантна вiдно-
сно узагальненої алгебри Галiлея, пiдстави-
мо вiдповiднi ξµ, ηa (µ = 0, 1, a = 1, 2), одер-
жанi iз зображень операторiв алгебри (35),
у рiвняння (17)–(19) визначальної системи
та розв’яжемо їх для кожного пункту таб-
лицi 2.

Проiлюструємо доведення теореми на
прикладi зображення узагальненої алгебри
Галiлея, що отримується з першого пункту
таблицi 2. Зображення операторiв Q1, Q2,
Q3, записаних у цьому пунктi, визначає ба-
зиснi оператори узагальненої алгебри Галi-
лея:

∂0, ∂1, G = x0∂1 + ∂u1 ,

D = 2x0∂0 + x1∂1 − u1∂u1 + ku2∂u2 ,

Π = x2
0∂0 + x0x1∂1 + x1∂u1+

+ x0(−u1∂u1 + ku2∂u2), k 6= −2,

(50)

та координати оператора X:

ξ0 = ax2
0 + 2cx0 + d0,

ξ1 = ax0x1 + cx1 + gx0 + d1,

η1 = a(x1 − x0u
1)− cu1 + g,

η2 = (ax0 + c)ku2, k 6= −2,

(51)
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де a, c, g, dµ — груповi параметри, µ =
0, 1. Пiдставивши (51) у визначальну систе-
му (17)–(19) та врахувавши формули (40)–
(42) (при æ = 0) i (45)–(47), бачимо, що вона
зводиться до наступної системи рiвнянь:

fab
u1 + fa1

ub =0,

ga1+δa1u
1−δa2ku2=0.

(52)

Очевидно, алгебру (50) отримано при до-
повненнi оператором проективних перетво-
рень Π алгебри (43). Оскiльки нелiнiйностi,
при яких система (1) iнварiантна вiдносно
розширеної алгебри Галiлея для Q1 = ∂u1 ,
Q2 = −u1∂u1 +ku2∂u2 , вже знайдено в теоре-
мi 3 (а саме, функцiї (48) при k 6= 0 та (49)
при k = 0), то використаємо їх при розв’я-
зуваннi отриманої системи (52).

Розглянемо спочатку випадок k 6= 0. Пiд-
ставивши функцiї (48), знайденi в теоремi 3,
у систему (52), бачимо, що її розв’язок за-
лежить вiд значень сталої k, а саме:
a) при k 6= −1 загальним розв’язком си-

стеми є функцiї

f 11 = λ11, f 12 = λ12(u
2)−

1
k
−1,

f 21 = 0, f 22 = λ22;

g11 = −u1, g12=µ12(u
2)−

2
k
−1, (53)

g21 = ku2, g22 = µ22(u
2)−

1
k − u1;

h1 =ν1(u
2)−

3
k , h2 = ν2(u

2)−
2
k
+1,

де λab, µab, νa – довiльнi сталi. Виконав-
ши в отриманих функцiях замiну − 1

k
=

m приходимо до нелiнiйностей, описа-
них у пунктi 1 теореми 4 при m 6= 0, 1

2
, 1.

Зауважимо, що у першому пунктi тео-
реми 4 вiдсутня умова m 6= 1

2
. Її вдало-

ся позбутися завдяки тому, що при роз-
в’язуваннi цiєї ж задачi для пункту 5
таблицi 2 при (æ1, æ2) = (0, 0) ми отри-
мали систему з нелiнiйностями (53) при
k = −2 (m = 1

2
) i приєднали її до систе-

ми з першого пункту теореми 4.
b) при k = −1 нелiнiйностi, що задоволь-

няють систему (52) мають вигляд

F =

(
λ11 λ12

λ21 λ22

)
, G=

(
0 µ12

−1 µ22

)
u2−u1E,

H=

(
ν1

ν2

)
(u2)3,

де λab, µab, νa – довiльнi сталi, що вiд-
повiдає другому пункту теореми 4.

Тепер розлянемо випадок k = 0. Пiдста-
вивши функцiї (49), знайденi в теоремi 3, у
систему (52) та розв’язавши її, бачимо, що
при k = 0 систему задовольняють такi зна-
чення нелiнiйностей

F=

(
λ11 0
0 ϕ22

)
, G=−u1E, H=

(
0
0

)
, ω = u2,

де λ11 – довiльна стала, ϕ22 – довiльна глад-
ка функцiя аргумента ω. Цi нелiнiйностi
спiвпадають з третiм пунктом теореми 4 при
введеннi позначень λ11 = λ, ϕ22 = ϕ.

Аналогiчно розв’язавши систему визна-
чальних рiвнянь для всiх нееквiвалентних
зображень алгебри (35), якi визначенi в таб-
лицi 2, отримуємо решту пунктiв теореми 4.

Теорему доведено.
8. Висновки. У данiй роботi iз класу си-

стем (1) видiленi тi системи, якi iнварiантнi
вiдносно алгебри Галiлея без оператора ма-
си та її розширень операторами масштабних
та проективних перетворень. Оскiльки от-
риманi системи задовольняють принцип вiд-
носностi Галiлея, то вони претендують на
опис реальних фiзичних процесiв.

Так, наприклад, система

u1
0+u1u1

1=λ11u
1
11+µ12u

2u2
1,

u2
0+u1u2

1=λ22u
2
11−u2u1

1,
(54)

отримана в другому пунктi теореми 4 (при
λ12 = λ21 = 0, ν1 = ν2 = 0, µ22 = 0) є систе-
мою рiвнянь рiдини Ван–дер–Ваальса, яка
ефективно застосовується при описi проце-
сiв молекулярно–кiнетичної теорiї газiв та
рiдин [22]. Симетрiйнi властивостi та точнi
розв’язки системи рiвнянь рiдини Ван–дер–
Ваальса описанi в роботi [10], i (54) спiвпа-
дає з однiєю з систем, отриманою авторами
при дослiдженнi МАI.
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