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ÑÒIÉÊIÑÒÜ ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÍÎÃÎ ÎÑÖÈËßÒÎÐÀ ÏÐÈ ÄÈÔÓÇIÉÍÎÌÓ
ÍÀÏËÈÂI ÔÀÇÈ ÍÀ ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÍÈÉ ÐÅÇÎÍÀÍÑ

Îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè àñèìïòîòè÷íî�� ñòîõàñòè÷íî�� ñòiéêîñòi ñòîõàñòè÷íî-
ãî îñöèëÿòîðà, ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi âïëèâó äèôóçiéíîãî íàïëèâó ôàçè íà ïàðàìåòðè÷íèé
ðåçîíàíñ.

The necessary and su�cient conditions of asymptotic stochastic stability of stochastic osci-
llator are obtained in this article. The features of in�uence of the di�usion phase �ow on parametric
resonance are considered.

1. Âñòóï. ßêiñíèé àíàëiç ñòîõàñòè÷íèõ
îñöèëÿòîðiâ ïðîâîäèëè áàãàòî àâòîðiâ [1, 3,
5, 6, 8, 9, 11�13]. Òàê, ó ïðàöi [1] àâòîðàìè
çà äîïîìîãîþ ïîêàçíèêiâ Ëÿïóíîâà ïðîâåäå-
íî ÿêiñíèé àíàëiç ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà
ç âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè äèôóçiéíîãî òè-
ïó.

Êóëiíi÷ Ã.Ë. ó ïðàöi [6] ðîçãëÿíóâ çî-
áðàæåííÿ íà ôàçîâié ïëîùèíi çãàñàþ÷îãî
ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ç òåðòÿì ïðè âè-
ïàäêîâèõ çáóðåííÿõ óçäîâæ âåêòîðà ôàçî-
âî�� øâèäêîñòi, à òàêîæ äîñëiäèâ ïîâåäiíêó
àìïëiòóäè, ôàçè òà ïîâíî�� åíåðãi�� çãàñàþ÷î-
ãî îñöèëÿòîðà.

Ìîäåëi ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ïðè âè-
ïàäêîâèõ çáóðåííÿõ òiëüêè äðóãî�� êîìïî-
íåíòè âåêòîðà ôàçîâî�� øâèäêîñòi äîñëiäæó-
âàëèñü ó ïðàöÿõ [11�13].

Ó äàíié ñòàòòi ðîçãëÿíóòî îñîáëèâîñòi
âïëèâó äèôóçiéíîãî íàïëèâó ôàçè íà ïàðà-
ìåòðè÷íèé ðåçîíàíñ òà äîñëiäæåíî ñòiéêiñòü
ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ ñòîõàñòè÷íîãî îñöè-
ëÿòîðà.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i. Ðîçãëÿíåìî ðiâ-
íÿííÿ ñòîõàñòè÷íîãî îñöèëÿòîðà ó âèãëÿäi
[3, 4]

ẍ + 2ε2δẋ + (ω2 + h(~ξ(t)))x = 0, (1)

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð,

h(~ξ(t)) =
m∑

k=1

hk cos ξk(t), (2)

à ìàðêîâñüêi ïðîöåñè ξk(t) c äèôóçiéíèìè
ïðîöåñàìè âèãëÿäó

ξk(t) = νk(t) + σkwk(t), σk > 0, νk > 0,

íà âiäðiçêó S ≡ [0, 2π] ç íåçàëåæíèìè ïðî-
öåñàìè áðîóíiâñüêîãî ðóõó [9], òîáòî

dξk = νkdt + σkdwk(t) (mod 2π). (3)

C � iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð Q ìàðêîâ-
ñüêîãî ïðîöåñó ~ξ(t), çàäàíèé íà äâi÷i íå-
ïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ 2π-ïåðiîäè÷íèõ
ôóíêöiÿõ âåêòîðíîãî àðãóìåíòó ~y ∈ Sm ðiâ-
íiñòþ [4]

Qv(~y) =
1

2
(σ2∇,∇)v(~y) + (~ν,∇)v(~y), (4)

äå ∇ � âåêòîð ãðàäicíòà â Rm, (·, ·) � ñêà-
ëÿðíèé äîáóòîê â Rm, σ2 = diag {σ2

k}m
k=1,

~ν = colon {σk}m
k=1. Ïðè σ1 = σ2 = ... =

σm = 0 ðiâíÿííÿ (1) c ìîäåëëþ äëÿ âèâ÷åííÿ
ÿâèùà ïàðàìåòðè÷íîãî ðåçîíàíñó. Öå ÿâèùå
ïîëÿãàc â òîìó, ùî ïðè äîñèòü ìàëîìó ðîç-
êèäi ÷àñòîò

min
1≤k≤m

|ν2
k − 4ω2| = O(ε) (5)

i ìàëîìó ε > 0 iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè (1), ùî
åêñïîíåíöiàëüíî çðîñòàþòü ïðè t → ∞, ÿêå
á âåëèêå íå áóëî ÷èñëî δ. Íàÿâíiñòü âèïàä-
êîâèõ çáóðåíü σkwk(t), ÿêi íàçèâàþòüñÿ äè-
ôóçiéíèì íàïëèâîì ôàçè [13], ïðèâîäèòü äî
âiäñóòíîñòi âèùåîïèñàíîãî ÿâèùà ðåçîíàíñó
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íàâiòü ó âèïàäêó, êîëè âèðàç (5) äîðiâíþc
íóëåâi i σk ìàëi, òîáòî ÿêùî δ > 0 äî-
ñèòü âåëèêå [14]. Òîäi âñi ðîçâ'ÿçêè (1) åêñ-
ïîíåíöiàëüíî ïðÿìóþòü äî íóëÿ ç iìîâið-
íiñòþ îäèíèöÿ ïðè t →∞. Äîâåäåííþ öüîãî
òâåðäæåííÿ é ïðèñâÿ÷åíà äàíà ïðàöÿ. Òà-
êîæ òóò áóäóòü îäåðæàíi íåîáõiäíi é äîñòàò-
íi óìîâè àñèìïòîòè÷íî�� ñòîõàñòè÷íî�� ñòiéêî-
ñòi [7] îñöèëÿòîðà (1) ó âèãëÿäi íåðiâíîñòi,
ùî ïîâ'ÿçóc ïàðàìåòðè ñèñòåìè (1)�(3).

3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Äëÿ äîñëiäæåí-
íÿ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî�� ñòiéêîñòi îñöèëÿ-
òîðà (1) ïåðåïèøåìî éîãî ðiâíÿííÿ ó âèãëÿ-
äi ñèñòåìè â R2

d~x

dt
= B~x + εh(~ξ(t))H + 2ε2δG, (6)

äå

B ≡
(

0 1
−ω2 0

)
, H ≡

(
0 0
−1 0

)
,

G ≡
(

0 0
0 −1

)
, x̄ ≡

(
ẋ
x

)
.

Ó âiäïîâiäíîñòi äî àëãîðèòìó äëÿ äîñëiä-
æåííÿ åêñïîíåíöiàëüíî�� ñòiéêîñòi òðèâiàëü-
íîãî ðîçâ'ÿçêó â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó
[14] âèêîðèñòàcìî êâàäðàòè÷íó ôîðìó â R2

ç ìàòðèöåþ

q(ε)(~y) =
1

ε2
q +

1

ε
q1(~y) + q0(~y),

äå ~y ∈ Sm (m-âèìiðíèé òîð), à ñèìåòðè÷íà
ìàòðèöÿ q ∈ M2(R) c ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

BT q + qB = 0.

Ç öüîãî ðiâíÿííÿ ìàòðèöþ q ìîæíà çíàéòè ç
òî÷íiñòþ äî äîâiëüíî�� êîíñòàíòè C ó âèãëÿäi

q = C

(
ω2 0
0 1

)
.

Òåïåð íåîáõiäíî çíàéòè ìàòðèöþ q1(~y) ç ðiâ-
íÿííÿ

BT q1(~y) + q1(~y)B + (Qq1)(y) =

= −h(~y)[HT q + qH], (7)

à ïiñëÿ öüîãî ïåðåâiðèòè óìîâó íîðìàëüíî��
ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ

BT q0(~y) + q0(~y)B + (Qq0)(y) = −2δ[GT q+

+qG]− h(~y)[HT q1(y) + q1(y)H]− I, (8)

äå I =

(
1 0
0 1

)
, îïåðàòîð Q âèçíà÷åíèé

ôîðìóëîþ (4). Çâiäñè âèçíà÷àcòüñÿ êîíñòàí-
òà C, i òîäi òiëüêè ïðè C > 0 òðèâiàëüíèé
ðîçâ'ÿçîê (6) åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé ó ñå-
ðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, îñêiëüêè òiëüêè â
öüîìó âèïàäêó q ∈ K̇ [10],

K̇ ≡ {q ∈ V | inf
y∈Y
‖x‖=1

(q(y)x, x) > 0},

äå V � ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ
îáìåæåíèõ ìàòðè÷íèõ ôóíêöié ç íîðìîþ
‖q‖ = sup

y∈Y
|(q(y)x, x)| [10]. Ñëiä òàêîæ ïåðå-

êîíàòèñÿ â íîðìàëüíié ðîçâ'ÿçíîñòi ðiâíÿí-
íÿ (7). Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âèçíà÷èòè ÿäðî
N(Q∗) îïåðàòîðà Q∗, ùî äic â ïðîñòîði ìà-
òðè÷íîçíà÷íèõ ìið. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî â
ñèëó óìîâè σ1 > 0, ..., σm > 0 ÿäðî îïå-
ðàòîðà Q∗ ñêëàäàcòüñÿ ç åëåìåíòiâ âèãëÿäó
p · µ(d~y), äå p =

(
(2ω2)−1 0

0 2−1

)
, à µ(d~y)

� iíâàðiàíòíà ìiðà ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó íà
òîði Sm, òîáòî ìiðà Ëåáåãà, íîðìîâàíà êîí-
ñòàíòîþ (2π)−m; p çíàõîäèòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

Bp + pBT = 0

çà óìîâè íîðìóâàííÿ Sppq = I. Óìîâà îð-
òîãîíàëüíîñòi ïðàâî�� ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (7)
ÿäðó îïåðàòîðà Q∗ [2] âèêîíócòüñÿ, îñêiëü-
êè
∫

Sm

h(~y)d~y =

2π∫

0

...

2π∫

0

m∑

k=1

cos ykdy1...dym = 0.

Ðîçâ'ÿçîê (7) øóêàcìî ó âèãëÿäi ëiíiéíî��
êîìáiíàöi��

q1(y) =
m∑

k=1

[αk cos yk + βk sin yk], (9)
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äå ìàòðèöi αk i βk ïiäëÿãàþòü âèçíà÷åííþ
ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (9) â (7). Ìàcìî äëÿ öèõ
ìàòðèöü ñèñòåìó ðiâíÿíü





BT αk + αkB + νkβk − 1

2
σ2

kαk =

= chk

(
0 1
1 0

)
,

BT βk + βkB + νkαk − 1
2
σ2

kβk = 0,
k = 1,m,

(10)

àáî
αk =

1

νk

(
B0 − 1

2
σ2

kI

)
βk, (11)

βk = cνkhk

[(
B0 − 1

2
σ2

kI

)2

+ ν2
k

]−1

×

×
(

0 1
1 0

)
, (12)

äå I =

(
1 0
0 1

)
, à îïåðàòîð B0 â ïðîñòîði

ñèìåòðè÷íèõ ìàòðèöü ç M2(R) âèçíà÷àcòüñÿ
ðiâíiñòþ B0q = BT q + qB.

Öåé îïåðàòîð ìàc ñïåêòð σ(B0) =
[−2ωi, 0, 2ωi] i òîìó

σ

((
B0 − 1

2
σkI

)2)
=

=

{(
1

2
σ2

k + 2ωi

)2
1

4
σ4

k,

(
1

2
σ2

k − 2ωi

)2}
,

òîáòî îïåðàòîðè
(

B0− 1

2
σkI

)2

+ν2
kI îáîðîò-

íi. Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (11)�(12) äî ïðà-
âî�� ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (8) i ïåðåâiðèìî óìîâó
íîðìàëüíî�� ðîçâ'ÿçíîñòi

−
(

1

2ω2
+

1

2

)
− 2δcSp

{[
GT

(
ω2 0
0 1

)
+

+

(
ω2 0
0 1

)
G

](
ω−2 0
0 2−1

)}
− 1

2
×

×
m∑

k=1

hkSp

{
(HT αk+αkH)




1

ω2
0

0
1

2




}
= 0.

Ïiñëÿ âiäøóêàííÿ ìàòðèöü (11), (12) òà ��õ
ïiäñòàíîâêè äî ïîïåðåäíüîãî ðiâíÿííÿ çíà-
õîäèìî

C =

(
1

2ω2
+

1

2

)[
2δ−

− 1

4ω2

m∑

k=1

h2
k

ν2
kσ

2
k + 4σ2

kω
2 + 1

4
σ6

k

ν2
kσ

4
k +

(
4ω2 + 1

4
σ4

k − ν2
k

)2

]−1

.

Îòæå, îäåðæàíî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.
Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá ñòîõàñòè÷-

íèé îñöèëÿòîð (1) áóâ åêñïîíåíöiàëüíî
ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó, íåîá-
õiäíî é äîñèòü, ùîá

δ >
1

8ω2

m∑

k=1

h2
k

ν2
kσ

2
k + 4σ2

kω
2 + 1

4
σ6

k

ν2
kσ

4
k +

(
4ω2 + 1

4
σ4

k − ν2
k

)2 .

(13)
Íàñëiäîê 1. Ç óìîâè (13) âèïëèâàc, ùî

íàâiòü ïðè íàÿâíîñòi ãîëîâíîãî äåìóëüòè-
ïëiêàöiéíîãî ðåçîíàíñó ν2

k = 4ω2 i ìàëî-
ìó σ2

k îñöèëÿòîð àáî ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó àáî íi (ðiâíîñòi ç ðîçãëÿ-
äó ñëiä âèêëþ÷èòè âíàñëiäîê äîâiëüíî�� ìà-
ëîñòi ε > 0).

Îäíàê ìîæå ñòàòèñÿ, ùî îñöèëÿòîð íå c
ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó (òîáòî
(13) íå âèêîíócòüñÿ), àëå ðîçâ'ÿçêè (1) ïðÿ-
ìóþòü äî íóëÿ ç iìîâiðíiñòþ îäèíèöÿ. Òîìó
äëÿ àíàëiçó ÿâèùà ðåçîíàíñó ïîòðiáíî çà-
ìiñòü (13) ïðîàíàëiçóâàòè íåîáõiäíó òà äî-
ñòàòíþ óìîâó àñèìïòîòè÷íî�� ñòîõàñòè÷íî��
ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (1). ßê áó-
ëî ïîêàçàíî â [14], àñèìïòîòè÷íà ñòîõàñòè÷-
íà ñòiéêiñòü åêâiâàëåíòíà åêñïîíåíöiàëüíié
p-ñòiéêîñòi ïðè âñiõ äîñèòü ìàëèõ p > 0.
Íèæ÷å íàâåäåíî àíàëiç öic�� ñòiéêîñòi ó âè-
ïàäêó m = 1.

Çðîáèâøè â (1) çàìiíó çà ôîðìóëàìè

x = r cos
ϕ

2
, ẋ = −rω sin

ϕ

2
,

îòðèìàcìî ñèñòåìó ðiâíÿíü

dr

dt
= r

{
ε
h1 cos ξ1(t)

2ω
sin ϕ−
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−δε(1− cos ϕ)

}
, (14)

dϕ

dt
= 2ω +

εh1 cos ξ1(t)

2ω
(1 + cos ϕ)−

−δε2 sin ϕ, (15)

à ïiñëÿ öüîãî ïåðåéäåìî âiä r äî çìiííî�� z =
rp ïðè p > 0

dz

dt
= z

{
pε

h1 cos ξ1(t) sin ϕ(t)

2ω
−

−pδε2(1− cos ϕ(t))

}
. (16)

Î÷åâèäíî, ùî

inf

{
1,

1

ω2p

}
(x2 + ẋ2)p ≤ r2p ≤

≤ (x2 + ẋ2)p sup

{
1,

1

ω2p

}

i òîìó åêñïîíåíöiàëüíà p-ñòiéêiñòü îñöèëÿ-
òîðà (1) åêâiâàëåíòíà åêñïîíåíöiàëüíié ñòié-
êîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òðèâi-
àëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (16), ç êîåôiöicíòàìè,
ùî çàëåæàòü âiä ìàðêîâñüêîãî ïðîöåñó
{ξ1(t), ϕ(t)} íà S2, äå ϕ(t) çàäîâîëüíÿc (15),
à ξ1(t) çàäàcòüñÿ ôîðìóëîþ (3) (ïðè k = 1).
Iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð öüîãî ïðîöåñó
íà C(S2) íàáóâàc âèãëÿäó

(Qv)(y, ϕ) ≡

≡ lim
t↓0

1

t
[Ey,ϕv(ξ1(t), ϕ(t)− v(y, ϕ))] =

= (Q0v)(y, ϕ) + ε(Qv)(y, ϕ) + ε2(Q2v)(y, ϕ),

äå
(Q0v)(y, ϕ) = 2ω

∂v(y, ϕ)

∂ϕ
+

+ν1
∂v(y, ϕ)

∂y
+

1

2
σ2

1

∂2v(y, ϕ)

∂y2
,

(Q1v)(y, ϕ) =
h1

ω
cos y(1 + cos ϕ)

∂v(y, ϕ)

∂ϕ
,

(17)

(Q2v)(y, ϕ) = −2δ sin ϕ
∂v(y, ϕ)

∂ϕ
. (18)

Äëÿ äîñëiäæåííÿ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó (16)
ìîæíà çàñòîñóâàòè îïèñàíó âèùå ìåòîäèêó.
Ôóíêöiÿ Ëÿïóíîâà â äàíîìó âèïàäêó ìàc
âèãëÿä z2q(ε)(y, ϕ), äå

q(ε)(y, ϕ) =
1

ε2
q +

1

ε
q1(y, ϕ) + q0(y, ϕ). (19)

Äëÿ âiäøóêàííÿ q, ôóíêöié q1(y, ϕ) òà
q0(y, ϕ) ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ [14]

(Q0q1)(y, ϕ) = −
(

ph1

ω
cos y sin ϕ + Q1

)
q,

(20)

(Q0q2)(y, ϕ) = −
(

ph1

ω
cos y sin ϕ + Q1

)
×

×q1(y, ϕ)− (−2pδ(1− cos ϕ)+Q2)q− 1. (21)

Îñêiëüêè çà îçíà÷åííÿì Q0q = 0, ç ðiâíÿí-
íÿ (20) çíàõîäèìî q1(y, ϕ) (ç óðàõóâàííÿì
ðiâíîñòi Qq = 0) ó ôîðìi

q1(y, ϕ) =
ph

2ω
{α sin(y + ϕ) + b cos(y + ϕ)+

+â sin(ϕ− y) + b̂ cos(ϕ− y)}
i ïiäñòàâëÿcìî öåé ðîçâ'ÿçîê ó (21). Ïiñëÿ
öüîãî ïåðåâiðÿcìî óìîâó íîðìàëüíî�� ðîç-
â'ÿçíîñòi ðiâíÿííÿ (21), òîáòî óìîâó îðòî-
ãîíàëüíîñòi ïðàâî�� ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ
ÿäðó îïåðàòîðà Q∗. Ó íàøîìó âèïàäêó îð-
òîãîíàëüíiñòü îçíà÷àc ðiâíiñòü íóëåâi iíòå-
ãðàëà âiä ïðàâî�� ÷àñòèíè (21) çà ìíîæèíîþ
S2, îñêiëüêè σ2

1 > 0 i òîìó íóëü c içîëüî-
âàíîþ òî÷êîþ ñïåêòðà îïåðàòîðiâ Q0 i Q∗

0

êðàòíîñòi îäèíèöÿ, à âëàñíèì âåêòîðîì îïå-
ðàòîðà Q∗

0 ó ïðîñòîði C(S2) c ìiðà Ëåáåãà
íà S2, íîðìîâàíà êîíñòàíòîþ (4π2)−1. Òà-
êèì ÷èíîì, óìîâà íîðìàëüíî�� ðîçâ'ÿçíîñòi
(21) ìàc âèãëÿä

−I + q

(
2pδ − p(p + 1)h2

1

8ω2
· a + â

2

)
= 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è äî öic�� ðiâíîñòi ïàðàìåòðè a i
â, ùî çíàéäåíi ïðè ðîçâ'ÿçàííi (20) (ç óðà-
õóâàííÿì îðòîãîíàëüíîñòi öüîãî ðîçâ'ÿçêó
ÿäðó îïåðàòîðà Q∗), îòðèìócìî óìîâó q > 0
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åêñïîíåíöiàëüíî�� 2p-ñòiéêîñòi òðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó (1) ó ôîðìi

δ >
h2

1σ
2
1(p + 1)

16ω2
×

×
4ω2 + ν2

1 +
1

4
σ4

1

ν2
1σ

2
1 +

(
4ω2 − ν2

1 +
1

4
σ4

1

)2 . (22)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè p = 1 îäåðæócìî óìî-
âó åêñïîíåíöiàëüíî�� ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó (13) (ïðè m = 1). ßêùî ïðè
p = 0 (22) âèêîíócòüñÿ, òî âîíà âèêîíócòüñÿ
ïðè âñiõ äîñèòü ìàëèõ p > 0. Îòæå, îäåðæà-
íî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ òîãî, ùîá ñòîõàñòè÷-
íèé îñöèëÿòîð (1) ó âèïàäêó m = 1 áóâ
àñèìïòîòè÷íî ñòîõàñòè÷íî ñòiéêèé, äî-
ñèòü, ùîá âèêîíóâàëàñÿ óìîâà (22) ç p = 0.

Íàñëiäîê 2. ßê âèäíî ç âèðàçó (22), ðå-
çîíàíñíèõ ÿâèù ïðè ν2

1 = 4ω2 ó äàíîìó âè-
ïàäêó òàêîæ íå ñïîñòåðiãàcòüñÿ.
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