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ÁÅÐIÂÑÜÊÀ ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ
I ÇÀËÅÆÍIÑÒÜ ÂIÄ ÇËI×ÅÍÍÎÃÎ ×ÈÑËÀ ÊÎÎÐÄÈÍÀÒ
Äîâåäåíî, ùî êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R c ïåðøîãî êëàñó Áåðà,

ÿêùî X � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið i Y � ëiíäåëåôîâèé ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið àáî ÿêùî
X çàäîâîëüíÿc óìîâó (IIℵ0), à Y � äîâiëüíèé êîìïàêò Âàëäiâià.

It is proved that any separately continuous function f : X × Y → R is Baire one if X is
a separable space and Y is a Lindel�of pseudocompact or X satis�es condition (IIℵ0) and Y is a
Valdivia compact.

1. Ó äîñëiäæåííÿõ áåðiâñüêî�� êëàñèôiêà-
öi�� íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü, òîáòî
âiäîáðàæåíü, íåïåðåðâíèõ âiäíîñíî êîæíî��
çìiííî�� çîêðåìà, ùî áåðóòü ñâié ïî÷àòîê ç
êëàñè÷íî�� ïðàöi Ëåáåãà [1], îñîáëèâå ìiñöå
çàéìàc âèâ÷åííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíê-
öié íà äîáóòêó äâîõ ìíîæíèêiâ, îäèí iç ÿêèõ
çàäîâîëüíÿc óìîâó òèïó êîìïàêòíîñòi.

Òàê, ó [2] ïîêàçàíî, ùî äëÿ êîìïàêòó X
êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X ×
Y → R, äå Y � äîâiëüíèé êîìïàêò, íàëå-
æèòü äî ïåðøîãî êëàñó Áåðà òîäi é òiëüêè
òîäi, êîëè X çàäîâîëüíÿc óìîâó çëi÷åííîñòi
ëàíöþæêiâ.

Ç ðåçóëüòàòiâ ïðàöi [3] âèïëèâàc, ùî äëÿ
öiëêîì ðåãóëÿðíîãî ïðîñòîðó X ç óìîâîþ
çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ i äîâiëüíîãî êîì-
ïàêòó Y âèìiðíiñòü çà Áåðîì íàðiçíî íåïå-
ðåðâíî�� ôóíêöi�� f : X × Y → R ðiâíîñèëüíà
íàëåæíîñòi ôóíêöi�� f äî ïåðøîãî êëàñó Áå-
ðà.

Ó äàíié ñòàòòi ìè, âèêîðèñòîâóþ÷è çà-
ëåæíiñòü ôóíêöié âiä çëi÷åííî�� êiëüêîñòi êî-
îðäèíàò, äiñòàíåìî ïåâíèé ðîçâèòîê çãàäà-
íèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ. À ñàìå, ìè ïîêàæåìî,
ùî íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X×Y →
R c ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî X � ñåïàðà-
áåëüíèé i Y � ëiíäåëåôîâèé ïñåâäîêîìïàêò-
íèé ïðîñòið àáî êîëè X çàäîâîëüíÿc óìîâó
(IIℵ0), ÿêà c ïåâíèì ïiäñèëåííÿì óìîâè çëi-
÷åííîñòi ëàíöþæêiâ, à Y � äîâiëüíèé êîì-
ïàêò Âàëäiâià.

2. Ñïî÷àòêó íàãàäàcìî îñíîâíi îçíà÷åí-
íÿ, ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ é äîâåäåìî äîïî-
ìiæíå òâåðäæåííÿ.

Ôóíêöiÿ f : X → R, âèçíà÷åíà íà òîïîëî-
ãi÷íîìó ïðîñòîði X, íàçèâàcòüñÿ ôóíêöicþ
ïåðøîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíóc ïîñëiäîâ-
íiñòü (fn) íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → R,
ÿêà ïîòî÷êîâî íà X çáiãàcòüñÿ äî ôóíêöi�� f .

Íåõàé α > 1 � íå áiëüø íiæ çëi÷åííèé
îðäèíàë. Ôóíêöiÿ f : X → R íàçèâàcòüñÿ
ôóíêöicþ α-ãî êëàñó Áåðà, ÿêùî iñíóc ïî-
ñëiäîâíiñòü (fn) ôóíêöié fn : X → R êëàñó
Áåðà, ìåíøîãî íiæ α, ÿêà ïîòî÷êîâî íà X
çáiãàcòüñÿ äî ôóíêöi�� f . Ôóíêöiÿ α-ãî êëàñó
Áåðà íà X äëÿ äåÿêîãî íå áiëüø íiæ çëi÷åí-
íîãî îðäèíàëó α íàçèâàcòüñÿ âèìiðíîþ çà
Áåðîì.

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X ìàc âëàñòè-
âiñòü çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ, ÿêùî äîâiëü-
íà ñèñòåìà ïîïàðíî íåïåðåòèííèõ âiäêðèòèõ
â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí ìàc íå áiëüø íiæ
çëi÷åííó ïîòóæíiñòü.

Äëÿ ñiì'�� (Ai : i ∈ I) ïîòóæíiñòü |I| ìè
íàçèâàòèìåìî ïîòóæíiñòþ öic�� ñiì'��.

Ñiì'ÿ (Ai : i ∈ I) ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X
íàçèâàcòüñÿ òî÷êîâî ñêií÷åííîþ, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî x ∈ X ìíîæèíà Ix = {i ∈ I : x ∈
Ai} ñêií÷åííà.

Êàçàòèìåìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X ìàc âëàñòèâiñòü (IIℵ0), ÿêùî äîâiëü-
íà òî÷êîâî ñêií÷åííà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ â X
íåïîðîæíiõ ìíîæèí ìàc íå áiëüø íiæ çëi-
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÷åííó ïîòóæíiñòü. Ç âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü
âèïëèâàc, ùî âëàñòèâiñòü (IIℵ0) ñèëüíiøà,
íiæ âëàñòèâiñòü çëi÷åííîñòi ëàíöþæêiâ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið iç âëàñòèâiñòþ çëi÷åííîñòi ëàí-
öþæêiâ. Òîäi X ìàc âëàñòèâiñòü (IIℵ0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Ui : i ∈ I) � òî-
÷êîâî ñêií÷åííà ñiì'ÿ íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ
â X ìíîæèí Ui. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X íå-
õàé Ix = {i ∈ I : x ∈ Ui}. Ïîçíà÷èìî
Xn = {x ∈ X : |Ix| ≤ n} ïðè n ∈ N. Îñêiëüêè
âñi ìíîæèíè Ix ñêií÷åííi, òî X =

∞⋃
n=1

Xn. Òî-

ìó ìíîæèíà G =
∞⋃

n=1

Gn, äå Gn = int(Xn) �
âíóòðiøíiñòü çàìèêàííÿ ìíîæèíè Xn, ùiëü-
íà â áåðiâñüêîìó ïðîñòîði X.

Äëÿ êîæíîãî i ∈ I çíàéäåìî òàêå ni ∈ N,
ùî Ui ∩ Gni

6= Ø i ââàæàòèìåìî Vi = Ui ∩
Gni

. Îñêiëüêè ìíîæèíà Xni
ùiëüíà â Gni

,
òî äëÿ äîâiëüíî�� ñêií÷åííî�� ìíîæèíè J ⊆ I
ç |J | = ni + 1 ìàcìî

⋂
j∈J

Uj = Ø, çîêðåìà
⋂
j∈J

Vj = Ø. Òîìó äëÿ êîæíîãî i ∈ I iñíóc

òàêà ìàêñèìàëüíà ñêií÷åííà ìíîæèíà Ai ⊆
I, ùî i ∈ I òà Wi =

⋂
j∈Ai

Vj 6= Ø.

Íåõàé i, j ∈ I òàêi, ùî Wi∩Wj 6= Ø. Òîäi ç
ìàêñèìàëüíîñòi ìíîæèí Ai òà Aj âèïëèâàc,
ùî Ai = Aj. Òîìó Wi = Wj. Îòæå, ñèñòåìà
W = {Wi : i ∈ I} ñêëàäàcòüñÿ ç ïîïàðíî íå-
ïåðåòèííèõ ìíîæèí. Îòæå,W íå áiëüø íiæ
çëi÷åííà. Äëÿ êîæíîãî W ∈ W ïðèïóñòè-
ìî, ùî IW = {i ∈ I : Wi = W}. Îñêiëü-
êè A = Ai = Aj, ÿêùî Wi = Wj, ïðè÷îìó
i, j ∈ A, òî IWi

⊆ Ai. Òîìó âñi ìíîæèíè IW

ñêií÷åííi i

|I| =
∣∣∣∣∣

⋃
W∈W

IW

∣∣∣∣∣ ≤ ℵ0 · |W| ≤ ℵ2
0 = ℵ0.

Îòæå, X ìàc âëàñòèâiñòü (IIℵ0).
Ðåãóëÿðíèé ïðîñòið X íàçèâàcòüñÿ ëií-

äåëåôîâèì, ÿêùî ç äîâiëüíîãî âiäêðèòîãî
ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X ìîæíà âèäiëèòè íå
áiëüø íiæ çëi÷åííå ïiäïîêðèòòÿ, i ïñåâäî-
êîìïàêòíèì, ÿêùî X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé i
êîæíà íåïåðåðâíà íà X ôóíêöiÿ îáìåæåíà.

Íåõàé X, T , Z � äîâiëüíi ìíîæèíè, Y ⊆
RT i f : X × Y → Z. Òîäi ãîâîðèòèìåìî,
ùî f çàëåæèòü âiä çëi÷åííî�� êiëüêîñòi êî-
îðäèíàò âiäíîñíî çìiííî�� y, ÿêùî iñíóc íå
áiëüø íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà S ⊆ T òàêà,
ùî f(x, y′) = f(x, y′′) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i
y′, y′′ ∈ Y ç y′|S = y′′|S .

Êîìïàêòíèé ïðîñòið Y c êîìïàêòîì Âàë-
äiâià, ÿêùî Y ãîìåîìîðôíèé äåÿêîìó êîì-
ïàêòíîìó ïðîñòîðó Z ⊆ RT òàêîìó, ùî ìíî-
æèíà {z ∈ Z : |supp z| ≤ ℵ0} c ùiëüíîþ â Z,
äå supp z = {t ∈ T : z(t) 6= 0}.

3. Òåïåð ïåðåéäåìî äî âèêëàäó îñíîâíèõ
ðåçóëüòàòiâ.

Ëåìà 2. Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ϕ : Y → Z � íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ, g : X × Z → R � ôóíêöiÿ ïåðøî-
ãî êëàñó Áåðà. Òîäi ôóíêöiÿ f : X × Y → R,
f(x, y) = g(x, ϕ(y)) òàêîæ ïåðøîãî êëàñó
Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè g � ïåðøîãî êëà-
ñó Áåðà, òî iñíóc ïîñëiäîâíiñòü (gn)∞n=1 íå-
ïåðåðâíèõ ôóíêöié gn : X × Z → R, ÿêà
ïîòî÷êîâî çáiãàcòüñÿ äî ôóíêöi�� g. Íåõàé

fn(x, y) = gn(x, ϕ(y)), n = 1, 2, . . . .

Ôóíêöi�� fn, n = 1, 2, . . . íåïåðåðâíi, ÿê êîì-
ïîçèöi�� íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i

lim
n→∞

fn(x, y) = lim
n→∞

gn(x, ϕ(y)) =

= g(x, ϕ(y)) = f(x, y)

â êîæíié òî÷öi (x, y) ∈ X × Y . Îòæå, f �
ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Ëåìó 2 äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið,
ïðè÷îìó Y ⊆ RT , äå T � äåÿêà ìíîæèíà,
f : X × Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíê-
öiÿ, ÿêà çàëåæèòü âiä çëi÷åííî�� êiëüêîñòi
êîîðäèíàò âiäíîñíî çìiííî�� y. Òîäi f � ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ f çàëå-
æèòü âiä çëi÷åííî�� êiëüêîñòi êîîðäèíàò âiä-
íîñíî çìiííî�� y, òî iñíóc íå áiëüø íiæ çëi-
÷åííà ìíîæèíà S ⊆ T òàêà, ùî f(x, y′) =
f(x, y′′) äëÿ äîâiëüíèõ x ∈ X i y′, y′′ ∈ Y ç
y′|S = y′′|S . Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ ϕ : Y → RS,
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ïîêëàâøè ϕ(y) = y|S . Çðîçóìiëî, ùî ôóíê-
öiÿ ϕ � íåïåðåðâíà, à ïðîñòið Z = ϕ(Y )
� ìåòðèçîâíèé i ñåïàðàáåëüíèé. Äàëi, îçíà-
÷èìî ôóíêöiþ g : X × Z → R íàñòóïíèì
÷èíîì: g(x, z) = f(x, y), äå ϕ(y) = z. Äà-
íå îçíà÷åííÿ c êîðåêòíèì, îñêiëüêè ç òî-
ãî, ùî ϕ(y′) = ϕ(y′′) = z, âèïëèâàc, ùî
f(x, y′) = f(x, y′′) = g(x, z).

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ g íàðiçíî íåïå-
ðåðâíà. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi�� g âiäíîñíî
çìiííî�� x âèïëèâàc ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi��
f âiäíîñíî çìiííî�� x. Íåõàé x0 ∈ X i z0 ∈ Z.
Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äåÿêîãî ε > 0 iñíóc ïî-
ñëiäîâíiñòü (zn)∞n=1 òî÷îê zn ∈ Z òàêà, ùî
lim

n→∞
zn = z0 i |g(x0, zn) − g(x0, z0)| > ε äëÿ

âñiõ n ∈ N. Äëÿ êîæíîãî òàêîãî n âèáåðå-
ìî äåÿêó òî÷êó yn ∈ Y òàê, ùî ϕ(yn) = zn.
Çàôiêñócìî äåÿêó ìåòðèêó íà ïðîñòîði Z,
ÿêà ïîðîäæóc éîãî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wn âiäêðèòó â Z êóëþ ç
öåíòðîì ó òî÷öi zn i ðàäióñîì 1

n
. Îñêiëüêè

ôóíêöiÿ fx0 : Y → R, fx0(y) = f(x0, y),
íåïåðåðâíà, òî äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóc
âiäêðèòèé îêië Ṽn òî÷êè yn â Y òàêèé, ùî
|f(x0, y)− f(x0, yn)| < ε

2
äëÿ âñiõ y ∈ Ṽn. Çà-

óâàæèìî, ùî òîäi äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N i
y ∈ Ṽn âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x0, y)− g(x0, z0)| ≥ |g(x0, zn)− g(x0, z0)|−

|f(x0, y)− f(x0, yn)| > ε− ε

2
=

ε

2
.

Íåõàé Vn = Ṽn ∩ ϕ−1(Wn) ïðè n ∈ N.
Îñêiëüêè Y ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðîñòið, òî,
çãiäíî ç [4, c.311], ïîñëiäîâíiñòü (Vn : n ∈
N) íå c ëîêàëüíî ñêií÷åííîþ â Y . Âèáåðå-
ìî òî÷êó y0 ∈ Y òàêó, ùî äîâiëüíèé îêië
V òî÷êè y0 â Y ïåðåòèíàcòüñÿ ç íåñêií÷åí-
íîþ êiëüêiñòþ ìíîæèí Vn. Òîäi f(x0, y0) ∈⋃
n∈N

fx0(Vn), çîêðåìà |f(x0, y0)−g(x0, z0)| ≥ ε
2
.

Ç iíøîãî áîêó, äîâiëüíèé îêië W òî÷-
êè ϕ(y0) â Z ïåðåòèíàcòüñÿ ç íåñêií÷åííîþ
êiëüêiñòþ ϕ(Vn). Îñêiëüêè Vn ⊆ ϕ−1(Wn), òî
ϕ(Vn) ⊆ Wn ïðè n ∈ N. Çàóâàæèìî, ùî,
çãiäíî ç âèáîðîì ìíîæèí Wn, òî÷êà z0 �
cäèíà òî÷êà ïðîñòîðó Z òàêà, ùî äîâiëü-
íèé ���� îêië ïåðåòèíàcòüñÿ ç íåñêií÷åííîþ

êiëüêiñòþ ìíîæèí Wn. Òîìó z0 = ϕ(y0) i
f(x0, y0) = g(x0, z0).

Òàêèì ÷èíîì, ìè ïðèéøëè äî ñóïåðå÷-
íîñòi. Çíà÷èòü, ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà âiä-
íîñíî çìiííî�� z.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðóäiíà [5], ôóíêöiÿ g
ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 2,
ôóíêöiÿ f òàêîæ ïåðøîãî êëàñó Áåðà. Òåî-
ðåìó 3 äîâåäåíî.

Íàñëiäîê 4. Íåõàé X � ñåïàðàáåëüíèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � öiëêîì ðåãóëÿð-
íèé ëiíäåëåôîâèé ïñåâäîêîìïàêòíèé ïðî-
ñòið i f : X × Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ. Òîäi f � ïåðøîãî êëàñó Áåðà.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
ìè ìîæåìî ââàæàòè, ùî Y ⊆ RT , äå T � äå-
ÿêà ìíîæèíà. Îñêiëüêè X � ñåïàðàáåëüíèé,
à Y � ëiíäåëåôîâèé ïðîñòîðè, òî êîæíà íà-
ðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : X × Y → R
çàëåæèòü âiä çëi÷åííî�� êiëüêîñòi êîîðäèíàò
âiäíîñíî çìiííî�� y. Òåïåð çàëèøèëîñü âèêî-
ðèñòàòè òåîðåìó 3.

Àíàëîãi÷íî ç îçíà÷åííÿ êîìïàêòó Âàëäi-
âià i òåîðåìè 3 âèïëèâàc íàñòóïíèé ðåçóëü-
òàò.

Íàñëiäîê 5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið ç âëàñòèâiñòþ (IIℵ0), Y � êîìïàêò
Âàëäiâià i f : X×Y → R � íàðiçíî íåïåðåðâ-
íà ôóíêöiÿ. Òîäi f � ïåðøîãî êëàñó Áåðà.
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