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ÅÊÂIÊÎÌÏÀÊÒÍI ÏÐÎÑÒÎÐÈ
Ïðîñòið X íàçèâàòèìåìî åêâiêîìïàêòíèì, ÿêùî çàìèêàííÿ äîâiëüíî�� âiäíîñíî ïñåâäî-

êîìïàêòíî�� â X ìíîæèíè c êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â X. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç SCp(X, Y ) ïðîñòið
âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X =

∏d
i=1 Xi → Y ç òîïîëîãicþ ïîòî÷êîâî�� çáiæ-

íîñòi. Íåõàé X � äîáóòîê çëi÷åííî ïîâíèõ çà ×åõîì ïðîñòîðiâ X1,. . . , Xd i Y � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið. Ìè äîâîäèìî, ùî SCp(X,Y ) åêâiêîìïàêòíèé. Ìè òàêîæ äîâîäèìî, ùî äëÿ êîæíîãî
T1-ïðîñòîðó X iñíóc äåÿêèé åêâiêîìïàêòíèé T1-ïðîñòið µX ⊇ X òàêèé, ùî X = µX i êîæ-
íå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ç X ó äîâiëüíèé öiëêîì ðåãóëÿðíèé åêâiêîìïàêòíèé ïðîñòið Y
íåïåðåðâíî ïðîäîâæócòüñÿ íà µX

We call a spaces X equicompact if a closure of any relatively pseudocompact subset
of X is compact. Denote by SCp(X, Y ) a space of all separately continuous mappings
f : X =

∏d
i=1 Xi → Y with the poinwise convergent topology. Let X be the product of countable

�Cech complete spaces X1,. . . , Xd and Y be a metrizable space. We prove that SCp(X,Y ) is equi-
compact. We also prove that for each T1-space X there exists an equicompact T1-space µX ⊇ X
such that X = µX and any continuous mapping from X to an completely regular equicompact
space Y admits a continuous extention on µX.

1. Ïîíÿòòÿ åêâiêîìïàêòíîãî ïðî-
ñòîðó. Ìíîæèíó E íàçèâàòèìåìî âiäíîñíî
ïñåâäîêîìïàêòíîþ â òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòî-
ði X, ÿêùî êîæíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f :
X → R îáìåæåíà íà E. Òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið íàçèâàòèìåìî åêâiêîìïàêòíèì, ÿêùî
êîæíà éîãî âiäíîñíî ïñåâäîêîìïàêòíà ïiä-
ìíîæèíà c âiäíîñíî êîìïàêòíîþ.

Òâåðäæåííÿ 1. Êîæíèé ïàðàêîìïàêò,
çîêðåìà, êîæíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, c
åêâiêîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E � äåÿêà âiäíîñ-
íî ïñåâäîêîìïàêòíà ïiäìíîæèíà ïàðàêîì-
ïàêòó X. Îñêiëüêè X íîðìàëüíèé [1, c.445],
òî çàìèêàííÿ F = E c ïñåâäîêîìïàêòîì (íà-
âiòü çëi÷åííî êîìïàêòíèì). Êðiì òîãî, çðî-
çóìiëî, ùî F � ïàðàêîìïàêò. Òîäi, îñêiëüêè
â ïñåâäîêîìïàêòi êîæíà ëîêàëüíî ñêií÷åí-
íà ñèñòåìà âiäêðèòèõ ìíîæèí ñêií÷åííà [1,
c.311], òî F � êîìïàêò.

Òâåðäæåííÿ 2. Äîáóòîê äîâiëüíî�� ñiì'��
åêâiêîìïàêòíèõ ïðîñòîðiâ c åêâiêîìïàêò-
íèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X =
∏

s∈S Xs, äå Xs

� åêâiêîìïàêòíi ïðè s ∈ S. Íåõàé E � âiä-
íîñíî ïñåâäîêîìïàêòíà ïiäìíîæèíà X. Òîäi

���� ïðîåêöi�� Es = prs(E) âiäíîñíî ïñåâäîêîì-
ïàêòíi â Xs, s ∈ S. Îòæå, ìíîæèíè Fs = Es

êîìïàêòíi. Òîäi, çà òåîðåìîþ Òèõîíîâà [1,
c.217], ìíîæèíà F =

∏
s∈S Fs òàêîæ êîì-

ïàêòíà. Çàëèøèëîñü âðàõóâàòè, ùî E ⊆ F .
Îñêiëüêè ïîâíi çà Äücäîííå ïðîñòîðè �

öå â òî÷íîñòi çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè äîáóò-
êiâ ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ [1, c.677], à ïîâ-
íi çà Ãüþiòòîì � öå çàìêíåíi ïiäïðîñòî-
ðè Rℵ [1, c.321], òî ç ïîïåðåäíiõ òâåðäæåíü
âèïëèâàc

Òâåðäæåííÿ 3.Ïîâíi çà Äücäîííå i ïîâ-
íi çà Ãüþiòòîì ïðîñòîðè c åêâiêîìïàêòíè-
ìè.

Ç òåîðåìè Ãðîòåíäiêà-Àñàíîâà-Âåëè÷êà
[2, c.119] âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëüíîãî çëi-
÷åííî êîìïàêòíîãî ïðîñòîðó X ïðîñòið
Cp(X) áóäå åêâiêîìïàêòíèì. Îñêiëüêè ÷èñëî
Ñóñëiíà Cp(X) çàâæäè çëi÷åííå, òî ïîâíîòà
çà Äücäîííå Cp(X) ðiâíîñèëüíà éîãî ïîâíî-
òi çà Ãüþiòîì [1, c.679], ÿêà, ó ñâîþ ÷åðãó,
åêâiâàëåíòíà [2, c.74] òîìó, ùî ñëàáêà ôóíê-
öiîíàëüíà òiñíîòà X çëi÷åííà. Íåõàé W �
ïðîñòið îðäèíàëiâ ≤ ω1. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ
f = χ{ω1} ðîçðèâíà, à ���� çâóæåííÿ íà êîæ-
íó çëi÷åííó ïiäìíîæèíó íåïåðåðâíå, òîìó
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ôóíêöiîíàëüíà òiñíîòà tR(X) = ℵ1 > ℵ0. Îò-
æå, Cp(W ) � åêâiêîìïàêòíèé ïðîñòið, ÿêèé
íå c ïîâíèì çà Äücäîííå.

Òâåðäæåííÿ 4. Ïåðåòèí äîâiëüíî�� ñiì'��
åêâiêîìïàêòíèõ ïiäïðîñòîðiâ äåÿêîãî ãàóñ-
äîðôîâîãî ïðîñòîðó c åêâiêîìïàêòíèì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Xs, s ∈ S � åêâiêîì-
ïàêòíi ïiäïðîñòîðè Y i X =

⋂
s∈S Xs. Âiçü-

ìåìî âiäíîñíî ïñåâäîêîìïàêòíó â X ìíî-
æèíó E. Òîäi E áóäå âiäíîñíî ïñåâäîêîì-
ïàêòíîþ, à çíà÷èòü, i âiäíîñíî êîìïàêòíîþ
â êîæíîìó Xs, s ∈ S. Òîäi êîìïàêò F = E ⊆
Xs äëÿ s ∈ S. Îòæå, F ⊆ X.

2. Åêâiêîìïàêòíiñòü ïðîñòîðó íàðiç-
íî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Çàðàç ìè äåùî
óçàãàëüíèìî òåîðåìó Ãðîòåíäiêà-Àñàíîâà-
Âåëè÷êà. Íåõàé X =

∏d
i=1 Xi. Ïðîñòið íàðiç-

íî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié f : X → Y íàäiëå-
íèé òîïîëîãicþ ïîòî÷êîâî�� çáiæíîñòi ïîçíà-
÷àòèìåìî SCp(X,Y ). Íàãàäàcìî, ùî ïðîñòið
X íàçèâàcòüñÿ çëi÷åííî ïîâíèì çà ×åõîì,
ÿêùî iñíóc òàêà ïîñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ ïî-
êðèòòiâ Un ïðîñòîðó X, ùî

⋂∞
n=1 Fn 6= Ø äëÿ

äîâiëüíî�� ñïàäíî�� ïîñëiäîâíîñòi íåïîðîæíiõ
çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn òàêèõ, ùî Fn ⊆ Un

äëÿ äåÿêîãî Un ∈ Un.
Òåîðåìà 1. Íåõàé X � äîáóòîê çëi÷åí-

íî ïîâíèõ çà ×åõîì ïðîñòîðiâ X1, . . . , Xd,
à Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi ïðîñòið
SCp(X, Y ) åêâiêîìïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî äëÿ êîæ-
íîãî iíäåêñó i = 1, . . . , d ïðî-
ñòið Zi ÿê ïðÿìó ñóìó ïðîñòîðiâ
{(x1, . . . , xi−1)} × Xi × {(xi+1, . . . , xd)},
äå (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xd) ∈

∏
j 6=i Xj. Çðî-

çóìiëî, ùî Zi � çëi÷åíío ïîâíi çà ×åõîì.
Îñêiëüêè C(Zi, Y ) ñêëàäàcòüñÿ ç ôóíêöié
f : X → Y , ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî i-î��
çìiííî��, òî SCp(X, Y ) =

⋂d
i=1 Cp(Zi, Y ).

Òîìó, âíàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4, äîñèòü ïå-
ðåâiðèòè åêâiêîìïàêòíiñòü Cp(Zi, Y ). Îòæå,
äîñèòü ðîçãëÿíóòè âèïàäîê d = 1.

Òàêèì ÷èíîì, íåõàé X � çëi÷åííî ïîâíèé
çà ×åõîì. Äîâåäåìî, ùî Cp(X,Y ) åêâiêîì-
ïàêòíèé. Ðîçãëÿíåìî äåÿêó âiäíîñíî ïñåâ-
äîêîìïàêòíó â Cp(X,Y ) ìíîæèíó E. Òîäi
E áóäå òàêîþ æ i â øèðøîìó ïðîñòîði Y X .

Àëå ç òâåðäæåíü 1 i 2 âèïëèâàc, ùî Y X �
åêâiêîìïàêòíèé. Òîìó çàìèêàííÿ F ìíîæè-
íè E ó ïðîñòîði Y X c êîìïàêòîì. Çàëèøè-
ëîñü äîâåñòè, ùî F ⊆ Cp(X,Y ). Íåõàé öå íå
òàê, i iñíóc ôóíêöiÿ f ∈ F , ÿêà ðîçðèâíà â
äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X. Òîäi iñíóc òàêà ìíî-
æèíà A ⊆ X, ùî x0 ∈ A, àëå f(x0) 6∈ f(A).
Âiçüìåìî òàêi âiäêðèòi â Y ìíîæèíè G i H,
ùî G ∩ H = Ø, àëå f(x0) ∈ G i f(A) ⊆ H.
Îñêiëüêè X çëi÷åííî ïîâíèé çà ×åõîì, òî
iñíóc òàêà ïîñëiäîâíiñòü êàíîíi÷íî çàìêíå-
íèõ îêîëiâ Un òî÷êè x0 ùî

⋂∞
n=1 Fn 6= Ø äëÿ

äîâiëüíî�� ñïàäíî�� ïîñëiäîâíîñòi íåïîðîæíèõ
çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn ⊆ Un. Òîäi, çîêðåìà,
êîæíà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê xn ∈ Un ìàc ãðà-
íè÷íó òî÷êó.

Çàðàç ìè iíäóêòèâíî âèçíà÷èìî ïîñëiäîâ-
íiñòü òî÷îê an ∈ A, ôóíêöié fn ∈ E i âiä-
êðèòèõ îêîëiâ Vn ⊆ Un òî÷êè x0 òàêi, ùî
V n+1 ⊆ Vn, fn(Vn) ⊆ G, à fn+1(ai) ∈ H ïðè
i ≤ n òà an ∈ Vn.

Îñêiëüêè f íàëåæèòü ïîòî÷êîâîìó çàìè-
êàííþ E i f(x0) ∈ G, òî iñíóc f1 ∈ E òàêà,
ùî f1(x0) ∈ G. Íåõàé V1 = f−1

1 (G) ∩ intU1.
Òîäi V1 � âiäêðèòèé îêië x0. Àëå x0 ∈ A.
Îòæå, iñíóc a1 ∈ V1 ∩ A. Äàëi, îñêiëüêè
f(x0) ∈ G i f(a1) ∈ H, òî iñíóc f2 ∈ E òàêà,
ùî f2(x0) ∈ G i f2(a1) ∈ H. Àëå f2 íåïå-
ðåðâíà, òîìó iñíóc âiäêðèòèé îêië V2 ⊆ U2

òî÷êè x0 òàêèé, ùî V 2 ⊆ V1 i f(V2) ⊆ G.
Âiçüìåìî a2 ∈ V2 ∩ A. Ïðîäîâæóþ÷è ïîáó-
äîâó àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, îäåðæèìî øóêàíi
ïîñëiäîâíîñòi.

Îñêiëüêè an ∈ Vn ⊆ Un, òî çà âèáî-
ðîì Un ïîñëiäîâíiñòü (an) ìàc ãðàíè÷íó òî÷-
êó a∞, ïðè÷îìó, îñêiëüêè V n+1 ⊆ Vn, òî
a∞ ∈ ⋂∞

n=1 Vn. Òîäi fn(a∞) ∈ G äëÿ êîæ-
íîãî n. Ââàæàòèìåìî X0 = {a∞} ∪ {an :
n ∈ N}. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ çâóæåííÿ
π : Cp(X, Y ) → Cp(X0, Y ) íåïåðåðâíå é ïî-
ñëiäîâíiñòü (fn) âiäíîñíî ïñåâäîêîìïàêòíà â
Cp(X, Y ), òî òàêîþ æ c ïîñëiäîâíiñòü ôóíê-
öié gn = π(fn) = fn|X0 â ìåòðèçîâíîìó ïðî-
ñòîði Cp(X0, Y ). Òîìó, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì
1, ìíîæèíà {gn : n ∈ N} âiäíîñíî êîì-
ïàêòíà â Cp(X0, Y ), çîêðåìà, ïîñëiäîâíiñòü
(gn) ìàc ãðàíè÷íó òî÷êó g∞ ∈ Cp(X0, Y ).
Îñêiëüêè gn(ai) = fn(ai) ∈ H ïðè n > i,
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òî g∞(ai) ∈ H äëÿ äîâiëüíîãî i. Îòæå, çà
íåïåðåðâíiñòþ, g∞(a∞) ∈ H. Ç iíøîãî áîêó,
gn(a∞) = fn(a∞) ∈ G äëÿ êîæíîãî n, îòæå,
g∞(a∞) ∈ G. À öå íåìîæëèâî, áî G∩H = Ø.

3. Iñíóâàííÿ ìàêñèìàëüíîãî åêâi-
êîìïàêòíîãî ðîçøèðåííÿ. Çàðàç ìè, ïî-
äiáíî äî êîìïàêòèôiêàöi�� Ñòîóíà-×åõà βX
÷è ðîçøèðåííÿ Ãüþiòà-Íàõáiíà νX, äîâåäå-
ìî iñíóâàííÿ åêâiêîìïàêòíîãî ðîçøèðåííÿ
µX ç ïîäiáíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Äëÿ òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
T3(X) ìíîæèíó âñiõ òî÷îê x ∈ X, â ÿêèõ
çàìêíåíi îêîëè óòâîðþþòü áàçó.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � T1-ïðîñòið. Òîäi
iñíóc åêâiêîìïàêòíèé T1-ïðîñòið µX, ÿêèé
ìiñòèòü X ÿê óñþäè ùiëüíèé ïiäïðîñòið
(ïðè÷îìó T3(X) ⊆ T3(µX) i µX öiëêîì ðå-
ãóëÿðíèé, ÿêùî X öiëêîì ðåãóëÿðíèé) i
äëÿ äîâiëüíîãî öiëêîì ðåãóëÿðíîãî åêâiêîì-
ïàêòíîãî ïðîñòîðó Y êîæíå íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ìàc íåïåðåðâíå
ïðîäîâæåííÿ íà âåñü µX.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ωX � ðîçøèðåííÿ
Âîëìåíà [1, c.272] (ÿêùî X � öiëêîì ðåãó-
ëÿðíèé, òî çàìiñòü ωX ñëiä ðîçãëÿäàòè êîì-
ïàêòèôiêàöiþ Ñòîóíà-×åõà βX). Ëåãêî áà-
÷èòè, ùî T3(X) ⊆ T3(ωX).

Íåõàé E � ñèñòåìà âñiõ åêâiêîìïàêòíèõ
ïiäïðîñòîðiâ E ⊇ X ïðîñòîðó ωX. Çðî-
çóìiëî, ùî ωX ∈ E . Íåõàé µX =

⋂ E . Ç
òâåðäæåííÿ 4.3.5 âèïëèâàc, ùî µX ∈ E .
Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî âèêîíócòüñÿ âëà-
ñòèâiñòü ïðîäîâæåííÿ. Íåõàé Y � äåÿêèé
öiëêîì ðåãóëÿðíèé åêâiêîìïàêòíèé ïðîñòið
i f : X → Y ⊆ βY íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ. Âíàñëiäîê [1, c.272] iñíóc éîãî íåïå-
ðåðâíå ïðîäîâæåííÿ F : ωX → βY . Ïåðå-
âiðèìî, ùî F (µX) ⊆ Y . Äëÿ öüîãî äîñèòü
äîâåñòè, ùî E = F−1(Y ) ∈ E . Ïî-ïåðøå,
îñêiëüêè F |X = f , òî X ⊆ E. Ç'ÿñócìî,
ùî E � åêâiêîìïàêòíèé. Íåõàé A � âiä-
íîñíî ïñåâäîêîìïàêòíà â E ìíîæèíà. Òî-
äi F (A) âiäíîñíî ïñåâäîêîìïàêòíà â Y , à
çíà÷èòü, i âiäíîñíî êîìïàêòíà â Y . Îòæå,
B = F (A) � êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà Y . Àëå
F � íåïåðåðâíå i B � çàìêíåíà â βY . Òîìó
F−1(B) çàìêíåíà â êîìïàêòíîìó ïðîñòîði
ωX i A ⊆ F−1(B) ⊆ E. Îòæå, A � âiäíîñíî
êîìïàêòíà â E.
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