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TÎ×ÊÎÂÀ ÐÎÇÐÈÂÍIÑÒÜ KhK-ÔÓÍÊÖIÉ ÇI ÇÍÀ×ÅÍÍßÌÈ
Â σ-ÌÅÒÐÈÇÎÂÍÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ

Äîâåäåíi òåîðåìè ïðî òî÷êîâó ðîçðèâíiñòü âiäîáðàæåíü iç êëàñó KhK çi çíà÷åííÿìè â
σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ.

The theorems on pointwise discontinuity of KhK-mappings with values in σ-metrizable spaces
are proved.

1. Ó ïðàöi [1] áóëè âñòàíîâëåíi òåîðå-
ìè ïðî ñóêóïíó íåïåðåðâíiñòü KhC-ôóíêöié
çi çíà÷åííÿìè â σ-ìåòðèçîâíèõ i ñèëüíî σ-
ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ, ÿêi ðîçâèâàþòü ðå-
çóëüòàòè ïðàöi [2] i ïîïåðåäíüî áóëè àíîí-
ñîâàíi â [3]. Â [4] áóëà äîâåäåíà òåîðå-
ìà ïðî êâàçiíåïåðåðâíiñòü KhK-ôóíêöié çi
çíà÷åííÿì ó ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði. Âîíà
óçàãàëüíþc îäèí ðåçóëüòàò Í.Ìàðòiíà [5] i
ñàìà ó ñâîþ ÷åðãó äîïóñêàc ïîêðàùåííÿ, ùî
áóëî ïîäàíå â [6, òåîðåìà 3.6.1]. Öåé îñòàííié
ðåçóëüòàò ôîðìóëþcòüñÿ òàê:

Tåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið çi çëi÷åí-
íîþ ïñåâäîáàçîþ, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið
i f ∈ KhK(X × Y, Z). Tîäi f � êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.

Äîâåäåííÿ c íåñêëàäíîþ ìîäèôiêàöicþ
äîâåäåííÿ âiäïîâiäíî�� òåîðåìè ç [4].

Âèíèêàc ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è ïåðåíî-
ñèòüñÿ òåîðåìà 1 íà âèïàäîê σ-ìåòðèçîâíîãî
ïðîñòîðó Z? Îñíîâíèé ðåçóëüòàò öic�� çàìiò-
êè âèíèê ó ðåçóëüòàòi ñïðîá âiäïîâiñòè íà
ïîñòàâëåíå çàïèòàííÿ, ÿêå ïîêè ùî çàëèøè-
ëîñü áåç âiäïîâiäi. Äëÿ σ-ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó Z ïðè âèêîíàííi iíøèõ óìîâ òåîðåìè
1 âäàëîñÿ âñòàíîâèòè ëèøå òî÷êîâó ðîçðèâ-
íiñòü âiäîáðàæåííÿ f .

2. Íàãàäàcìî îçíà÷åííÿ îñíîâíèõ ïîíÿòü.
Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Âi-

äîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâàcòüñÿ êâà-
çiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y0 = f(x0) â Y i äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x0 â X iñíóþòü òî÷-

êà x1 ∈ U i ���� îêië U1 â X òàêi, ùî U1 ⊆ U
i f(U1) ⊆ V . Íåõàé Z � ùå îäèí òîïîëîãi÷-
íèé ïðîñòið. Âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z
íàçèâàcòüñÿ ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâ-
íèì ó òî÷öi p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , ÿêùî
äëÿ áóäü-ÿêèõ îêîëiâ W , U i V âiäïîâiäíî
òî÷îê z0 = f(p0), x0 i y0 ó ïðîñòîðàõ Z, X i Y
iñíóþòü òî÷êà x1 ∈ U , ���� îêië U1 â X i òî÷êà
y1 ∈ V òàêi, ùî U1 ⊆ U i f(U1 × {y1}) ⊆ W .
Êàæóòü, ùî âiäîáðàæåííÿ f êâàçiíåïåðåðâ-
íå ÷è ãîðèçîíòàëüíî êâàçiíåïåðåðâíå, ÿêùî
âîíî c òàêèì ó êîæíié òî÷öi âiäïîâiäíîãî
ïðîñòîðó. Ñóêóïíiñòü ãîðèçîíòàëüíî êâàçi-
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
ÿêi êâàçiíåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��,
ïîçíà÷àcòüñÿ ñèìâîëîì KhK(X × Y, Z), à
ñàìi òàêi âiäîáðàæåííÿ íàçèâàþòüñÿ KhK-
ôóíêöiÿìè.

ßê ïðàâèëî, ñèìâîëàìè C(f) i D(f) ïî-
çíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ìíîæèíè òî÷îê íå-
ïåðåðâíîñòi é ðîçðèâó âiäîáðàæåííÿ f . Íå-
ïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ, çàäàíîãî íà äî-
áóòêó äâîõ ïðîñòîðiâ, îçíà÷àc éîãî ñóêóïíó
íåïåðåðâíiñòü.

Tîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Z íàçèâàcòüñÿ σ-
ìåòðèçîâíèì, ÿêùî éîãî ìîæíà ïîäàòè
ó âèãëÿäi îá'cäíàííÿ çðîñòàþ÷î�� ïîñëiäîâ-
íîñòi ñâî��õ çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðî-
ñòîðiâ Zn, ÿêà íàçèâàcòüñÿ âè÷åðïóâàííÿì
σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Z.

Tîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâàcòüñÿ áå-
ðiâñüêèì, ÿêùî êîæíà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà â X c ìíîæèíîþ äðóãî�� êàòåãîði��.
Âiäîìî, ùî ïðîñòið X áóäå áåðiâñüêèì òîäi é
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òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî�� ïîñëiäîâíîñòi
çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn â X, ÿêà ïîêðèâàc
ïðîñòið X, âiäêðèòà ìíîæèíà G =

∞⋃
n=1

intFn

âñþäè ùiëüíà â X.
Ñèñòåìà V âiäêðèòèõ ìíîæèí ïðîñòîðó Y

íàçèâàcòüñÿ ïñåâäîáàçîþ, ÿêùî êîæíà âiä-
êðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà H â Y ìiñòèòü
äåÿêó íåïîðîæíþ ìíîæèíó V ∈ V . Âiäîìî,
ùî äîáóòîê áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X i áåðiâ-
ñüêîãî ïðîñòîðó Y çi çëi÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ
c áåðiâñüêèì ïðîñòîðîì.

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y áóäå êâàçiíåïå-
ðåðâíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî��
âiäêðèòî�� â X ìíîæèíè G i êîæíî�� ïiäìíî-
æèíè A â X ç óìîâè G ⊆ A âèïëèâàc, ùî
f(G) ⊆ f(A).

Âiäîáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâàcòüñÿ
òðîõè ðîçðèâíèì [7], ÿêùî D(f) � ìíîæè-
íà ïåðøî�� êàòåãîði��, i òî÷êîâî ðîçðèâíèì,
ÿêùî C(f) = X. ßêùî ïðîñòið X áåðiâ-
ñüêèé, òî êîæíå òðîõè ðîçðèâíå âiäîáðàæåí-
íÿ f : X → Y áóäå òî÷êîâî ðîçðèâíèì.

3.Äîáðå âiäîìî, ùî êîæíå êâàçiíåïåðåðâ-
íå âiäîáðàæåííÿ çi çíà÷åííÿìè â ìåòðèçîâ-
íîìó ïðîñòîði òðîõè ðîçðèâíå. Çàðàç ìè ïå-
ðåíåñåìî öåé ðåçóëüòàò íà âiäîáðàæåííÿ çi
çíà÷åííÿìè ó σ-ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðàõ.

Tåîðåìà 2. Íåõàé Y � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Z � σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið i
g : Y → Z � êâàçiíåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ.
Tîäi:

à) ÿêùî Y � áåðiâñüêèé ïðîñòið i (Zn)∞n=1

� âè÷åðïóâàííÿ ïðîñòîðó Z, òî äëÿ êîæ-
íî�� íåïîðîæíüî�� âiäêðèòî�� â Y ìíîæèíè U
iñíóþòü íåïîðîæíÿ âiäêðèòà â Y ìíîæè-
íà V i íîìåð m òàêi, ùî V ⊆ U i g(V ) ⊆
Zm;

á) g � òðîõè ðîçðèâíå âiäîáðàæåííÿ.
Äîâåäåííÿ. à) Íåõàé Yn = g−1(Zn), Fn =

Yn i Gn = intFn. Îñêiëüêè Z =
∞⋃

n=1

Zn, òî

Y =
∞⋃

n=1

Yn =
∞⋃

n=1

Fn. Ç áåðîâîñòi ïðîñòî-
ðó Y âèïëèâàc, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà G =
∞⋃

n=1

Gn âñþäè ùiëüíà â Y . Íåõàé U � âiäêðè-
òà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â ïðîñòîði Y . Tîäi

U ∩ G 6= Ø, îòæå, iñíóc òàêèé íîìåð m, ùî
V = U ∩Gm 6= Ø. Îñêiëüêè ìíîæèíà V âiä-
êðèòà i V ⊆ Fm = Ym, òî ç êâàçiíåïåðåð-
âíîñòi g âèïëèâàc, ùî

g(V ) ⊆ g(Ym) ⊆ Zm = Zm,

àäæå ïiäïðîñòið Zm çàìêíåíèé ó Z.
á) Äëÿ âèùåââåäåíèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí

Gn áóäåìî ìàòè Gn ⊆ Yn. Tîìó

g(Gn) ⊆ g(Yn) ⊆ Zn = Zn.

Çâóæåííÿ gn = g|Gn âiäîáðàæàc ïiäïðîñòið
Gn ó ïiäïðîñòið Zn. Âîíî çàëèøàcòüñÿ êâàçi-
íåïåðåðâíèì, îñêiëüêè ìíîæèíà Gn âiäêðè-
òà â Y . Îñêiëüêè ïiäïðîñòið Zn ìåòðèçîâ-
íèé, òî âiäîáðàæåííÿ gn : Gn → Zn òðîõè
ðîçðèâíå, òîáòî D(gn) � ìíîæèíà ïåðøî��
êàòåãîði�� â Gn, à çíà÷èòü, i â Y .

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíà Fn \ Gn íiäå íå
ùiëüíà äëÿ êîæíîãî n ÿê ìåæà çàìêíåíî��
ìíîæèíè. Àëå Y \ G ⊆

∞⋃
n=1

(Fn \ Gn), îòæå,
äîïîâíåííÿ Y \G � öå ìíîæèíà ïåðøî�� êà-
òåãîði��. Çðîçóìiëî, ùî

D(g) = (
∞⋃

n=1

D(gn)) ∪ (D(g) ∩ (Y \G)).

Çâiäñè âèïëèâàc, ùî D(g) � ìíîæèíà ïåð-
øî�� êàòåãîði��.

4. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó îñíîâíîãî ðå-
çóëüòàòó. Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z
i òî÷êè (x, y) ∈ X × Y , ÿê çâè÷àéíî, ââàæà-
òèìåìî fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Tåîðåìà 3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið çi çëi-
÷åííîþ ïñåâäîáàçîþ, Z � σ-ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið i f ∈ KhK(X × Y, Z). Tîäi:

à) f � òðîõè ðîçðèâíå âiäîáðàæåííÿ;
á) ÿêùî X i Y � áåðiâñüêi ïðîñòîðè, òî

f � òî÷êîâî ðîçðèâíå.
Äîâåäåííÿ. à) Ñïî÷àòêó ïðèïóñòèìî,

ùî X i Y � áåðiâñüêi ïðîñòîðè. Íåõàé V =
{Vn : n ∈ N} � ïñåâäîáàçà â Y i (Zm)∞m=1 �
âè÷åðïóâàííÿ ïðîñòîðó Z. Íåõàé

Am,n = {x ∈ X : fx(Vn) ⊆ Zm}
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Um,n = intAm,n, Om,n = Um,n × Vn, O =
∞⋃

m,n=1

Om,n. Ïîêàæåìî, ùî O = X × Y . Íå-
õàé U i V � âiäêðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè â
ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî i W = U × V .
Ïðèïóñòèìî, ùî I = {n ∈ N : Ø 6= Vn ⊆
V } i äîâåäåìî, ùî

∞⋃
m=1

⋃
n∈I

Am,n = X. Íå-
õàé x ∈ X. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Bm(x) =

(fx)−1(Zm), Hm(x) = intBm(x) i H(x) =
∞⋃

m=1

Hm(x). Îñêiëüêè Z =
∞⋃

m=1

Zm, òî Y =

∞⋃
m=1

Bm(x). Çâiäñè íà îñíîâi áåðîâîñòi ïðî-
ñòîðó Y ìè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî âiäêðèòà
ìíîæèíà H(x) âñþäè ùiëüíà â Y . Tîäi ÿñíî,
ùî V ∩ H(x) 6= Ø. Ó òàêîìó ðàçi iñíóc òà-
êèé íîìåð m, ùî V ∩ Hm(x) 6= Ø. Ó âiä-
êðèòié íåïîðîæíié ìíîæèíi V ∩Hm(x) îáî-
â'ÿçêîâî ìiñòèòüñÿ ÿêèéñü íåïîðîæíié åëå-
ìåíò iç ïñåâäîáàçè V , òîáòî iñíóc òàêèé íî-
ìåð n, ùî Ø 6= Vn ⊆ V ∩Hm(x). Tîäi n ∈ I,
ïðè÷îìó Vn ⊆ Bm(x). Íåõàé B = Bm(x).
Çðîçóìiëî, ùî Vn ⊆ B i fx(B) ⊆ Zm. Tîäi
íà îñíîâi êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ
fx i çàìêíåíîñòi Zm áóäåìî ìàòè fx(Vn) ⊆
fx(B) ⊆ Zm = Zm. Tàêèì ÷èíîì, x ∈ Am,n,
äå m ∈ N, n ∈ I, ùî é äîâîäèòü ïîòðiáíó ðiâ-
íiñòü, îñêiëüêè âêëþ÷åííÿ â îáåðíåíèé áiê
î÷åâèäíå. Ç äîâåäåíî�� ðiâíîñòi é áåðîâîñòi
ïðîñòîðó X âèïëèâàc, ùî âiäêðèòà ìíîæè-
íà G =

∞⋃
m=1

⋃
n∈I

Um,n âñþäè ùiëüíà â X, îò-
æå, G ∩ U 6= Ø. Tîìó iñíóþòü òàêi íîìåðè
m ∈ N òà n ∈ I, ùî Um,n ∩ U 6= Ø. Îñêiëü-
êè n ∈ I, òî Ø 6= Vn ⊆ V . Tîìó W ∩ Om,n ⊇
(U ∩Um,n)× (V ∩ Vn) = (U ∩Um,n)× Vn 6= Ø,
îòæå, W ∩ O 6= Ø i ðiâíiñòü O = X × Y äî-
âåäåíî.

Îñêiëüêè Um,n ⊆ Am,n i f(Am,n × Vn) ⊆
Zm, òî íà îñíîâi ãîðèçîíòàëüíî�� êâàçiíå-
ïåðåðâíîñòi f i ëåìè 2 ç [1] f(Om,n) ⊆
f(Am,n × Vn) ⊆ Zm = Zm. Ðîçãëÿíåìî çâó-
æåííÿ gm,n = f |Om,n . Îñêiëüêè f(Om,n) ⊆ Zm

i ìíîæèíè Um,n i Vn âiäêðèòi, òî gm,n ∈
KhK(Om,n, Zm). Ïðîñòið Zm ìåòðèçîâíèé,
òîìó ç òåîðåìè 1 âèïëèâàc, ùî âiäîáðàæåí-

íÿ gm,n êâàçiíåïåðåðâíå, à çíà÷èòü, òðîõè
ðîçðèâíå. Tàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà D(gm,n)
éîãî òî÷îê ðîçðèâó c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êà-
òåãîði�� â Om,n, à çíà÷èòü, i â X×Y . Îñêiëüêè
ìíîæèíà E = (X × Y ) \ O íiäå íå ùiëüíà â
X×Y i D(f) =

∞⋃
m,n=1

D(gm,n)∪(E∩D(f)), òî

D(f) � ìíîæèíà ïåðøî�� êàòåãîði�� â X × Y ,
òîáòî f òðîõè ðîçðèâíå.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ìè äicìî òàê ñàìî,
ÿê i â [1] ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è òåîðåìó Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ.

á) Äëÿ áåðiâñüêèõ ïðîñòîðiâ X i Y äîáó-
òîê X×Y òåæ áóäå áåðiâñüêèì, àäæå Y ìàc
çëi÷åííó ïñåâäîáàçó. Tîìó âiäîáðàæåííÿ f
áóäå òî÷êîâî ðîçðèâíèì.
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