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ÏÐÎ ÌÍÎÆÈÍÈ ÒÎ×ÎÊ ÌÀÉÆÅ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI
ÒÀ IÍØI ÏÎÑËÀÁËÅÍÍß ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÎÑÒI

Äàíî îïèñ ìíîæèíè òî÷îê ìàéæå íåïåðåðâíîñòi, ëåäü íåïåðåðâíîñòi i ìàéæå êâàçiíåïå-
ðåðâíîñòi.

It is characterized sets of the almost continuity, the nearly continuity and almost quasiconti-
nuity.

1. Äîáðå âiäîìî, ùî ìíîæèíà òî÷îê íå-
ïåðåðâíîñòi áóäü-ÿêîãî âiäîáðàæåííÿ iç çíà-
÷åííÿìè â ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði c ìíîæè-
íîþ òèïó Gδ. Òèï i îïèñ ìíîæèí òî÷îê íå-
ïåðåðâíîñòi, êâàçiíåïåðåðâíîñòi, êëiêîâîñòi i
ëåäü íåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåíü äîñëiäæó-
âàâñÿ ó ïðàöÿõ [1-3].

Ó äàíié ñòàòòi áóäå äàíî îïèñ ìíîæèíè
òî÷îê ìàéæå íåïåðåðâíîñòi, ëåäü íåïåðåðâ-
íîñòi i ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíîñòi. Íåõàé X
òà Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, f : X →
Y � âiäîáðàæåííÿ i x0 ∈ X. Âiäîáðàæåííÿ
f íàçèâàcòüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi
x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îêîëó V òî÷êè
y0 â Y iñíóc ìíîæèíà A â X òàêà, ùî A �
îêië òî÷êè x0 â X i f(A) ⊆ V . Âiäîáðàæåí-
íÿ f íàçèâàcòüñÿ ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíèì ó
òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ îêîëiâ V
i U òî÷îê y0 i x0 âiäïîâiäíî â Y òà X iñíóc
ìíîæèíà A â X òàêà, ùî intA � íåïîðîæ-
íÿ â X, A ⊆ U i f(A) ⊆ V . Âiäîáðàæåí-
íÿ f íàçèâàcòüñÿ ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi
x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó V òî÷êè
y0 = f(x0) â Y iñíóc âiäêðèòà íåïîðîæíÿ
ìíîæèíà U â X òàêà, ùî f(U) ⊆ V . ßêùî
âiäîáðàæåííÿ f c ìàéæå íåïåðåðâíèì, ìàé-
æå êâàçiíåïåðåðâíèì ÷è ëåäü íåïåðåðâíèì
ó êîæíié òî÷öi x ∈ X, òî âiäîáðàæåííÿ
f íàçèâàcòüñÿ ìàéæå íåïåðåðâíèì, ìàéæå
êâàçiíåïåðåðâíèì ÷è ëåäü íåïåðåðâíèì âiä-
ïîâiäíî.

2. Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé
ïðîñòið i f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Òî-

äi ìíîæèíà òî÷îê ìàéæå íåïåðåðâíîñòi c
çàëèøêîâîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî ìåòî-
äîì âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé ìíîæèíà òî÷îê
ìàéæå íåïåðåðâíîñòi íå c çàëèøêîâîþ, òîá-
òî ìíîæèíà M òî÷îê, â ÿêèõ f íå c ìàéæå
íåïåðåðâíîþ, c ìíîæèíîþ äðóãî�� êàòåãîði��.
Çàôiêñócìî ìåòðèêó | ·−· | â ïðîñòîði Y , ÿêà
ïîðîäæóc éîãî òîïîëîãiþ. Ñèìâîëîì Ux ïî-
çíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ îêîëiâ òî÷êè x â ïðî-
ñòîði X, à ñèìâîëîì T ∗(E) � ñèñòåìó âñiõ
íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ â X ìíîæèí, ÿêi ìiñ-
òÿòüñÿ â ìíîæèíi E.

Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ââàæàòèìåìî
An = {x ∈ M : (∀U ∈ Ux)(∃H ∈

T ∗(U))(∀u ∈ H)(|f(u) − f(x)| ≥ 1
n
)}. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî M =
∞⋃

n=1

An. Îñêiëüêè ìíîæèíà
M äðóãî�� êàòåãîði��, òî iñíóc íîìåð n0 òàêèé,
ùî An0 � ìíîæèíà äðóãî�� êàòåãîði��.

Ó ïðîñòîði Y äëÿ êîæíîãî ε > 0
iñíóc çëi÷åííà ε-ñiòêà. Âiçüìåìî òàêó ñiòêó
y1, y2, ..., yn, ... äëÿ ε = 1

3n0
. Íåõàé Vε(y0) =

{y ∈ Y : |y − y0| < ε}. Êóëi Vi = V 1
3n0

(yi),
i = 1, 2, ... ïîêðèâàþòü ïðîñòið Y . Äëÿ ìíî-
æèí Ei = An0 ∩ f−1(Vi), i = 1, 2, ..., ìàcìî
∞⋃
i=1

Ei = An0 . Òîìó iñíóc òàêèé íîìåð i0, ùî
ìíîæèíà E = Ei0 c äðóãî�� êàòåãîði��. Çðî-
çóìiëî, ùî |f(x′) − f(x′′)| ≤ 2

3n0
< 1

n0
äëÿ

áóäü-ÿêèõ x′, x′′ ∈ E.
×åðåç òå, ùî E � ìíîæèíà äðóãî�� êà-

òåãîði��, iñíóc âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæè-
íà G â X òàêà, ùî G ⊆ E. Âiçüìåìî òî-
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÷êó x0 ∈ G ∩ E. Îñêiëüêè x0 ∈ E, à
E ⊆ An0 , òî iñíóc âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà H â X òàêà, ùî H ⊆ G i äëÿ êîæíî��
òî÷êè u ∈ H ìàcìî |f(x0)− f(u)| ≥ 1

n0
. Àëå

G ⊆ E, îòæå, iñíóc òî÷êà x1 ∈ H ∩ E. Òî-
äi |f(x0) − f(x1)| < 1

n0
, àäæå x0, x1 ∈ E,

ùî ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Îòæå, ìíî-
æèíà òî÷îê ìàéæå íåïåðåðâíîñòi c çàëèøêî-
âîþ ìíîæèíîþ.

Äîâåäåìî îáåðíåíó òåîðåìó.
Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, Y � ãàóñäîðôîâèé òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið iç çáiæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ ðiçíèõ
òî÷îê, A � çàëèøêîâà ìíîæèíà â X. Òî-
äi iñíóc âiäîáðàæåííÿ f : X → Y òàêå,
ùî ìíîæèíà éîãî òî÷îê ìàéæå íåïåðåðâ-
íîñòi � öå ìíîæèíà A.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî òî÷êó a ∈ Y i ïî-
ñëiäîâíiñòü (an) â Y òàêi, ùî ai 6= aj, i 6= j,
ai 6= a, äëÿ äîâiëüíèõ i, j ∈ N i an → a
ïðè n →∞. Îñêiëüêè ìíîæèíà A çàëèøêî-
âà â X, òî iñíóc äèç'þíêòíà ïîñëiäîâíiñòü
íiäå íå ùiëüíèõ â X ìíîæèí An òàêà, ùî
X \A =

∞⋃
n=1

An. Íåõàé f(x) = a, ÿêùî x ∈ A

i f(x) = an, ÿêùî x ∈ An.
Íåõàé x0 ∈ A. Òîäi f(x0) = a. Âiçüìå-

ìî äîâiëüíèé îêië V òî÷êè a â Y . Îñêiëü-
êè ïîñëiäîâíiñòü (an) çáiãàcòüñÿ äî a, òî
ïîçà îêîëîì V c ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü
åëåìåíòiâ ïîñëiäîâíîñòi (an). Òàêèì ÷èíîì,
f−1(V ) c âñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ â X,
áî äîïîâíåííÿ äî f−1(V ) áóäó÷è ñêií÷åííèì
îá'cäíàííÿì òèõ ìíîæèí An, ùî an 6∈ V , c
íiäå íå ùiëüíîþ ìíîæèíîþ. Îòæå, f c ìàé-
æå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0.

Íåõàé x0 6∈ A. Òîäi iñíóc íîìåð n0 òàêèé,
ùî x0 ∈ An0 i f(x0) = an0 . Îñêiëüêè a 6=
an0 6= a, òî iñíóþòü îêîëè V òî÷êè a i V0

òî÷êè an0 â Y òàêi, ùî V ∩V0 = Ø. ×åðåç òå,
ùî an → a ïðè n →∞, iñíóc íîìåð N òàêèé,
ùî äëÿ âñiõ n > N ìàcìî an ∈ V . Îñêiëüêè
an0 6= an äëÿ n 6= n0, òî iñíóþòü îêîëè Vn

òî÷êè an0 òàêi, ùî an 6∈ Vn. Çðîçóìiëî, ùî
G = V0∩(

N⋂
n=1
n6=n0

Vn) c îêîëîì òî÷êè an0 i an 6∈ G

äëÿ n 6= n0. Òîìó f−1(G) = An0 � íiäå íå

ùiëüíà ìíîæèíà. Îòæå, âiäîáðàæåííÿ f íå
c ìàéæå íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0.

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçóc, ùî óìîâà
ñåïàðàáåëüíîñòi íà ïðîñòið Y â òåîðåìi 1 c
iñòîòíîþ.

Ïðèêëàä. Íåõàé T - ñèñòåìà âñiõ íå-
ïîðîæíiõ ïiäìíîæèí íàòóðàëüíîãî ðÿäó i
eτ : N→ R - õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíî-
æèíè τ ∈ T . Äîáðå âiäîìî, ùî iñíóc áicêöiÿ
x → τx ÷èñëîâî�� ïðÿìî�� R íà ìíîæèíó T .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vτ êóëþ ðàäióñà 1

3
ç öåí-

òðîì ó òî÷öi eτ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði l∞.
Ðîçãëÿíåìî âiäîáðàæåííÿ f : R → l∞, ÿêå
äic çà ïðàâèëîì f(x) = eτx . Òîäi äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ R ìàcìî f−1(Vτx) = {x}. Îñêiëüêè
îäíîòî÷êîâà ìíîæèíà â ïðîñòîði R c íiäå íå
ùiëüíîþ ìíîæèíîþ, òî âiäîáðàæåííÿ f íå c
ìàéæå íåïåðåðâíèì ó æîäíié òî÷öi x ∈ R.

3. Ó [3] áóëî ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà òî-
÷îê ëåäü ìàéæå íåïåðåðâíîñòi áóäü-ÿêîãî
âiäîáðàæåííÿ iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði, ùî
çàäîâîëüíÿc äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, c çà-
ëèøêîâîþ. Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè, ÿê
i â [3], ìè ïîêàæåìî, ùî i ìíîæèíà òî÷îê
ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíîñòi c çàëèøêîâîþ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, ùî çàäîâîëüíÿþòü äðóãó àêñiîìó
çëi÷åííîñòi i f : X → Y � äîâiëüíå âiäîá-
ðàæåííÿ. Òîäi ìíîæèíà S âñiõ òèõ òî÷îê
x ∈ X, â ÿêèõ f ìàéæå êâàçiíåïåðåðâíå, c
çàëèøêîâîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî äîïîâíåííÿ
A = X \ S c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êàòåãîði�� â
X. Íåõàé U i V � íå áiëüø íiæ çëi÷åííi áà-
çè âiäêðèòèõ íåïîðîæíiõ ìíîæèí â X i Y
âiäïîâiäíî. Äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ∈ A iñíó-
þòü ìíîæèíè Ux ∈ U i Vx ∈ V òàêi, ùî
x ∈ Ax = Ux ∩ f−1(Vx) i ìíîæèíà Ax íiäå
íå ùiëüíà â X. Ñèñòåìà

W = {Ux × Vx : x ∈ A}
íå áiëüø íiæ çëi÷åííà i äëÿ êîæíîãî
W = Ux × Vx ∈ W ìíîæèíà A(W ) = Ax =
= Ux ∩ f−1(Vx) íiäå íå ùiëüíà â X. Ïðè öüî-
ìó

A ⊆
⋃
x∈A

Ax =
⋃

W∈W
A(W ).

Òîìó A c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êàòåãîði��.
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4. Ëåìà. Íåõàé X i Y - òîïîëîãi÷íi ïðî-
ñòîðè, âiäîáðàæåííÿ f : X → Y ëåäü íåïå-
ðåðâíå â òî÷öi a ∈ X i f(a) = f(b), äå b ∈ X.
Òîäi âiäîáðàæåííÿ f c ëåäü íåïåðåðâíèì ó
òî÷öi b.

Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî äîâiëüíèé îêië V
òî÷êè f(b) â Y . Îñêiëüêè f(b) = f(a) i âi-
äîáðàæåííÿ f ëåäü íåïåðåðâíå â òî÷öi a, òî
iñíóc âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíîæèíà U â X
òàêà, ùî f(U) ⊆ V . Öå îçíà÷àc, ùî f ëåäü
íåïåðåðâíå â òî÷öi b.

Òåîðåìà 4. Íåõàé A � äîâiëüíà ïiäìíî-
æèíà ÷èñëîâî�� ïðÿìî�� R. Òîäi iñíóc âiäîáðà-
æåííÿ f : R→ R òàêå, ùî A c ìíîæèíîþ
òî÷îê ëåäü íåïåðåâíîñòi f .

Äîâåäåííÿ. Ïðèêëàäîì âiäîáðàæåííÿ,
â ÿêîãî ìíîæèíà òî÷îê ëåäü íåïåðåðâíîñòi
c ïîðîæíüîþ, c ôóíêöiÿ Äiðiõëå.

Âiçüìåìî äîâiëüíó íåïîðîæíþ ìíîæèíó
A â R i òî÷êó a ∈ A. Ïîáóäócìî øóêàíå âi-
äîáðàæåííÿ òàê: íåõàé f(x) = 0, ÿêùî x ∈
A, f(x) = x − a, ÿêùî x ∈ ((Q ∩ (a, +∞)) ∪
((−∞, a) \ Q)) \ A i f(x) = a − x, ÿêùî x ∈
((Q ∩ (−∞, a)) ∪ ((a, +∞) \Q)) \ A.

Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f
c ëåäü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi a. Çðîçóìiëî, ùî
f(a) = 0. Âiçüìåìî ε > 0. Òîäi äëÿ âñiõ x,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |x− a| < ε, ìàcìî,
|f(x)| < ε. Öå îçíà÷àc, ùî âiäîáðàæåííÿ f
c íàâiòü íåïåðåðâíèì ó òî÷öi a. Çãiäíî ç ëå-
ìîþ âiäîáðàæåííÿ f c ëåäü íåïåðåðâíèì ó
êîæíié òî÷öi ç ìíîæèíè A.

Âiçüìåìî x0 6∈ A. Íåõàé ñïî÷àòêó x0 ∈ Q.
Ëåãêî áà÷èòè, ùî òîäi y0 = f(x0) > 0.
Âiçüìåìî 0 < ε < y0 i ââàæàòèìåìî, ùî
Vε = {y ∈ R : |y − y0| < ε}. Çðîçóìiëî, ùî
êîæíà òî÷êà ç Vε áiëüøà çà íóëü. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà iððàöiîíàëüíèõ òî÷îê ÷èñëîâî��
ïðÿìî�� c âñþäè ùiëüíîþ â R i âiäîáðàæåííÿ
f â iððàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ íàáóâàc íåäîäàò-
íèõ çíà÷åíü, òî íå iñíóc âiäêðèòî�� ìíîæèíè
â R, îáðàç ÿêî�� ïðè âiäîáðàæåííi ìiñòèâñÿ
áè â îêîëi Vε. Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ïðî-
âîäÿòüñÿ i äëÿ x0 ∈ R \ Q. Òàêèì ÷èíîì,
âiäîáðàæåííÿ f íå c ëåäü íåïåðåðâíèì äëÿ
x 6∈ A.
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