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ÐÎÇÂ'ßÇÍIÑÒÜ ÍÅÎÄÍÎÐIÄÍÎ�I ÇÀÄÀ×I ÊÎØI
ÄËß ÀÁÑÒÐÀÊÒÍÈÕ ÏÀÐÀÁÎËI×ÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ
Ó ÊÎÌÏËÅÊÑÍÈÕ IÍÒÅÐÏÎËßÖIÉÍÈÕ ØÊÀËÀÕ

Âñòàíîâëåíî, ùî ÿêùî çíà÷åííÿ íåîäíîðiäíî�� ÷àñòèíè àâòîíîìíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ëi-
íiéíîãî ðiâíÿííÿ íàëåæàòü êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, àñîöiéîâàíié ç îïåðàòîðîì
ðiâíÿííÿ, òî iñíóc cäèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Öåé ôàêò c ïåðåíåñåííÿì âiäî-
ìîãî ðåçóëüòàòó Äà Ïðàòî i Ãðiñâàðäà [1�3], âñòàíîâëåíîãî äëÿ íåïåðåðâíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ
øêàë, íà âèïàäîê êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë.

Is shown that if the values of nonhomogeneous part of autonomous parabolic linear equation
belong to complex interpolation scale associated with the operator of this equation that there is uni-
que classical solution of Cauchy problem. This fact is updating on the case of complex interpolation
scales of known result of Da Prato and Grisvard [1�3], proved for continuous interpolation scale.

Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ âëàñòè-
âîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ àáñòðàêòíî�� ëiíiéíî�� ïàðà-
áîëi÷íî�� çàäà÷i





dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈ (0, T ]

v(0) = 0 ,

(1)

äå îïåðàòîð A íå çàëåæèòü âiä çìiííî�� t ∈
[0, T ] òà c ãåíåðàòîðîì àíàëiòè÷íî�� ïiâãðóïè
[4, 5] â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (V0, || ·
||) iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0.

Âiäîìî iñíóâàííÿ cäèíîãî êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó v ∈ C([0, T ]; V1)∩C1([0, T ]); V0) öic��
çàäà÷i, ÿêùî f çàäîâîëüíÿc óìîâó Ãåëüäå-
ðà àáî f ∈ (C[0, T ]; Vθ), θ ∈ (0, 1) (óìîâè
Äà Ïðàòî òà Ãðiñâàðäà [1, 2, 3]), äå ïðî-
ñòið Vθ ïîðîäæåíèé øëÿõîì iíòåðïîëÿöi�� [6]
ïàðè áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ {V0, V1} äðîáîâè-
ìè ñòåïåíÿìè äåÿêîãî äîïîìiæíîãî îïåðà-
òîðà. Ó äàíié ïðàöi îñòàííié ðåçóëüòàò ïå-
ðåíîñèòüñÿ íà âèïàäîê êîìïëåêñíèõ iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ øêàë ïðîñòîðiâ Vθ, ïðîâîäèòüñÿ
äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(1) òà äîñëiäæåííÿ çàëåæíîñòi âiä ïàðàìå-
òðà s ≥ 0 ðîçâ'ÿçêiâ íåîäíîðiäíî�� çàäà÷i Êî-

øi




dvs(t)

dt
= (A + sX)vs(t) + f(t), s ≥ 0 ,

vs(0) = g ∈ V1 ,
(2)

çáóðåíî�� íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì X íàä
ïðîñòîðîì Vθ.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâíi äëÿ äî-
ñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(2), êîëè îïåðàòîð A ïîðîäæåíèé ðåãóëÿð-
íîþ åëiïòè÷íîþ çàäà÷åþ â îáìåæåíié îá-
ëàñòi, à çáóðåíà çàäà÷à çàãàëîì íå c åëiïòè÷-
íîþ.

Ïîçíà÷åííÿ. Êîðèñòócìîñÿ òåðìiíîëî-
ãicþ [4, 5]. Íåõàé V = {V0; V1} ïàðà áàíà-
õîâèõ ïðîñòîðiâ (V0, ‖ · ‖0) òà (V1, ‖ · ‖1) íàä
C ç íåïåðåðâíèì òà ùiëüíèì âêëàäåííÿì
E10 : V1 → V0.

Çàäàíîìó êóòó ω0 ∈ (π/2, π) çiñòàâè-
ìî ñåêòîð Λ0 = {reiω : ω ∈ [−ω0, ω0], r > 0}
i éîãî çàìèêàííÿ Λ = Λ0

⋃ {0}. Ââåäå-
ìî êëàñ A ñåêòîðiàëüíèõ çàìêíåíèõ ëiíié-
íèõ îïåðàòîðiâ A íàä V0 ç îáëàñòþ âèç-
íà÷åííÿ V1 i òàêèõ, ùî A ∈ L(V1; V0) òà
sup
λ∈Λ

‖(λE10 − A)−1‖L(V0;V1) = K(A) < ∞.
×åðåç L(·) ïîçíà÷àcòüñÿ ïðîñòið ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ. Äàëi R(λ,A) =
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E10(λE10 − A)−1 � ðåçîëüâåíòà. Îïåðàòîðè
êëàñó A ìàþòü âiä'cìíèé òèï r(A) =
{Re λ : λ ∈ σ(A)}.

Çàôiêñócìî äåÿêèé îïåðàòîð J ∈ A. Äëÿ
âñiõ ϑ > 0 ôóíêöiÿ C \ [0, +∞) 3 λ 7−→
(−λ)−ϑ = e−ϑ ln(−λ), äå ln(1) = 0, àíàëiòè÷íà
íà ñïåêòði J . Òîìó, êîðèñòóþ÷èñü ôóíêöiî-
íàëüíèì ÷èñëåííÿì iç [4], ìîæíà âèçíà÷àòè
äðîáîâi ñòåïåíi îïåðàòîðà (−J)−ϑ ∈ L(V ).
Îïåðàòîð (−J)−ϑ âèÿâëÿcòüñÿ îáîðîòíèì òà
îáìåæåíèì îäíî÷àñíî íàä îáèäâîìà ïðîñ-
òîðàìè ïàðè V . Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ Vϑ çà-
ìêíåíîãî îáåðíåíîãî (−J)ϑ = [(−J)−ϑ]−1 :
Vϑ 7−→ V0 íàäiëÿcìî íîðìîþ ãðàôiêà ‖x‖θ =
‖(−J)ϑx‖0. Ïðè ϑ = 1 íîðìà ‖x‖ϑ åêâiâà-
ëåíòíà çàäàííié íà V1 i âêëàäåííÿ V1 ⊂
Vϑ ⊂ V0 íåïåðåðâíi. Ç òîãî, ùî ÿäðî îïåðàòî-
ðà (−J)−ϑ íóëüîâå, âèïëèâàc ùiëüíiñòü öèõ
âêëàäåííü. Ðåêóðåíòíèì ÷èíîì øêàëà ïðî-
ñòîðiâ {Vϑ} ìîæå áóòè âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ
÷èñåë ϑ > 0.

Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ó êëàñi âåêòîð-
ôóíêöié [0, T ] 3 t 7−→ v(t) ∈ V1 ðîçãëÿäàcìî
íåîäíîðiäíó çàäà÷ó Êîøi ç íóëüîâèìè ïî-
÷àòêîâèìè äàíèìè (1), äå âåêòîð-ôóíêöiÿ
[0, T ] 3 t 7−→ f(t) ∈ V0 c çàäàíîþ. Çàäà÷à
c ïàðàáîëi÷íîþ â ñåíñi [6].

Òåîðåìà. Íåõàé çàäàíî äîâiëüíi îïåðà-
òîðè A, J ∈ A òà ÷èñëà 0 < η < ϑ ≤ 1.

(a) ßêùî f(t) ∈ C([0, T ]; Vϑ), òî

v(t) =

∫ t

0

e(t−τ)Af(τ) dτ ∈ C([0, T ]; V1+η)

(3)
òà iñíóc òàêà ñòàëà K > 0, ùî
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖1+η ≤ K max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖ϑ . (4)

(b) Äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóíêöi�� f(t) ∈
C([0, T ]; Vϑ) ó çàäà÷i (1) iñíóc cäèíèé
ðîçâ'ÿçîê êëàñó

C([0, T ]; V1+η)
⋂

C1([0, T ]; Vη)

i öåé ðîçâ'ÿçîê ìàc âèãëÿä (3).
Ïåðøå ç òâåðäæåíü âñòàíîâëþc íåðiâ-

íiñòü òèïó êîåðöèòèâíîñòi (4) äëÿ çàäà÷i (1).

Äðóãå òâåðäæåííÿ ïîëÿãàc â ïåðåíåñåííi âi-
äîìîãî ðåçóëüòàòó Äà Ïðàòî i Ãðiñâàðäà íà
âèïàäîê iíøî�� iíòåðïîëÿöiéíî�� øêàëè ïðî-
ñòîðiâ, à ñàìå ïðîñòîðiâ {Vϑ}, ïîðîäæåíèõ
äðîáîâèìè ñòåïåíÿìè äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî
ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà âiä'cìíîãî òèïó.
Öåé ðåçóëüòàò ôîðìóëþc äîñòàòíi óìîâè
ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (1) ó êëàñè÷íèõ ïðî-
ñòîðàõ âåêòîð-ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ òàêèìè
øêàëàìè.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè cäèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êó î÷åâèäíà, òî çîñåðåäèìîñÿ íà äîâåäåííi
éîãî iñíóâàííÿ òà çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi (3).

Çâóæåííÿ J|V2 : V2 7−→ V1 íàä ïàðîþ
{V1; V2} çàëèøàcòüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïåðà-
òîðîì âiä'cìíîãî òèïó ç òàêèì ñàìèì êóòîì
ω0, ÿê â îïåðàòîðà J . Ñïðàâäi, (λE10−J)−1 :
V1 7−→ V1, äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ %(A) = C\σ(A)
òà

‖(λE10 − J)−1‖L(V1;V2) =

= sup
‖(−J)−1y‖0≤1

‖(−J)(λE10 − J)−1(−J)−1y‖1 ≤

≤ ‖(λE10 − J)−1‖L(V0;V1) ‖J‖L(V1;V0) ≤
≤ K(J)‖J‖L(V1;V0) ,

äå K(J) � ñòàëà ç îçíà÷åííÿ êëàñóA. Çâiäñè
ïðè 0 < b < min

{
−r(J);

1

2K(J)

}
îòðèìócìî

îöiíêó

‖[E00 − b(λE10 − J)−1]−1‖L(V0) ≤

≤
∑∞

k=0
‖b(λE10 − J)−1‖L(V0;V1) ≤ 2,

äå E00 � îäèíè÷íèé îïåðàòîð íàä V0. Äëÿ
÷èñåë a ∈ [b,−r(J)) ìàcìî [0, +∞) ⊂ Λa − b.
Çîêðåìà, äëÿ ÷èñåë λ ≥ 0 ïðàâèëüíà òîòîæ-
íiñòü

(λ+ b)R(λ+ b, J) = E00 +J [(λ+ b)E10−J ]−1,
(5)

ç ÿêî�� äëÿ ñòàëî�� C = 1 + Ka(J) ‖J‖L(V1;V0),
ìàcìî

‖R(λ + b, J)‖L(V0) ≤ C

λ + b
. (6)

Äàëi ç òîòîæíîñòi

R(λ, J) = R(λ + b, J)[E00 − b(λE10 − J)−1]−1,
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äëÿ ÷èñåë λ ≥ 0 îòðèìócìî íàñòóïíó îöiíêó:

‖R(λ, J)‖L(V0) ≤ 2‖R(λ + b, J)‖L(V0) ≤ 2C

λ + b
.

Àáî ïðè ξ = −λ

‖R(ξ, (−J))‖L(V0) ≤ 2C

|ξ|+ b
, ∀ ξ ≤ 0.

Òîáòî îïåðàòîð (−J) ïîçèòèâíèé â ñåíñi îç-
íà÷åííÿ [5, îçíà÷åííÿ 1.14.1]. Äðîáîâi ñòå-
ïåíi ïîçèòèâíèõ îïåðàòîðiâ (−J)ϑ ïîðîäæó-
þòü iíòåðïîëÿöiéíó øêàëó ïðîñòîðiâ Vϑ, ÿêà
âîëîäic âëàñòèâîñòÿìè

[V0, V1]ϑ = Vϑ , [V1, V2]ϑ = V1+ϑ ,

äå ÷åðåç [·, ·]ϑ ïîçíà÷åíî ïðîìiæíèé
ïðîñòið âiäïîâiäíî�� ïàðè, ïîðîäæåíèé
êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi�� [5,
òåîðåìà 1.15.3]. Çãiäíî ç âëàñòèâîñ-
òÿìè iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë, ç ôàêòó,
ùî äëÿ ÷èñåë λ ∈ Λ îïåðàòîðè íàëå-
æàòü äî êëàñiâ (λE10 − J)−1 ∈ L(V0; V1)
i (λE10 − J)−1

|V1
∈ L(V1; V2), âèïëèâàc

(λE10 − J)−1
|Vϑ

∈ L(Vϑ; V1+ϑ) i iñíóc ñòàëà
Cϑ > 0 òàêà, ùî

‖(λE10 − J)−1‖L(Vϑ;V1+ϑ) ≤
≤ Cϑ ‖(λE10 − J)−1‖1−ϑ

L(V0;V1)×
×‖(λE10 − J)−1‖ϑ

L(V1;V2)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ. Îöiíþþ÷è íîðìè ñïðàâà,
ìàcìî

‖(λE10 − J)−1‖L(Vϑ;V1+ϑ) ≤
≤ Cϑ K(J)1−ϑ K(J)ϑ‖J‖ϑ

L(V1;V0) =

= Cϑ K(J)‖J‖ϑ
L(V1;V0) (7)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ. Òàêèì ÷èíîì, çâóæåí-
íÿ J|Vϑ

çàëèøàcòüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïåðà-
òîðîì âiä'cìíîãî òèïó ç êóòîì ω0 íàä ïà-
ðîþ {Vϑ; V1+ϑ}. Ó ðåçóëüòàòi ÷îãî äî îïå-
ðàòîðà J|Vϑ

ìîæåìî çàñòîñóâàòè ôóíêöiî-
íàëüíå ÷èñëåííÿ iç [4], çîêðåìà â ïðîñòîði
L(Vϑ)

⋂L(V1+ϑ) âèçíà÷åíà ïiâãðóïà

e(t−τ)J =
1

2πi

∫

Γa,ω

e(t−τ)λ R(λ, J) dλ, t ≥ τ,

äå êîíòóð Γa,ω = Γ+
a,ω

⋃
Γ−a,ω

⋃
Γ0

a, â ÿêî-
ìó Γ+

a,ω = {reiω : r ≥ a}, Γ−a,ω =

{re−iω : r ≥ a}, Γ0
a = {aeiτ : τ ∈

[ω, 2π − ω]} âèçíà÷àcòüñÿ äîäàòíèìè ÷èñëà-
ìè 0 < a < −r(J|Vϑ

), c : π/2 < ω0 − c < π òà
ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0. ßê âiäîìî [4], ïiâãðóïà
e(t−τ)J âiäîáðàæàc ïðîñòið Vϑ â ïðîñòið V1+ϑ.
À îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ V1+η−ϑ îïå-
ðàòîðà (−J)1+η−ϑ ìiñòèòü ïiäïðîñòið V1+ϑ,
òî âèçíà÷åíèì c äîáóòîê

(−J)1+η−ϑe(t−τ)J =

=
1

2πi

∫

Γa,ω

e(t−τ)λ(−J)1+η−ϑR(λ, J)dλ.

Çíîâó æ òàêè âiäîìî [4], ùî âèçíà÷åíà â
òàêèé ñïîñiá ïiâãðóïà e(t−τ)J c ðiâíîìiðíî
îáìåæåíà é ñèëüíî íåïåðåðâíà íàä ïðîñòî-
ðîì Vϑ, òîìó iíòåãðàë (3) iñíóc (â ñåíñi Áîõ-
íåðà). Îòæå, iñíóc iíòåãðàë

(−J)1+η−ϑv(t) =

∫ t

0

(− J)1+η−ϑe(t−τ)Jf(τ)dτ.

Çâiäcè ó âèïàäêó ðiâíîñòi A = J îòðèìócìî

(−J)1+η−ϑv(t) =

∫ t

0

(−J)1+η−ϑe(t−τ)Jf(τ) dτ =

=
1

2πi

∫

Γa,ω

∫ t

0

e(t−τ)λ(−J)1+η−ϑ×

×R(λ, J)f(τ)dτdλ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü c íàñëiäêîì òåîðåìè Ôó-
áiíi, ÿêó ìîæåìî çàñòîñóâàòè â ñèëó àáñî-
ëþòíî�� çáiæíîñòi iíòåãðàëà. Ïåðåâiðèìî íà-
ÿâíiñòü òàêî�� çáiæíîñòi. Äëÿ öüîãî äî îïåðà-
òîðà J|Vϑ

çàñòîñócìî âiäîìó íåðiâíiñòü [6]

‖(−J)1+η−ϑR(λ, J)‖L(Vϑ) =

= ‖R(λ, J)‖L(Vϑ;V1+η) ≤ C ′

|λ|ϑ−η
, λ ∈ Λ0,

äå C ′ > 0 äåÿêà ñòàëà. Ç íå�� îòðèìócìî

‖R(λ, J) f(τ)‖1+η ≤
≤ ‖R(λ, J)‖L(Vϑ;V1+η)‖f(τ)‖ϑ ≤

≤
C ′max

τ∈[0,T ]
‖f(τ)‖ϑ

|λ|ϑ−η
, λ ∈ Λ0.
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî cos ω < 0, ïðèõîäè-
ìî äî îöiíîê

‖v(t)‖1+η = ‖(−J)1+η−ϑv(t)‖ϑ ≤

≤ 1

2π

∫

Γa,ω

t∫

0

|e(t−τ)λ| ‖R(λ, J) f(τ)‖1+ηdτ×

×|dλ| ≤
C ′max

τ∈[0,T ]
‖f(τ)‖ϑ

2π
×

×
∫

Γa,ω

t∫

0

e(t−τ)|λ| cos ω dτ
|dλ|
|λ|ϑ−η

=

=

C ′max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖ϑ

2π

∫

Γa,ω

et|λ| cos ω − 1

|λ| cos ω

|dλ|
|λ|ϑ−η

≤

≤
C ′max

τ∈[0,T ]
‖f(τ)‖ϑ

−2π cos ω

∫

Γa,ω

|dλ|
|λ|1+ϑ−η

=

=

C ′max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖ϑ

−π cos ω

[ +∞∫

a

dr

r1+ϑ−η
+

(π − ω)

a1+ϑ−η

]
< ∞.

Òàêèì ÷èíîì, iíòåãðàë àáñîëþòíî çáiæíèé.
Áiëüøå òîãî, v(t) ∈ V1+η äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] i,
ïðèïóñêàþ÷è, ùî

K =
C ′

−π cos ω

[ ∫ +∞

a

dr

r1+ϑ−η
+

(π − ω)

a1+ϑ−η

]
,

ïðèõîäèìî äî íåðiâíîñòi êîåðöèòèâíîñòi (4)
ó âèïàäêó ðiâíèõ îïåðàòîðiâ A = J .

Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ A
íà îáëàñòi âèçíà÷åííÿ éîãî ñòåïåíi D[(−A)ϑ]
çàäàìî íîðìó ãðàôiêà ‖x‖ϑ,A = ‖(−A)ϑx‖0.
Çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöiîíàëüíîãî
÷èñëåííÿ, îïåðàòîð (−J)−ϑ çàëèøàc iíâàði-
àíòíèì ïiäïðîñòið V1, à îïåðàòîð (−A)ϑ ó
ñâî��é îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ìiñòèòü V1. Òîìó
íà V1 âèçíà÷åíèì c äîáóòîê (−A)ϑ(−J)−ϑ.
Îòæå,

‖x‖ϑ,A = ‖(−A)ϑ(−J)−ϑ(−J)ϑx‖0 ≤
≤ ‖(−A)ϑ‖L(D[(−A)ϑ]; V0) ‖(−J)−ϑ‖L(V0;Vϑ) ‖x‖ϑ

äëÿ âñiõ x ∈ V1. Â ñèëó ùiëüíîñòi V1 â Vϑ,
íàâåäåíó íåðiâíiñòü ìîæíà çà íåïåðåðâíiñòþ
ðîçøèðèòè äî âiäîáðàæåííÿ

(−A)ϑ(−J)−ϑ : Vϑ 7−→ D[(−A)ϑ].

Öå âiäîáðàæåííÿ ií'cêòèâíå, áî c
êîìïîçèöicþ îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ. Çà-
ìiíþþ÷è â ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ îïåðà-
òîð J íà A, ïåðåêîíócìîñÿ, ùî îáåðíåíèé
îïåðàòîð (−J)ϑ(−A)−ϑ òàêîæ çäiéñíþc
íåïåðåðâíå òà ií'cêòèâíå âiäîáðàæåííÿ
D[(−A)ϑ] â Vϑ. Òàêèì ÷èíîì, ìàc ìiñöå
íàñòóïíèé içîìîðôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ:

D[(−A)ϑ] ' Vϑ

i â íàâåäåíîìó âèùå äîâåäåííi ìîæåìî çàìi-
íèòè îïåðàòîð J íà äîâiëüíèé îïåðàòîð A ∈
A.

Äîâåäåìî (b). Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî
çàäîâîëüíÿcòüñÿ ñèëüíiøà óìîâà ùîäî ôóí-
êöi�� f(t), à ñàìå íåõàé f(t) ∈ C([0, T ]; V1). Ç
òîãî, ùî îïåðàòîð A c ãåíåðàòîðîì ïiâãðóïè
(äèâ. [4]) ïðè t− τ > 0, ìàcìî

∫ t

τ

Ae(ς−τ)Af(τ) dς =

=

∫ t

τ

d

dς
e(ς−τ)Af(τ) dς = e(t−τ)Af(τ)− f(τ).

Çâiäêè îòðèìócìî

v(t) =

∫ t

0

e(t−τ)Af(τ) dτ =

=

∫ t

0

f(τ) dτ +

∫ t

0

∫ t

τ

Ae(ς−τ)Af(τ) dς dτ =

=

∫ t

0

[
f(τ) + A

∫ t

τ

e(ς−τ)Af(τ) dς
]
dτ =

=

∫ t

0

[
f(τ) + Av(τ)

]
dτ.

Òîìó v(t) ∈ C1([0, T ]; V1), à ôóíêöiÿ v(t) c
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1).

Äëÿ äîâiëüíî�� ôóíêöi�� f(t) ∈ C([0, T ]; Vϑ)
ïðèïóñòèìî, ùî fε(t) = eεAf(t). Îñêiëüêè
ïiâãðóïà eεA âiäîáðàæàc Vϑ â V1+ϑ, òî fε(t) ∈
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C([0, T ]; V1+ϑ). Òîìó íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi
(4) ìàcìî

vε(t) :=

∫ t

0

e(t−τ)Afε(τ) dτ ∈ C([0, T ]; V1+η).

(8)
Çàñòîñîâóþ÷è äî îïåðàòîðà A ôóíêöiîíà-

ëüíå ÷èñëåííÿ iç [4], îòðèìócìî

eεA A−ϑ − A−ϑ =

=
1

2πi

∫

Γa,ω

eελ − 1

(−λ)ϑ
R(λ,A) dλ ∈ L(V0) .

Ïðè b = 0 òîòîæíiñòü (5) i ÿê íàñëiäîê íå-
ðiâíiñòü (6) ïðàâèëüíi äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ Λ0.
Òîáòî ïðè J = A ìàcìî

‖R(λ,A)‖L(V0) ≤ C

|λ| , λ ∈ Λ0 .

Îòæå, íà êîíòóði Γa,ω ïiäiíòåãðàëüíà ôóíê-
öiÿ çàäîâîëüíÿc íåðiâíîñòi

∥∥∥eελ − 1

(−λ)ϑ
R(λ, A)

∥∥∥
L(V0)

≤ 2C0 erε cos ω

r1+ϑ
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî cos ω < 0 ïðè λ = reiω ∈
Γa,ω, îòðèìócìî

‖eεA A−ϑ − A−ϑ‖L(V0) ≤

≤ C0

π

∫

Γa,ω

|eελ − 1| |dλ|
r1+ϑ

≤

≤ 2C0

π

[ ∫ +∞

a

dr

r1+ϑ
+

π − ω

a1+ϑ

]
:= C1 < ∞.

Çâiäñè ïðèõîäèìî äî ðiâíîìiðíèõ çà âñiìà
t ∈ [0, T ] íåðiâíîñòåé

max
t∈[0,T ]

‖fε(t)− f(t)‖ϑ =

= max
t∈[0,T ]

‖(eεA A−ϑ − A−ϑ)Aϑf(t)‖ϑ ≤

≤ max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖ϑ ‖eεA A−ϑ − A−ϑ‖L(V0)×

×‖Aϑ‖L(Vϑ;V0) ≤ C1 max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖ϑ ‖Aϑ‖L(Vϑ;V0).

Òîáòî ðiâíîìiðíî çà âñiìà t ∈ [0, T ] ïðè ε →
0 ìàcìî

C([0, T ]; V1) 3 fε(t) −→−→ f(t) ∈ C([0, T ]; Vϑ).

Ç íåðiâíîñòi êîåðöèòèâíîñòi (4) âèïëèâàc

C([0, T ]; V1+η) 3 vε(t) −→−→
−→−→ v(t) ∈ C([0, T ]; V1+η)

ðiâíîìiðíî çà âñiìà t ∈ [0, T ] ïðè ε → 0.
Äëÿ êîæíîãî ε > 0 çàäîâîëüíÿcòüñÿ ðiâíÿí-
íÿ (1). Òîìó ïðè ε → 0 îòðèìócìî

max
t∈[0,T ]

‖v′ε(t)− v′(t)‖η ≤

≤ ‖A(vε(t)− v(t))‖η + max
t∈[0,T ]

‖fε(t)− f(t)‖η ≤

≤ C2 ‖vε(t)− v(t)‖1+η+

+C3 max
t∈[0,T ]

‖fε(t)− f(t)‖ϑ → 0,

äå ñòàëà C2 õàðàêòåðèçóc âñòàíîâëåíèé âè-
ùå içîìîðôiçì D[(−A)1+η] ' V1+η, à ñòà-
ëà C3 c íîðìîþ íåïåðåðâíîãî âêëàäåííÿ
Vϑ ⊂ Vη. Iíøèìè ñëîâàìè, ìàcìî v(t) ∈
C1([0, T ]; Vη).

Ïiäñóìîâóþ÷è, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó,
ùî ôóíêöiÿ v(t) íàëåæèòü äî êëàñó

C1([0, T ]; Vη)
⋂

C([0, T ]; V1+η)

òà c ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1). Òåîðåìà äîâåäå-
íà.

Íåîáìåæåíi çáóðåííÿ. Äîâåäåíà òåî-
ðåìà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äî äîñëiäæåííÿ
çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðà s ≥ 0 ðîçâ'ÿçêiâ
[0, T ] 3 t 7−→ vs(t) ∈ V1 íåîäíîðiäíî�� çàäà÷i
Êîøi




dvs(t)

dt
= (A + sX)vs(t) + f(t), s ≥ 0 ,

vs(0) = g ∈ V1 ,
(9)

çáóðåíî�� íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì X íàä
ïðîñòîðîì V0. Ïðèïóñêàcìî, ùî îáëàñòü âè-
çíà÷åííÿ çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà X íàëå-
æèòü øêàëi Vα ïðè 0 < α < 1. Òîäi îáëàñòþ
âèçíà÷åííÿ çáóðåíîãî îïåðàòîðà A + sX çà-
ëèøàcòüñÿ ïðîñòið V1. Äëÿ äîâåäåííÿ íàñ-
òóïíèõ òâåðäæåíü íàëåæèòü ïîâòîðèòè ìið-
êóâàííÿ ç ïðàöi [7] ç òicþ ðiçíèöåþ, ùî, çà-
ìiñòü ïîñèëàíü íà ðåçóëüòàò Äà Ïðàòî i Ãði-
ñâàðäà, íàëåæèòü âèêîðèñòàòè äîâåäåíó âè-
ùå òåîðåìó.
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Íàñëiäîê 1. Íåõàé çàäàíî ÷èñëà 0 <
ϑ ≤ 1 òà 0 < α < 1 i îïåðàòîðè A ∈ A òà
X ∈ L(Vα; V0).

(a) Äëÿ áóäü-ÿêî�� ôóíêöi�� f(t) ∈
C([0, T ]; Vϑ) ó êëàñi

C([0, T ]; V1)
⋂

C1([0, T ]; V0)

iñíóc cäèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9) i äëÿ âñiõ
s ≥ 0 éîãî ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿäi

vs(t) = et(A+sX)g +

∫ t

0

e(t−τ)(A+sX)f(τ) dτ.

(b) Çà óìîâè f(t) ∈ C([0, T ]; Vϑ) ðîçâ'ÿ-
çîê vs(t) çàäà÷i (9) ÿê ôóíêöiÿ ïàðàìåòðà

[0, +∞) 3 s 7−→ vs(t) ∈ V1 , ∀ t ∈ [0, T ],

áóäå ðiâíîìiðíî (ïî âñiõ t ∈ [0, T ]) íåïåðåðâ-
íîþ â íóëi çà íîðìîþ ïðîñòîðó Vϑ (a òîìó
i íîðìîþ ïðîñòîðó V0), òîáòî

lim
s→+0

max
t∈[0,T ]

‖vs(t)− v(t)‖ϑ = 0.

Íàñëiäîê 2. Íåõàé çàäàíî ÷è-
ñëî 0 < α < 1 i îïåðàòîðè A ∈ A òà
X ∈ L(Vα; V0). ßêùî âèêîíócòüñÿ óìî-
âà f(t) ∈ C([0, T ]; V1), òî iñíóc ñòàëà
K > 0 òàêà, ùî ðîçâ'ÿçîê vs(t) çàäà÷i (9)
çàäîâîëüíÿc íåðiâíîñòi

max
t∈[0,T ]

‖vs(t)‖1 ≤ K ,

äå ñòàëà K íå çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà
s ≥ 0.
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