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IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ ЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

ПЕРШОГО ПОРЯДКУ ЗI ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ
У ПРОСТОРI ШВИДКО СПАДНИХ ФУНКЦIЙ

Встановлено достатнi умови iснування у просторi швидко спадних функцiй розв’язку лi-
нiйного неоднорiдного рiвняння з частинними похiдними першого порядку зi змiнними кое-
фiцiєнтами та задачi Кошi для такого рiвняння.

We find sufficient conditions for the existence of a solution of a linear non-homogeneous partial
differential equation of the first order with variable coefficients, and the Cauchy problem for the
equation.

1. Вступ. Диференцiальнi рiвняння пер-
шого порядку з частинними похiдними до
сьогоднi залишаються цiкавим об’єктом до-
слiдження, оскiльки такi рiвняння описують
багато цiкавих фiзичних явищ. Так, Дж. Уi-
зем та М. Лайтхiлл показали, що рiвняння
першого порядку можуть використовувати-
ся для моделювання процесiв в диспергую-
чих середовищах [1, 2], паводкових явищ [3],
хвиль в транспортних потоках [4, 5]. Проте
слiд зауважити, що подiбнi рiвняння станов-
лять значний iнтерес i як допомiжнi зада-
чi, якi з’являються, наприклад, при засто-
суваннi асимптотичних методiв для побудо-
ви наближених розв’язкiв сингулярно збу-
рених диференцiальних рiвнянь з частин-
ними похiдними, зокрема, таких як рiвнян-
ня Кортевега-де Фрiза, рiвняння sin-Gordon,
нелiнiйне рiвняння Шредiнгера, та iнш. [6].
При цьому головнi члени вiдповiдних асим-
птотичних розв’язкiв визначаються з квазi-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь першого
порядку, а вищi члени – з лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь з частинними похiдними.

Квазiлiнiйнi диференцiальнi рiвняння з
частинними похiдними вивчалися багатьма
авторами. Так, в [7] дослiджено умови iсну-
вання розв’язку задачi Кошi вигляду

ut + (f(x, t, u))x = 0, u(x, 0) = u0(x), (1)

для випадку, коли початкова функцiя u0(x)
є кусково-неперервною i точки її розриву є

точками розриву першого роду, а їх кiль-
кiсть – не бiльш нiж злiченна. За певних
умов на функцiю f(x, t, u) доведено [7] iсну-
вання та єдинiсть розв’язку задачi Кошi (1)
i отримано спiввiдношення, якому задоволь-
няє розв’язок цiєї задачi Кошi на кривiй роз-
риву.

Результати статтi [7] отримали розвиток
в [8], де вивчено питання про iснування на
множинi Ω = R × [0; T ] узагальнених ен-
тропiйних розв’язкiв квазiлiнiйного рiвнян-
ня вигляду

ut + (f(u))x = 0, (2)

тобто таких кусково-гладких функцiй u =
u(x, t), якi для всiх ϕ(x, t) ∈ C∞

0 (Ω) задо-
вольняють iнтегральне спiввiдношення∫

Ω

(uϕt + f(u)ϕx) dt dx = 0. (3)

За умови, що функцiя f(u) в (2) на кри-
вiй розриву Γ функцiї u(x, t) на множинi Ω
задовольняє умову Ранкiна-Гюгонiо [9]

dx

dt
=

[f(u)]Γ
[u]Γ

=
f(u+)− f(u−)

u+ − u−
, (4)

де x = x(t) – рiвняння кривої Γ, [u]Γ =
u+ − u− – стрибок функцiї u(x, t) на кривiй
Γ, [f(u)]Γ = f(u+)−f(u−) – стрибок функцiї
f(u) на кривiй Γ, в [8] показано: якщо куско-
во гладка функцiя u = u(x, t), що визначе-
на на множинi Ω i яка має кiлька компонент
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гладкостi Ω1, Ω2, . . ., Ωn i, вiдповiдно, кiлька
кривих розриву першого роду Γ1, Γ2, . . ., Γk,

для яких Ω =

(
n⋃

i=1

Ωi

)
∪

(
k⋃

i=1

Γi

)
, то фун-

кцiя u = u(x, t) є узагальненим розв’язком
(в сенсi iнтегральної тотожностi (3)) рiвня-
ння (2) на множинi Ω тодi i лише тодi, коли
функцiя u(x, t) є класичним розв’язком цьо-
го рiвняння в околi кожної точки гладкостi,
тобто на кожнiй множинi Ωi, i = 1, n, i при
цьому задовольняє умову Ранкiна-Гюгонiо
(4) на кожнiй кривiй розриву Γi, i = 1, k, за
виключенням скiнченного числа точок пере-
тину кривих Γi, i = 1, 2.

Рiвняння (2) вiдоме в лiтературi як рiв-
няння Хопфа. Властивостi його розв’язкiв
дослiджувалися в [10] за допомогою мето-
ду зникаючої в’язкостi, тобто вивчення вла-
стивостей розв’язкiв рiвняння (2) зводилося
до аналiзу розв’язкiв сингулярно збуреного
рiвняння Бюргерса вигляду

ut + (f(u))x = εuxx, (5)

та подальшого граничного (ε → 0) переходу.
У [11] отримано достатнi умови iснування

в просторi швидко спадних функцiй розв’яз-
кiв рiвняння Хопфа зi змiнними коефiцiєн-
тами вигляду

a(x, t)ut + b(x, t)uux = 0

та задачi Кошi для нього. Крiм того, в [12,
13] дослiджено умови iснування розривного
розв’язку для такого рiвняння та отримано
умови типу Гюгонiо.

У [14] отримано достатнi умови iснува-
ння у просторi швидко спадних функцiй
розв’язкiв неоднорiдного лiнiйного звичай-
ного диференцiального рiвняння з опера-
тором Шредiнгера, яке виникає при побу-
довi старших членiв сингулярної частини
асимптотичних однофазових солiтоноподi-
бних розв’язкiв сингулярно збуреного рiвня-
ння Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефi-
цiєнтами.

У данiй статтi розглядається лiнiйне ди-
ференцiальне рiвняння першого порядку з
частинними похiдними i змiнними коефiцi-
єнтами та дослiджуються умови iснування

його розв’язкiв у просторi швидко спадних
функцiй. Крiм того, вивчається питання про
iснування у просторi швидко спадних фун-
кцiй розв’язку задачi Кошi для згаданого
вище рiвняння.

Такi задачi виникають, наприклад, при
побудовi асимптотичних солiтоноподiбних
розв’язкiв сингулярно збуреного рiвняння
Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєн-
тами [15 – 18].

2. Iснування розв’язку лiнiйного не-
однорiдного рiвняння зi змiнними кое-
фiцiєнтами у просторi швидко спадних
функцiй. Позначимо через S = S(R) про-
стiр таких нескiнченно диференцiйовних на
множинi R функцiй u(x), що для довiльного
цiлого числа m ≥ 0 виконується умова [19]

+∞∫

−∞

(Dm
x u)2 dx +

+∞∫

−∞

(
1 + x2

)m
u2dx < ∞,

а через C∞(0, T ; S) — простiр нескiнченно
диференцiйовних на множинi R×[0; T ] фун-
кцiй u(x, t) зi значеннями в просторi S =
S(R), тобто таких функцiй, що для довiль-
них цiлих чисел m, k ≥ 0 виконується умова

+∞∫

−∞

(
Dm

x Dk
t u

)2
dx+

+

+∞∫

−∞

(
1 + x2

)m (
Dk

t u
)2

dx < ∞.

Розглянемо питання про iснування в про-
сторi C∞(0, T ; S) розв’язкiв лiнiйного нео-
днорiдного диференцiального рiвняння з ча-
стинними похiдними першого порядку ви-
гляду

a(x, t)ut + b(x, t)ux + c(x, t)u = f(x, t), (6)

де a(x, t), b(x, t), c(x, t) – нескiнченно ди-
ференцiйовнi за змiнними x, t функцiї, для
яких виконується умова

a(x, t) b(x, t) 6= 0, (x, t) ∈ R× [0; T ]. (7)

З системи рiвнянь характеристик для рiв-
няння (6) для визначення її перших iнтегра-
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лiв знаходимо систему звичайних диферен-
цiальних рiвнянь вигляду

d x

d t
=

b(x, t)

a(x, t)
, (8)

d u

d x
= −c(x, t)

b(x, t)
u +

f(x, t)

b(x, t)
. (9)

Рiвняння (8) є нелiнiйним звичайним ди-
ференцiальним рiвнянням першого порядку,
яке при досить загальних умовах в околi до-
вiльної точки (x0, t0) ∈ R× [0; T ] має розв’я-
зок x = h(t, c1), t ∈ (t0− δ, t0 + δ), c1 ∈ R, що
задовольняє початкову умову h(t0, c1) = x0.

Розглядаючи рiвнiсть x = h(t, c1), t ∈
(t0 − δ, t0 + δ), як рiвняння стосовно c1, зна-
ходимо перший iнтеграл системи характе-
ристик для (6), який позначимо ϕ(x, t) =
c1. Крiм того, з рiвностi x = h(t, c1), t ∈
(t0 − δ, t0 + δ), знаходимо спiввiдношення
t = g(x, c1), x ∈ R.

Рiвняння (9) є лiнiйним неоднорiдним
звичайним диференцiальним рiвнянням
першого порядку, з якого знаходимо ще
один перший iнтеграл системи характери-
стик для рiвняння (6), який можна записати
у виглядi ψ(x, t, u) = c2, де

ψ(x, t, u) = [u−B(x, t)] eA(x,t),

A = A(x, t) =

x∫

x0

c(τ, g(τ, ϕ(x, t)))

b(τ, g(τ, ϕ(x, t)))
dτ, (10)

B = B(x, t) = (11)

=

x∫

x0

eA(τ,t)−A(x,t)f(τ, g(τ, ϕ(x, t)))

b(τ, g(τ, ϕ(x, t)))
dτ.

Тодi загальний розв’язок рiвняння (6) мо-
жна записати у неявному виглядi таким чи-
ном

Φ (ϕ(x, t), ψ(x, t, u)) = 0. (12)

Тут Φ(ϕ, ψ) ∈ C∞(Ξ;R) – така функцiя,
що повна похiдна за змiнною u вiд фун-
кцiї в лiвiй частинi (12) не дорiвнює нулевi
для всiх (x, t, u) з множини G значень змiн-
них (x, t, u) вiдображення (x, t, u) → (ϕ, ψ),
де позначено ϕ = ϕ(x, t), ψ = ψ(x, t, u) i

припускається, що iснує хоча б одна точка
(ϕ0, ψ0) ∈ Ξ, для якої Φ(ϕ0, ψ0) = 0.

Має мiсце твердження.
Теорема 1. Нехай виконуються умови:

1. функцiї a(x, t), b(x, t), c(x, t), f(x, t) в
(6) є нескiнченно диференцiйовними i
задовольняють умову (7);

2. функцiї A(x, t), B(x, t) ∈ C∞(0, T ; S);

3. перший iнтеграл ϕ(x, t) = c1, c1 ∈ R,
рiвняння (6) визначений при всiх x ∈ R
i задовольняє при всiх (x, t) ∈ R× [0; T ]
i деяких α, β ∈ R, де α 6= 0, нерiвнiсть

|ϕ(x, t)| ≥ |αx + β| ;

4. похiднi функцiї ϕ = ϕ(x, t) задовольня-
ють при всiх (x, t) ∈ R× [0, T ] нерiвно-
стi
∣∣∣∣

∂n+m

∂xn∂tm
ϕ(x, t)

∣∣∣∣ ≤ (Mnm|x|+ Nnm)lnm ,

де Mnm, Nnm – деякi дiйснi додатнi
сталi, а lnm – натуральнi числа, n,m ∈
N ∪ {0};

5. функцiя u = u(x, t), яка неявним чином
визначається iз спiввiдношення (12), є
неперервно диференцiйовною i обмеже-
ною для всiх (x, t) ∈ R× [0; T ];

6. функцiя Φ(ϕ, ψ) ∈ C∞(Ξ; S) i для її
частинної похiдної першого порядку за
змiнною ψ iснує така стала C > 0, що
для всiх ϕ, ψ ∈ Ξ виконується нерiв-
нiсть ∣∣∣∣

∂

∂ ψ
Φ(ϕ, ψ)

∣∣∣∣ ≥ C.

Тодi похiднi ux(x, t), ut(x, t) належать
простору C∞(0, T ; S).

Доведення. Для доведення теореми 1
достатньо знайти похiднi ux(x, t), ut(x, t) iз
спiввiдношення (12). Маємо:

ux = −e−A ∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1
∂ϕ

∂x
−∂A

∂x
(u−B)+

∂B

∂x
,

ut = −e−A ∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1
∂ϕ

∂t
−∂A

∂t
(u−B)+

∂B

∂t
,
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де функцiї A = A(x, t), B = B(x, t) визначе-
нi формулами (10), (11).

З умови 6 теореми 1 випливає, що фун-
кцiя A = A(x, t) набуває найбiльшого i най-
меншого значення на множинi R× [0, T ]. То-
дi, враховуючи умови 3, 4 теореми 1, отри-
муємо, що функцiї

e−A ∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1
∂ϕ

∂x
, e−A ∂Φ

∂ϕ

(
∂Φ

∂ψ

)−1
∂ϕ

∂t

належать простору C∞(0, T ; S).
Оскiльки розв’язок рiвняння (12) – фун-

кцiя u(x, t), обмежений, то з умов 2, 5, 6 те-
ореми 1 слiдує, що функцiї ux(x, t), ut(x, t)
належать простору C∞(0, T ; S).

Теорему 1 доведено.
3. Задача Кошi. Розглянемо рiвняння

(6) з початковою умовою

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (13)

де функцiя u0 ∈ S(R), та встановимо умови
iснування в просторi C∞(0, T ; S) розв’язку
задачi Кошi (6), (13).

Використовуючи метод характеристик, iз
спiввiдношення (12), враховуючи початкову
умову (13), знаходимо розв’язок задачi Кошi
(6), (13) у явному виглядi. Маємо

u(x, t) = e−A(x,t)
[
eC(x,t,x0)u0(h(0, ϕ(x, t))−

−D(x, t, x0)−B(x, t)] , (14)

де
C(x, t, x0) =

=

h(0,ϕ(x,t))∫

x0

c(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))

b(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))
dτ,

D(x, t, x0) =

h(0,ϕ(x,t))∫

x0

e−C(x,t,τ)×

×f(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))

b(τ, g(τ, ϕ(h(0, ϕ(x, t)), 0)))
dτ,

точка x0 ∈ R є довiльною.
Тодi враховуючи формулу (14) розв’язку

задачi Кошi (6), (13), отримуємо таке твер-
дження.

Теорема 2. Нехай виконуються умови
1 – 4 теореми 1, функцiї u0(h(0, ϕ(x, t)),
C(x, t) та D(x, t) належать простору
C∞(0, T ; S).

Тодi розв’язок задачi Кошi (6), (13) нале-
жить простору C∞(0, T ; S).

Доведення. Оскiльки функцiя e−A(x,t)

обмежена на множинi R× [0; T ], то iз зобра-
ження (14) для розв’язку задачi Кошi (6),
(13) випливає, що функцiя u(x, t) належить
простору C∞(0, T ; S).

4. Приклад. Розглянемо задачу Кошi
вигляду

ut + ux = −4 ch−3 (x + t) sh (x + t), (15)

(x, t) ∈ R× [0; T ],

з початковою умовою

u(x, 0) = ch−2 x, x ∈ R. (16)

Рiвняння для визначення перших iнте-
гралiв системи характеристик для (15) ма-
ють вигляд

dx

dt
= 1,

du

dx
= −4 ch−3 (x + t) sh (x + t),

звiдки знаходимо першi iнтеграли

x− t = c1, u− ch−2(x + t) = c2.

Поклавши ϕ(x, t) = x − t, ψ(x, t, u) = u −
ch−2(x + t), знаходимо g(x, c1) = x − c1,
h(t, c1) = t + c1 i переконуємося, що умо-
ви теореми 2 виконуються. Отже, задача
Кошi (15), (16) має розв’язок у просторi
C∞(0, T ; S), де T > 0 – довiльне, але фiксо-
ване число.

Зауважимо, шо розв’язок цiєї задачi Ко-
шi можна записати у явному виглядi насту-
пним чином

u(x, t) = ch−2(x + t), (x, t) ∈ R2.

5. Висновки. Встановлено достатнi умо-
ви iснування у просторi швидко спадних
функцiй розв’язку лiнiйного неоднорiдного
рiвняння з частинними похiдними першого
порядку зi змiнними коефiцiєнтами та зада-
чi Кошi для такого рiвняння.
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