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Äîñëiäæåíi óìîâè ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ.

Conditions pointwise adaptability constituend operators in�nite order relativery of di�erenti-
ation and integration operators is investigated.

Ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ âèâ÷àëèñÿ óìîâè çà-
ñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íå-
ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó äî ðiçíèõ ïðîñòîðiâ
àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié (äèâ. áèáëiîãðàôiþ â
[1]). Âàæëèâå ìiñöå çàéìà¹ âèâ÷åííÿ óìîâ
ïîòî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi äèôåðåíöiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ùî çðî-
áëåíî â ïðàöÿõ Þ.Ô. Êîðîáåéíiêà òà éîãî
ó÷íiâ [1]�[4].

Ó öié ñòàòòi äîñëiäæóþòüñÿ óìîâè ïî-
òî÷êîâî¨ çàñòîñîâíîñòi ñêëàäîâèõ îïåðàòî-
ðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî îïå-
ðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ.
Ïðè îäåðæàííi íåîáõiäíèõ óìîâ çàñòîñîâíî-
ñòi âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïî-
ðÿäêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïðèíöèï ðiâíîìið-
íî¨ îáìåæåíîñòi. Íàâåäåíî äîâåäåííÿ îñíîâ-
íèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî àíîíñîâàíi â [5].

Íåõàé G� äîâiëüíà îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, à H(G)� ïðîñòið óñiõ àíàëiòè÷íèõ
â îáëàñòi G ôóíêöié, íàäiëåíèé òîïîëîãi¹þ
êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi.

Íàâåäåìî ñïî÷àòêó äåÿêi äîïîìiæíi òâåð-
äæåííÿ.

Ëåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü
êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, à (Ln)∞n=1 � òàêà ïî-
ñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà H(G), ùî ∀f ∈ H(G) ÷èñëîâà ïîñëi-
äîâíiñòü (Lnf)∞n=1 ¹ îáìåæåíîþ. Òîäi iñíó¹
îáëàñòü G1, ÿêà êîìïàêòíî ìiñòèòüñÿ â
G(òîáòî G1 ⊂ G), i äëÿ ÿêî¨ âñi ôóíêöiî-
íàëè ïîñëiäîâíîñòi (Ln) îäíîçíà÷íî ïðîäîâ-
æóþòüñÿ äî ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ íà H(G1) i ∀f ∈ H(G1) ïîñëiäîâíiñòü

(Lnf) ¹ îáìåæåíîþ.
Äîâåäåííÿ. Çà óìîâîþ ëåìè 1, ïîñëiäîâ-

íiñòü ôóíêöiîíàëiâ (Ln) ¹ ïîòî÷êîâî îáìå-
æåíîþ íà H(G). Òîäi, çà òåîðåìîþ Áàíàõà�
Øòåéíãàóçà, âîíà îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà íà
H(G). Òîìó iñíóþòü ñòàëà C > 0 i îáëàñòü
G
′
1 ⊂ G, äëÿ ÿêî¨ G

′
1 ⊂ G òàêi, ùî

∀f ∈ H(G) ∀n ≥ 1 :

|Ln(f)| ≤ C max{|f(z)| : z ∈ G
′
1}. (1)

Çà òåîðåìîþ 9 ç [6] êîæåí iç ôóíêöiîíàëiâ
Ln, n = 1, 2, ... îäíîçíà÷íî ïðîäîâæó¹òüñÿ
äî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëà íà
ïðîñòîði B(G

′
1), äå B(G

′
1) � áàíàõîâèé ïðî-

ñòið ôóíêöié, ÿêi àíàëiòè÷íi â G
′
1 i íåïå-

ðåðâíi íà G
′
1 ç íîðìîþ ||f || = max{|f(z)| :

z ∈ G
′
1}, f ∈ B(G

′
1). Çáåðiãàþ÷è äëÿ ïðîäîâ-

æåíèõ ôóíêöiîíàëiâ ïîïåðåäíi ïîçíà÷åííÿ,
çà òåîðåìîþ Áàíàõà�Øòåéíãàóçà îäåðæèìî,
ùî íåðiâíîñòi (1) âèêîíóþòüñÿ òàêîæ äëÿ
êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ B(G

′
1). Âçÿâøè äîâiëü-

íó îáëàñòü G1, äëÿ ÿêî¨ G
′
1 ⊂ G1 ⊂ G1 ⊂ G,

îäåðæèìî øóêàíó îáëàñòü G.
Ëåìà 2. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (c
(k)
n )∞n=0, k = 1,m,

lim
n→∞

n

√
|c(k)

n | = ck, k = 1,m, ïðè÷îìó

ci 6= cj, i 6= j. Òîäi lim
n→∞

n

√
|

m∑
n=1

c
(k)
n | =

max{ck, k = 1,m}.
Äîâåäåìî îñíîâíå òâåðäæåííÿ ñòàòòi.
Òåîðåìà 1. Íåõàé G � äîâiëüíà îáëàñòü

êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè C, à zk ∈ G, k = 1,m,
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ïðè÷îìó zk 6= zm ïðè k 6= m. Òîäi äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë (a

(k)
n )∞n=0, k =

1,m ðiâíîñèëüíi íàñòóïíi óìîâè:
a) ðÿä

∞∑
n=0

m∑

k=1

a(k)
n f (n)(zk) (2)

çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðî-
ñòîðó H(G);

á) lim
n→∞

n

√
n!|a(k)

n | < ρ(zk, ∂G) ïðè k = 1,m,

äå ρ(z, ∂G) = inf{|z − t| : t ∈ ∂G};
â) ðÿäè

∞∑
n=0

a
(k)
n f (n)(zk), k = 1,m çáiãàþ-

òüñÿ îäíî÷àñíî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ f ∈
H(G).

Äîâåäåííÿ. Óìîâà à) âèïëèâà¹ ç â). Çà
òåîðåìîþ 1, ç [2] óìîâà á) âèïëèâà¹ ç â). Äî-
âåäåìî òåïåð, ùî ç à) âèïëèâà¹ á). Íåõàé ðÿä
(2) çáiãà¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðî-
ñòîðó H(G). Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî âèêî-
íóþòüñÿ íåðiâíîñòi

lim
n→∞

n

√
n!|a(k)

n | < ∞, k = 1,m. (3)

Ðîçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ (Ln)∞n=0 íà ïðîñòîði
H(G):

Ln(f) =
m∑

n=1

a(k)
n f (n)(zk). (4)

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì, ïîñëiäîâíiñòü
(Ln)∞n=0 ïîòî÷êîâî îáìåæåíà íà ïðîñòîði
H(G). Çà òåîðåìîþ Áàíàõà-Øòåéíãàóçà,
âîíà ¹ îäíîñòàéíî íåïåðåðâíîþ, òîáòî iñíó¹
êîìïàêòíà ìíîæèíà K ⊂ G i ñòàëà C > 0,
äëÿ ÿêèõ

|Lnf | ≤ C max{|f(z)| : z ∈ K},
n = 0, 1, ..., f ∈ H(G). (5)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå k, k = 1,m. Ââàæàþ÷è
â n-ié íåðiâíîñòi (5) f(z) = 1

z−zk

m∏
i=1

(z−zi)
n+1,

îäåðæèìî

|a(k)
n n!

m∏

i=1,i 6=k

(zk − zi)
n+1| ≤

≤ C max{| 1

z − zk

m∏
i=1

(z − zi)
n+1| : z ∈ K}.

Òîìó

lim
n→∞

n

√
n!|a(k)

n | ≤
max{

m∏
i=1

|z − zi| : z ∈ K}
m∏

i=1,i 6=k

|zk − zi|
.

i íåðiâíîñòi (3) âèêîíóþòüñÿ. Ïîçíà÷èìî
Ak = lim

n→∞
n

√
n!|a(k)

n |, k = 1,m, i äîâåäåìî, ùî

Ak < ρ(zk, ∂G), k = 1,m. (6)

Ó âèïàäêó G = C íåðiâíîñòi (5) âèïëèâà-
þòü ç (3). Íåõàé òåïåð G 6= C. Îñêiëüêè ïî-
ñëiäîâíiñòü ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiî-
íàëiâ (4) ¹ ïîòî÷êîâî îáìåæåíîþ íà H(G),
òî, çà ëåìîþ 1, iñíó¹ îáëàñòü G1, ÿêà êîì-
ïàêòíî ìiñòèòüñÿ â G i òàêà, ùî öÿ ïî-
ñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ ïîòî÷êîâî îáìå-
æåíà íà H(G1). Òîäi, çà òåîðåìîþ Áàíàõà-
Øòåéíãàóçà, ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëiâ (4)
îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà íà H(G1), òîáòî
iñíó¹ êîìïàêòíà ìíîæèíà K1 ⊂ G1 i ñòàëà
C > 0,äëÿ ÿêèõ

|Ln(f)| ≤ max{|f(z)| : z ∈ K},
n = 0, 1, ..., f ∈ H(G1). (7)

Ïðèïóñêàþ÷è â (7) f(z) = 1
λ−z

, äå λ 6∈ G1,
îäåðæèìî

|
m∑

k=1

n!a
(k)
n

(λ− zk)n+1
| ≤ C max{ 1

|λ− z| : z ∈ K}.

Ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

lim
n→∞

n

√√√√|
m∑

k=1

n!a
(k)
n

(λ− zk)n+1
| ≤ 1,∀λ 6∈ G1. (8)

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíå k, k = 1,m, i λk ∈ ∂G
òàêå, ùî ρ(zk, ∂G) = |zk − λk|. Îñêiëüêè λ 6∈
G1, òî iñíó¹ êðóã Vδ(λk) = {λ : |λ− λk| < δ},
ÿêèé ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi CG1. Ðîçãëÿíåìî
ìíîæèíó U = Vδ(λk)

⋂
V|zk−λk|(zk). Òîäi äëÿ

äîâiëüíîãî λ ∈ U îäíî÷àñíî âèêîíó¹òüñÿ íå-
ðiâíiñòü (8) i |λ − zk| < |λk − zk|. Îñêiëüêè
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äëÿ êîæíî¨ ïàðè ÷èñåë i, j = 1,m, i 6= j, ðiâ-
íÿííÿ Ai

|λ−zi| =
Aj

|λ−zj | âèçíà÷à¹ â λ-ïëîùèíi
êîëî àáî ïðÿìó, òî iñíó¹ λ

′ ∈ U , äëÿ ÿêîãî
Ai

|λ′−zi| 6=
Aj

|λ′−zj | ïðè i 6= j. Çàôiêñó¹ìî òàêå λ
′ .

Òîäi äëÿ öüîãî λ
′ çà ëåìîþ 2 îäåðæèìî, ùî

lim
n→∞

n

√√√√|
m∑

k=1

n!a
(k)
n

(λ− zk)n+1
| =

= max{ Ai

|λ′ − zi| : i = 1, m}. (9)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (8) äëÿ λ = λ
′ i (9), îäåð-

æèìî, ùî

max{ Ai

|λ′ − zi| : i = 1,m} ≤ 1.

Òîìó Ak ≤ |λ′−zk|. Àëå |λ′−zk| < |λk−zk| =
ρ(zk, ∂G). Òàêèì ÷èíîì, Ak < ρ(zk, ∂G), ÷èì
i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.
Çàóâàæåííÿ. Ó òàêèé ñïîñiá (ç âèêî-
ðèñòàííÿì òåîðåìè Áàíàõà-Øòåéíãàóçà)
ìîæíà äîâåñòè òàêîæ íåîáõiäíiñòü óìîâ
òåðåìè 1 ïðàöi [2], ùî çíà÷íî ñïðîùó¹ äîâå-
äåííÿ öi¹¨ òåîðåìè â ïîðiâíÿííi ç íàâåäåíèì
ó [2].

Äëÿ îïåðàòîðiâ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó
âiäíîñíî îïåðàòîðà çâè÷àéíîãî iíòåãðóâàí-
íÿ ¹ ïðàâèëüíèì íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé G � çiðêîâà âiäíîñíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò îáëàñòü êîìïëåêñíî¨
ïëîùèíè, zk, k = 1,m � ðiçíi òî÷êè ç îáëàñ-
òi G, ÿêi âiäìiííi âiä íóëÿ, i (a

(k)
n )∞n=0, k =

1,m � ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
Äëÿ òîãî, ùîá ðÿä

∞∑
n=0

m∑

k=1

a(k)
n (Inf)(zk)

çáiãàâñÿ äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f ç ïðîñòî-
ðó H(G), íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá ïðè i =
0, 1, ..., m− 1 çáiãàëèñÿ ðÿäè

∞∑
n=0

m∑

k=1

a(k)
n

zn+i
k

(i + n)!
.
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