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Äîñëiäæåíà ñòðóêòóðà çàìêíåíèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìàòðè÷íèõ îïåðàòîðiâ âiä-

íîñíî óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà� Ëåîíòü¹âà.

Structure isolated invariants subspaces of matrixs operators with respect to Gelfond-Leontiev
generalized integration is investigated.

Âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè iíâàðiàíòíèõ ïiä-
ïðîñòîðiâ êëàñè÷íèõ îïåðàòîðiâ ìà¹ âàæëè-
âå çíà÷åííÿ â òåîði¨ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó
ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ. Ó ïðàöÿõ Ì.Ê.
Íiêîëüñüêîãî [1], Ì.I. Íàãíèáiäè [2], Â.À.
Òêà÷åíêî [3] òà iíøèõ ìàòåìàòèêiâ (äèâ.
îãëÿä [4]) âèâ÷àâñÿ îïèñ óñiõ íåòðèâiàëüíèõ
çàìêíóòèõ iíâàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ îïåðà-
òîðiâ çâè÷àéíîãî òà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðó-
âàíü, ùî äiþòü ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ àíàëi-
òè÷íèõ ôóíêöié. Ó âñiõ çàçíà÷åíèõ ïðàöÿõ
îïåðàòîðè, ÿêi äîñëiäæóâàëèñÿ, ìàëè îäíî-
êëiòêîâó ñòðóêòóðó, òîáòî ìíîæèíè ¨õíiõ ií-
âàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ëiíiéíî âïîðÿäêî-
âàíi âiäíîñíî âêëþ÷åíü. Iíâàðiàíòíi ïiäïðî-
ñòîðè ñòåïåíÿ çâè÷àéíîãî òà óçàãàëüíåíîãî
iíòåãðóâàíü äîñëiäæóâàëèñÿ â [5] òà [6].

Ó öié ñòàòòi äîñëiäæåíà ñòðóêòóðà ií-
âàðiàíòíèõ ïiäïðîñòîðiâ ìàòðè÷íèõ îïåðà-
òîðiâ âiäíîñíî óçàãàëüíåíîãî iíòåãðóâàííÿ
Ãåëüôîíäà�Ëåîíòü¹âà. Âñòàíîâëåíî, ùî òà-
êi îïåðàòîðè âæå íå ¹ îäíîêëiòêîâèìè.

Íåõàé G� äîâiëüíà çiðêîâà âiäíîñíî ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëî-
ùèíè. ×åðåç H(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið óñiõ
àíàëiòè÷íèõ â îáëàñòi G ôóíêöié, ùî íà-
äiëåíèé òîïîëîãicþ êîìïàêòíî¨ çáiæíîñòi, à
ñèìâîëîì L(H(G))� ìíîæèíó âñiõ ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü â H(G).
Äëÿ äîäàòíüî¨ ñòàëî¨ ρ i êîìïëåêñíîãî ÷è-
ñëà µ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Reµ > 0, ÷åðåç
Iρ,µ ïîçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîð óçàãàëüíåíîãî ií-
òåãðóâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà [7], ÿêèé

íåïåðåðâíî äi¹ â H(G) çà ïðàâèëîì

(Iρ,µ)(z) =
z

Γ(1
ρ
)

1∫

0

(1− t)
1
ρ
−1tµ−1f(zt

1
ρ )dt.

Â [7] áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà Iρ,µ â
ïðîñòîði H(G) iñíó¹ ïðàâèé îáåðíåíèé îïå-
ðàòîð Dρ,µ , ÿêèé ¹ îïåðàòîðîì óçàãàëüíåíî-
ãî äèôåðåíöiþâàííÿ Ãåëüôîíäà-Ëåîíòü¹âà.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî íàòóðàëüíîãî n ÷åðåç
H = H(n)(G) ïîçíà÷èìî ïðîñòið, ÿêèé ¹ ïðÿ-
ìîþ ñóìîþ (äåêàðòîâèì äîáóòêîì) n åêçåì-
ïëÿðiâ ïðîñòîðiâ H(G), à ÷åðåç L (H(n)(G))�
ïðîñòið óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòî-
ðiâ, ùî äiþòü ó H(n)(G). Çà õàðàêòåðèñòè-
êîþ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äi-
þòü ó ïðÿìié ñóìi ïðîñòîðiâ [8], êîæåí îïå-
ðàòîð T ∈ L (H(n)(G)) îäíîçíà÷íî âèçíà-
÷à¹òüñÿ îïåðàòîðíîþ ìàòðèöåþ [Ti,j]

n−1
i,j=0, äå

Ti,j ∈ L H(G). Ïðè öüîìó äëÿ åëåìåíòà
g = (g0, g1, ...gn−1) = (gk)

n−1
k=0 ∈ H(n)(G):

(Tg)k =
n−1∑
i=0

Tkigi, k = o, n− 1.

×åðåç I ïîçíà÷èìî îïåðàòîð, ùî äi¹ â ïðî-
ñòîði H(n)(G) çà ïðàâèëîì: Ig = (Igk)

n−1
k=0 .

Çðîçóìiëî, ùî îïåðàòîð I âèçíà÷à¹òüñÿ ìà-
òðèöåþ [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0, äå δki � ñèìâîë Êðîíåêå-
ðà. Îïèøåìî âñi çàìêíåíi ïiäïðîñòîðè ïðî-
ñòîðó H, ÿêi iíâàðiàíòíi âiäíîñíî îïåðàòîðà
I.

Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ùîá M áóâ çà-
ìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó H =
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H(n)(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïåðàòîðà
I = [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0 , íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá
M ïîäàâàâñÿ ó âèãëÿäi

M = T (Im0
ρ,µH(G)⊕Im1

ρ,µH(G)⊕...⊕Imn−1
ρ,µ H(G)),

(1)
äå T � äåÿêèé içîìîðôiçì ïðîñòîðó H, ùî
êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì I, mk, k = (0, n− 1)�
öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà àáî ñèìâîëè +∞ (ó âè-
ïàäêó mk = +∞ ââàæàcìî I mk

ρ,µH(G) = 0 )
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äîñòàòíiñòü óìîâ

òåîðåìè ¹ î÷åâèäíîþ, òî äîâåäåìî ¨õ íåîá-
õiäíiñòü ìåòîäîì iíäóêöi�� ïî n. Ó [3] òà [6]
äîâåäåíî, ùî ïiäïðîñòið M ⊂ H(G) ¹ çàì-
êíåíèì iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòîðîì âiäíîñíî
îïåðàòîðà I ρ,µ â H(G) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè M =Imρ,µH(G), äå m � äåÿêå öiëå íå-
âiä'¹ìíå ÷èñëî, òîìó ïðè n = 1 òåîðåìà ¹
ïðàâèëüíîþ.

Äîïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðà-
âèëüíå äëÿ äåÿêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n i
äîâåäåìî éîãî iñòèííiñòü äëÿ n + 1. Íåõàé
M�íåíóëüîâèé çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðî-
ñòîðó Hn+1(G), ÿêèé iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî
îïåðàòîðà [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0, òîáòî

∀g = (gk)
n
k=0 ∈ M : (Iρ,µgk)

n
k=0 ∈ M. (2)

Äëÿ êîæíîãî j, 0 ≤ j ≤ n, ïðèïóñòè-
ìî, ùî pj = min{i ≥ 0 : g

(i)
j (0) 6= 0 i

∃g0, g1, ..., gj−1, gj+1, ...gn : (gk)
n
k=0 ∈ M}. Äå-

ÿêi ç ÷èñåë pj ìîæóòü äîðiâíþâàòè ∞, àëå
ñåðåä íèõ iñíó¹ ïðèíàéìíi îäíå ñêií÷åííå,
îñêiëüêè ïiäïðîñòið M � íåíóëüîâèé. Ïîçíà-
÷èìî p = min{pj : 0 ≤ j ≤ n}. Íå ïîðó-
øóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî p =
pn. Ðîçãëÿíåìî ïiäïðîñòið M

′ ⊂ H(n+1)(G),
ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

M
′
= {(Dp

ρ,µgk)
n
k=0 : (gk)

n
k=0 ∈ M}. (3)

Çà âèçíà÷åííÿì ÷èñëà p i óìîâè (2) âèïëè-
âà¹, ùî M

′ ¹ çàìêíåíèì ïiäïðîñòîðîì ïðî-
ñòîðó H(n+1)(G), iíâàðiàíòíèì âiäíîñíî îïå-
ðàòîðà [δkiIρ,µ]nk,i=0, à òàêîæ, ùî iñíó¹ åëå-
ìåíò (ϕk)

n
k=0 ∈ M

′ , äëÿ ÿêîãî ϕn(0) 6= 0.
Òîìó iñíó¹ içîìîðôiçì Tn ∈L(H(G)), ùî êî-
ìóòó¹ ç Iρ,µ i äëÿ ÿêîãî Tn1 = ϕn(z) (äèâ.[7],
íàñëiäîê 2). Ðîçãëÿíåìî ùå îïåðàòîðè Tk ∈L

(H), ÿêi ïåðåñòàâíi ç Iρ,µ â H(G) i äëÿ ÿêèõ
Tk1 = −T−1

n ϕk, k = 0, n− 1. (äèâ.[7]). Çà äî-
ïîìîãîþ öèõ îïåðàòîðiâ ïîáóäó¹ìî içîìîð-
ôiçì ïðîñòîðó H(n+1)(G), ÿêèé ïåðåñòàâíèé
ç [δkiIρ,µ]nk,i=0 i äi¹ çà ïðàâèëîì

T (gk)
n
k=0 =

= (g0+T0gn, g1+T1gn, ..., gn−1+Tn−1gn, T
−1
n gn, ).

Ïîçíà÷èìî
M

′′
= TM

′
. (4)

Çðîçóìiëî, ùî [δkiIρ,µ]nk,i=0(M
′′
) ⊂ M

′′ i
T (ϕk)

n
k=0 = (0, 0, ..., 0, 1) ∈ M

′′ . Îñêiëüêè M
′′

� çàìêíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H(n+1)(G),
iíâàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà [δkiIρ,µ]nk,i=0

i (0, 0, ..., 0, 1) ∈ M
′′ , òî

(0, 0, ..., 0, 1) ∈ M
′′
,∀g ∈ H(G). (5)

Ðîçãëÿíåìî äàëi ïðîñòið N = {(gk)
n−1
r=0 :

∃gn ∈ H(G), (gk)
n
k=0 ∈ M

′′}. Ç (5) âèïëè-
âà¹, ùî [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0(N) ⊂ N , òîáòî N� çàì-
êíåíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Hn(G), ùî ií-
âàðiàíòíèé âiäíîñíî îïåðàòîðà [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0.
Òîìó çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì iñíó¹
içîìîðôiçì T

′ ∈ L (Hn(G)), ùî êîìó-
òó¹ ç [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0 i öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà
s0, s1, ..., sn−1 (àáî ñèìâîëè +∞), äëÿ ÿêèõ

N = T
′
(Is0

ρ,µH(G)⊕Is1
ρ,µH(G)⊕...⊕Isn−1

ρ,µ H(G)).
(6)

Çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðà T
′ ïîáóäó¹ìî îïå-

ðàòîð T
′′ ∈ L(H(n+1)(G)), ÿêèé äi¹ çà ïðà-

âèëîì T
′′
(gk)

n
k=0 = (f0, f1, ..., fn−1, gn), äå

(fk)
n−1
k=0 = T

′
(gk)

n−1
k=0 . Çðîçóìiëî, ùî T

′′ � içî-
ìîðôiçì ïðîñòîðó H(n+1)(G), ÿêèé êîìóòóc
ç [δkiIρ,µ]nk,i=0, Ç (5) òà (6) âèïëèâàc, ùî

M
′′

= T
′′
(Is0

ρ,µH(G)⊕Is1
ρ,µH(G)⊕...⊕Isn

ρ,µH(G))
(7)

äå sn = 0. Âðàõîâóþ÷è (3),(4) i (7), îäåðæè-
ìî, ùî

M = [δkiI
p
ρ,µ]nk,i=0M

′
=

= [δkiI
p
ρ,µ]nk,i=0T

−1T
′′
(Is0

ρ,µH(G)⊕ Is1
ρ,µH(G)⊕

⊕...⊕ Isn
ρ,µH(G)) = T−1T

′′
(Is0

ρ,µH(G)⊕
⊕Is1

ρ,µH(G)⊕ ...⊕ Isn
ρ,µH(G)),
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÷èì i çàâåðøó¹òüñÿ äîâåäåííÿ òåîðå-
ìè, îñêiëüêè T

′′ � içîìîðôiçì ïðîñòîðó
H(n+1)(G), ùî êîìóòó¹ ç [δkiIρ,µ]nk,i=0, îñêiëü-
êè òàêèìè ¹ îïåðàòîðè T−1 òà T

′′ .
Íàñëiäîê. Çàãàëüíèé âèãëÿä çàìêíåíèõ

ïiäïðîñòîðiâ M ⊂ H(n)(G), iíâàðiàíòíèõ
âiäíîñíî îïåðàòîðà I = [δkiIρ,µ]n−1

k,i=0, çàäà¹-
òüñÿ ôîðìóëîþ

M = T (zm0H(G)⊕zm1H(G)⊕...⊕zmn−1H(G)),

äå T� äåÿêèé içîìîðôiçì ïðîñòîðó H(n)(G),
ùî êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì I, à mk, k =
0, n− 1 � äåÿêi öiëi íåâiä'¹ìíi ÷èñëà àáî
ñèìâîëè +∞.

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Íèêîëüñêèé Í.Ê. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-

ñòðàíñòâà è áàçèñû èç îáîáùåííûõ ïåðâîîáðàçíûõ â
ñìûñëå À.Î. Ãåëüôîíäà�À.Ô. Ëåîíòüåâà// Ìàòåì.
èññëåäîâàíèÿ: Ðåñï. ìåæâåä. íàó÷. ñá.� Êèøèíåâ,
1968.� 3, âûï.4.� Ñ.101�116.

2. Íàãíèáèäà Í.È. Î íåêîòîðûõ ñâîéñòâàõ îïå-
ðàòîðîâ îáîáùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ â àíàëèòè÷å-
ñêîì ïðîñòðàíñòâå // Ñèá. ìàòåì. æóðí.� 1966.� 7,
N 6.� Ñ.1306�1318.

3. Òêà÷åíêî Â.À. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàí-
ñòâà è îäíîêëåòî÷íîñòü îïåðàòîðîâ îáîáùåííî-
ãî èíòåãðèðîâàíèÿ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèîíàëîâ // Ìàòåì. çàìåòêè.� 1977.� 22,
N 2.� Ñ.221�230.

4. Íèêîëüñêèé Í.Ê. Èíâàðèàíòíûå ïîäïðî-
ñòðàíñòâà â òåîðèè îïåðàòîðîâ è òåîðèè ôóíêöèé
// Ìàòåì. àíàëèç.� 12.� Ì.: ÂÈÍÈÒÈ, 1974.�
Ñ.199�412.

5. Íàãíèáiäà Ì.I. Êëàñè÷íi îïåðàòîðè â ïðî-
ñòîðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié.� Ê.: Ií-ò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Óêðà��íè, 1995.� 297 ñ.

6. Ëèí÷óê Í.Å. Ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèé íåêîòî-
ðûõ îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé â àíàëèòè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ è èõ ïðèìåíåíèÿ.� Äèññ. ... êàíä. ôèç.-
ìàò. íàóê.� ×åðíîâöû, 1987.� 120 ñ.

7. Ëèí÷óê Í.Å. Ïðåäñòàâëåíèå êîììóòàíòîâ îïå-
ðàòîðà îáîáùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ Ãåëüôîíäà-
Ëåîíòüåâà // Èçâ. âóçîâ. Ìàòåì.� 1985.� N 5.�
Ñ.72�74.

8. Õàëìîø.Ï. Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî â
çàäà÷àõ.� Ì.: Ìèð, 1970.� 352 ñ.

9. Ëèí÷óê Ñ.Ñ., Íàãíèáèäà Í.È. Çàìå÷àíèÿ î
áàçèñàõ â íåêîòîðûõ â ïðîñòðàíñòâàõ àíàëèòè÷å-
ñêèõ ôóíêöèé // Èçâåñòèÿ ÑÊÍÖ ÂØ. Åñòåñòâåí-
íûå íàóêè.� 1980.� N 2.� Ñ.16�19.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi�� 10.01.2004

78 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2004. Âèïóñê 191�192. Ìàòåìàòèêà.


