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ÇÀÄÀ×À ÊÎØI ÄËß ÅÂÎËÞÖIÉÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ ÂÈÙÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ
ÏÎ t, ÙÎ ÌIÑÒßÒÜ m ÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÞÂÀÍÍß

ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ
Âñòàíîâëåíà êîðåêòíà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü

âèùîãî ïîðÿäêó ïî t, ùî ìiñòÿòü m îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó i
ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿêi c óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ç ïðîñòîðiâ
(WΩ

M )′.

The correct solvability of the Cauchy problem is established for the one class of evolutionary
equations of higher order on t with m operators of the in�nite order and initial conditions, which
are the generalized functions of the in�nite order from the (WΩ

M )′ spaces.

Îñòàííiì ÷àñîì àêòóàëüíèìè c çàäà-
÷i, â ÿêèõ ãðàíè÷íi óìîâè c óçàãàëüíå-
íèìè ôóíêöiÿìè. Äîñëiäæåííþ ãðàíè÷íèõ
âëàñòèâîñòåé ãëàäêèõ ó øàði Ωn ≡ (0, T ]×Rn

ðîçâ'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðè íàáëèæåííi äî ãi-
ïåðïëîùèíè t = 0 ó âèïàäêó, êîëè ïî-
÷àòêîâà óìîâà c óçàãàëüíåíîþ ôóíêöicþ,
ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi áàãàòüîõ âiò÷èçíÿíèõ ó÷å-
íèõ, òàêèõ ÿê Ì.Ë. Ãîðáà÷óê, Â.I. Ãîðáà÷óê,
Ï.I. Äóäíèêîâ, Î.I. Êàøïiðîâñüêèé òà ií. Ó
ïðàöÿõ Â.Â. Ãîðîäåöüêîãî òà éîãî ó÷íiâ âè-
êëàäåíî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü, ùî ñòîñó-
þòüñÿ òåîði�� ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ó ïðîñòî-
ðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (ðîçïîäiëiâ, óëü-
òðàðîçïîäiëiâ, ãiïåðôóíêöié) ãëàäêèõ ó øà-
ði ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíè-
ìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç ðiçíèìè îñîáëè-
âîñòÿìè (êîåôiöicíòè ðiâíÿííÿ ñòàþòü íå-
îáìåæåíèìè ïðè |x| → ∞, ðiâíÿííÿ ìî-
æóòü ìàòè îñîáëèâiñòü ïðè ïîõiäíié ïî t, ìi-
ñòèòè ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð) [1].
Òàêîæ äåÿêi ðåçóëüòàòè óçàãàëüíåíi íà âè-
ïàäîê ðiâíÿíü iç ïîõiäíèìè âèùîãî ïîðÿä-
êó ïî t (â òîìó ÷èñëi é ïîõiäíèìè äðîáîâî-
ãî ïîðÿäêó) (äèâ., íàïðèêëàä, [1], [2], [3]). Ó
ïðàöi [4] àâòîð ðàçîì iç Â.Â. Ãîðîäåöüêèì
äîñëiäèëè êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êî-
øi äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü
ç m îïåðàòîðàìè äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií-

÷åííîãî ïîðÿäêó ó âèïàäêó, êîëè ïî÷àòêî-
âà óìîâà c óçàãàëüíåíîþ ôóíêöicþ ç ïðî-
ñòîðó

(
WΩ1

M1(Rn)
)′
. Äàíà ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà

äîñëiäæåííþ êîðåêòíî�� ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i
Êîøi äëÿ îäíîãî êëàñó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü
âèùîãî ïîðÿäêó ïî t, ùî ìiñòÿòü m îïåðàòî-
ðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó é ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè, ÿêi c óçàãàëü-
íåíèìè ôóíêöiÿìè íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó ç
ïðîñòîðiâ

(
WΩ1

M1(Rn)
)′
.

1. Îçíà÷åííÿ ïðoñòîðiâ WΩ
M ≡

≡ WΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
òà îñíîâíi îïåðàöi�� â öèõ

ïðîñòîðàõ [4,5]. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöi�� ωj :
[0, +∞) → [0, +∞), j = 1, n, ÿêi c íåïåðåðâ-
íèìè é çðîñòàþ÷èìè, ïðè÷îìó ωj(0) = 0,
ωj(1) > 1, lim

x→+∞
ωj(x) = +∞, j = 1, . . . , n.

Äëÿ x ≥ 0 ââàæàòèìåìî Ωj(x) =

x∫

0

ωj(ξ)dξ,

j = 1, . . . , n. Äîâèçíà÷èìî ôóíêöi�� Ωj íà
(−∞, 0] ïàðíèì ÷èíîì. Âîäíî÷àñ ðîçãëÿíå-
ìî ôóíêöi�� µj, Mj, ÿêi âîëîäiþòü òèìè æ
âëàñòèâîñòÿìè, ùî é âiäïîâiäíi ôóíêöi�� ωj,
Ωj, j = 1, . . . , n.

Âèçíà÷èìî ïðoñòið WΩ
M ≡ WΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
, ÿêèé

ñêëàäàcòüñÿ ç óñiõ öiëèõ ôóíêöié ϕ : Cn →
C, äëÿ ÿêèõ âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

∃C > 0∃aj > 0∃bj > 0, j = 1, . . . , n,
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∀z = x + iy ≡ (x1 + iy1, . . . , xn + iyn) ∈ Cn :

|ϕ(z)| ≡ |ϕ(z1, . . . , zn)| ≤
≤ Ce−M1(a1x1)−...−Mn(anxn)+Ω1(b1y1)+...+Ωn(bnyn).

(1)
Ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði WΩ

M áóäå,
íàïðèêëàä, öiëà îäíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f :
Cn → C, ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâó
∀ε = (ε1, . . . , εn) : εj > 0, j = 1, . . . , n, ∃Cε > 0

∀z = x + iy ∈ Cn : |f(z)| ≡ |f(z1, . . . , zn)| ≤
≤ Cεe

M1(ε1x1)+...+Mn(εnxn)+Ω1(ε1y1)+...+Ωn(εnyn).
(2)

Ïðîñòið WΩ
M c ïîâíèì äîñêîíàëèì çëi÷åí-

íî íîðìîâàíèì ïðîñòîðîì.
Ó ïðîñòîði WΩ

M âèçíà÷åíi é íåïåðåðâíi
îïåðàöi�� äèôåðåíöiþâàííÿ, ìíîæåííÿ íà íå-
çàëåæíi çìiííi òà îïåðàöiÿ çñóâó àðãóìåíòó
[4].

Âèçíà÷èìî îïåðàöiþ äèôåðåíöiþâàííÿ
íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó â ïðîñòîði WΩ

M . Íå-

õàé f(z) =
∞∑

j=0

∑

|k|=j

ckz
k1
1 . . . zkn

n � äåÿêà öi-

ëà ôóíêöiÿ (òóò k = (k1, . . . , kn) ∈ Zn
+ �

ìóëüòèiíäåêñ, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, |k| =
= k1 + . . . + kn). Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðî-
ñòîði WΩ

M çàäàíî äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð

f(D) =
∞∑

j=0

∑

|k|=j

ckD
k, Dk =

∂|k|

∂xk1
1 . . . ∂xkn

n

,

íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî��
îñíîâíî�� ôóíêöi�� ϕ ∈ WΩ

M ðÿä

f(D)ϕ(z) :=
∞∑

j=0

∑

|k|=j

ck

(
Dkϕ

)
(z)

çîáðàæàc äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó
WΩ

M .
Òåîðåìà 1. ßêùî öiëà ôóíêöiÿ f :

Cn → C c ìóëüòèïëiêàòîðîì ó ïðî-
ñòîði WΩ

M , òîáòî âèêîíócòüñÿ íåðiâ-
íiñòü (2), òî â ïðîñòîði WΩ1

M1 âèçíà÷å-
íèé i c íåïåðåðâíèì îïåðàòîð äèôåðåíöi-
þâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó f(−iD) ≡
≡ Bf , (òóò M1(x) = (M1

1 (x1), . . . , M
1
n(xn)),

Ω1(y) = (Ω1
1(y1), . . . , Ω

1
n(yn)), M1

j , Ω1
j � ôóíê-

öi��, äâî��ñòi çà Þíãîì âiäïîâiäíî äî ôóíêöié
Mj, Ωj, j = 1, . . . , n [5]).

Ïðîñòîðè òèïó W ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'c
âiäîáðàæàþòüñÿ â ïðîñòîðè òèïó W , ïðè÷î-
ìó

F [WΩ
M ] ≡ F [WΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
] = WΩ1

M1 ≡ W
Ω1

1,...,Ω1
n

M1
1 ,...,M1

n
,

äå F � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c.
Ñèìâîëîì PΩ

M ≡ PΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
ïîçíà÷èìî êëàñ

öiëèõ îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié ϕ : Cn → C,
ÿêi c ìóëüòèïëiêàòîðàìè â ïðîñòîði WΩ

M ≡
≡ WΩ1,...,Ωn

M1,...,Mn
i òàêèìè, ùî eϕ ∈ WΩ

M .
Ñóêóïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ, çàäàíèõ íà WΩ1

M1 , ïîçíà÷è-
ìî

(
WΩ1

M1

)′
. Äëÿ óçàãàëüíåíî�� ôóíêöi�� f ∈

(
WΩ1

M1

)′
çàäàìî çãîðòêó ôîðìóëîþ

(f ∗G) (t, z) =< f, T n
−zĜ(t, ·) >=

=< f,G(t, z − ·) >, t ∈ (0, T ], z ∈ Cn,

äå Ĝ(t, ξ) = G(t,−ξ).
Ñèìâîëîì WΩ1

M1(Rn) ïîçíà÷èìî ñóêóï-
íiñòü ôóíêöié iç ïðîñòîðó WΩ1

M1 , çàäàíèõ íà
Rn.

2. Ïðîñòið D′
+ [1]. Ñèìâîëîì D ≡

≡ D(R) ïîçíà÷àcòüñÿ ìíîæèíà âñiõ ôi-
íiòíèõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R
ôóíêöié. Ñóêóïíiñòü óñiõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâ-
íèõ ôóíêöiîíàëiâ íà D çi ñëàáêîþ çáiæíiñòþ
ïîçíà÷àcòüñÿ ñèìâîëîì D′ ≡ D′(R). Åëåìåí-
òè D′ íàçèâàþòüñÿ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿ-
ìè. Ñóêóïíiñòü óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié iç D′,
ÿêi îáåðòàþòüñÿ â íóëü íà ïiâîñi (−∞, 0),
ïîçíà÷àcòüñÿ ÷åðåç D′

+. Ìàc ìiñöå íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ [1].

Òåîðåìà 2. Íåõàé {f, g} ⊂ D′
+. Òîäi ��õíÿ

çãîðòêà f ∗ g iñíóc â D′
+ i

< f∗g, ϕ >=< f(x)×g(y), η1(x)η2(y)ϕ(x+y) >,

ϕ ∈ D,

äå η1 i η2 � äîâiëüíi ôóíêöi�� ç ïðîñòîðó
C∞(R), ðiâíi îäèíèöi â îêîëi ïiââiñi [0,∞)
i íóëþ äëÿ äîñèòü âåëèêèõ âiä'cìíèõ çíà-
÷åíü àðãóìåíòó.
D′

+ óòâîðþc àñîöiàòèâíó é êîìóòàòèâíó
àëãåáðó âiäíîñíî îïåðàöi�� çãîðòêè. Îñêiëüêè
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δ ∗ f = f ∗ δ = f, ∀f ∈ D′
+, òî îäèíèöåþ â íié

c δ - ôóíêöiÿ Äiðàêà.
ßêùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f = ft çàëå-

æèòü âiä ïàðàìåòðà t, ft ∈ D′
+ ïðè êîæíîìó

t, iñíóc ∂ft

∂t
, g ∈ D′

+, òî òîäi

∂

∂t
(f ∗ g) =

∂ft

∂t
∗ g.

Íåõàé óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ fα ∈ D′
+ çà-

ëåæèòü âiä ïàðàìåòðà α, −∞ < α < +∞, i
âèçíà÷àcòüñÿ ôîðìóëîþ

fα(t) =





θ(t)tα−1

Γ(α)
, α > 0,

f
(m)
α+m(t), α ≤ 0,

äå m � íàéìåíøå ñåðåä íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
òàêå, ùî m + α > 0, θ � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.

Ïðàâèëüíèìè c íàñòóïíi òâåðäæåííÿ [1]:
1) ∀{α, β} ⊂ R : fα ∗ fβ = fα+β.
2) Íåõàé I(α)f = f ∗ fα,∀f ∈ D′

+. Òîäi:
à) ∀f ∈ D′

+ : I(0)f = f ;
á) ∀f ∈ D′

+ : ∀n ∈ N : I(−n)f = f (n);
â) ∀f ∈ D′

+ : ∀n ∈ N : (I(n)f)(n) = f ;
ã) ∀f ∈ D′

+ : ∀{α, β} ⊂ R :
I(α)I(β)f = I(α + β)f .

Çàâäÿêè âëàñòèâîñòÿì á) i â) îïåðàòîðè
I(α) ïðè α < 0 íàçèâàþòü îïåðàòîðàìè äðî-
áîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, à ïðè α > 0 � îïå-
ðàòîðàìè äðîáîâîãî iíòåãðóâàííÿ â D′

+.
3. Çàäà÷à Êîøi äëÿ îäíîãî êëàñó

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèùîãî ïîðÿäêó
ïî t ç m îïåðàòîðàìè äèôåðåíöiþâàí-
íÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó.

Íåõàé ϕj ∈ PΩ
M , Bϕj

� îïåðàòîð äèôå-
ðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, ïîáó-
äîâàíèé â ï. 1 (òåîðåìà 2) çà ôóíêöicþ ϕj,
j = 1,m.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

Dβ
t u(t, x) = D

{β}
t (Bϕ1 + . . .+Bϕm)−[β]u(t, x),

(t, x) ∈ Ωn, (3)

äå β ∈ [−3, 0), [β] � öiëà, à {β} � äðîáîâà ÷à-
ñòèíà ÷èñëà β, Dβ

t ≡ I(β) � îïåðàòîð äðîáî-
âîãî äèôåðåíöiþâàííÿ, ÿêèé äic ïî çìiííié
t ó ïðîñòîði D′

+.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (3) ðîçóìiòèìå-
ìî ôóíêöiþ u, ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâè:

1) u(·, x) ∈ D′
+ ∩C−[β]((0,∞)) ïðè êîæíî-

ìó x ∈ Rn;
2) u(t, ·) ∈ D(Bϕj

), j = 1,m, ïðè êîæíîìó
t > 0; u(t, ·) = 0 ïðè t < 0;

3) u çàäîâîëüíÿc ðiâíÿííÿ (3).
ßêùî β ∈ [−3,−1), òî ïðèïóñêàcìî, ùî u

çàäîâîëüíÿc òàêîæ íàñòóïíó óìîâó:
4) äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî ïðîìiæêó

[δ, +∞) ⊂ (0, +∞) iñíóc ñòàëà c = c(δ) > 0
òàêà, ùî

sup
t∈[δ,+∞)

‖D{β}
t u(t, ·)‖L2(Rn) ≤ c.

ßêùî äëÿ ðiâíÿííÿ (3) çàäàíà ïî÷àòêîâà
óìîâà

D
{β}
t u(t, ·)|t=0 = f, (4)

äå f ∈
(
WΩ1

M1(Rn)
)′
, òî ïiä ðîçâ'ÿçêîì çà-

äà÷i Êîøi (3), (4) ðîçóìiòèìåìî ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (3), ÿêèé çàäîâîëüíÿc ïî÷àòêîâó
óìîâó (4) ó òîìó ñåíñi, ùî

D
{β}
t u(t, ·) → f, t → +0

ó ïðîñòîði
(
WΩ1

M1(Rn)
)′
.

Ìàc ìiñöå íàñòóïíå îñíîâíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà 3. Çàäà÷à Êîøi (3), (4) êî-

ðåêòíî ðîçâ'ÿçíà â ïðîñòîði
(
W̃Ω1

M1(Rn)
)′
,

p = −[β]. �I�� ðîçâ'ÿçîê çîáðàæàcòüñÿ ôîð-
ìóëîþ

u(t, x) = θ(t)z(t, x) ∗ f−{β}(t),

t ∈ R \ {0}, x ∈ Rn, (5)

äå z(t, x) = (f ∗G)(t, x), (t, x) ∈ Ωn,

G(t, x) = F−1[exp{t(ϕ1(σ)+. . .+ϕm(σ))}](t, x).

Ïðè öüîìó u(t, ·) ∈ WΩ1

M1(Rn) ïðè êîæíîìó
t > 0.

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìå-
òîäèêè äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.7 ç êíèãè [1].

Çàóâàæåííÿ. ßêùî β íàáóâàc öiëèõ çíà-
÷åíü, òî ðiâíÿííÿ (3) ïåðåòâîðþcòüñÿ â äè-
ôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-
íèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðè β = −1, äðóãîãî
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ïîðÿäêó ïðè β = −2 òà òðåòüîãî ïîðÿäêó
ïðè β = −3 âiäíîñíî t:

∂pu(t, x)

∂tp
= (Bϕ1 + . . . + Bϕm)pu(t, x),

äå p = −[β], à ïî÷àòêîâà óìîâà íàáóâàc âè-
ãëÿäó

u(t, ·) → f, t → +0.

Çîêðåìà, ïðè β = −1 ìè îäåðæócìî ðå-
çóëüòàò, ñôîðìóëüîâàíèé ó ïðàöi [4].
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