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ÍÀÂÊÎËÎ ÒÅÎÐÅÌ ÄÅÁÑÀ ÏÐÎ ÌÍÎÃÎÇÍÀ×ÍI ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÍß
Ïîêàçàíî, ùî êîæíå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ òîïîëîãi÷-

íîãî ïðîñòîðó X â ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið Y áóäå íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó â êîæíié
òî÷öi äåÿêî�� çàëèøêîâî�� â X ìíîæèíè, à êîæíå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó ñêií÷åííîçíà÷íå âiäîá-
ðàæåííÿ ëîêàëüíî çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó X ó ïðÿìó Çîð åíôðåÿ c ëîêàëüíî ñòàëèì ó êîæíié
òî÷öi äåÿêî�� âiäêðèòî�� çàëèøêîâî�� â X ìíîæèíè. Êðiì òîãî, íàâåäåíi ïðèêëàäè íàðiçíî íàïiâ-
íåïåðåðâíèõ çâåðõó (çíèçó) êîìïàêòíîçíà÷íèõ âiäîáðàæåíü êâàäðàòà [0, 1]2 ó âiäðiçîê [0, 1],
ÿêi â æîäíié òî÷öi íå c íàïiâíåïåðåðâíèìè çâåðõó (çíèçó).

It is shown that lower semi-continuous compact-valued mapping of atopological space X into
a super-σ-metrizable space Y is upper semi-continuous in every point of a residual set in X and
every lower semi-continuous �nite-valued mapping of locally connected space X into Sorgenfrei line
is locally constant in every point of an open residual set in X. Besides, there are examples of upper
(lower) separetely continuous compact-valued mappings of the squere [0, 1]2 into the segment [0, 1]
which are not upper (lower) semi-continuous in any point.

1. Êàæóòü, ùî çàäàíî ìíîãîçíà÷íå âiäîá-
ðàæåííÿ F : X → Y , ÿêùî êîæíîìó åëå-
ìåíòó x ç ìíîæèíè X ïîñòàâëåíî ó âiäïî-
âiäíiñòü äåÿêó íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíó F (x)
ìíîæèíè Y . Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-
ñòîðè i x0 ∈ X. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæå-
ííÿ F : X → Y íàçèâàcòüñÿ íàïiâíåïå-
ðåðâíèì çâåðõó (çíèçó) â òî÷öi x0, ÿêùî
äëÿ êîæíî�� âiäêðèòî�� â Y ìíîæèíè V òà-
êî��, ùî F (x0) ⊆ V (F (x0) ∩ V 6= Ø), iñíóc
òàêèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî F (x) ⊆ V
(F (x) ∩ V 6= Ø) äëÿ êîæíîãî x ∈ U . Ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç C+(F ) (C−(F )) ìíîæèíó âñiõ òî-
÷îê x ç X, â ÿêèõ F íåïiâíåïåðåðâíå çâåðõó
(çíèçó). ßêùî C+(F ) = X (C−(F ) = X),
òî F íàçèâàcòüñÿ íàïiâíåïåðåðâíèì çâåð-
õó (çíèçó) àáî, êîðîòøå, C+-âiäîáðàæåííÿì
(C−-âiäîáðàæåííÿì).

Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî ïîíÿòòÿ íàïiâíåïåðåðâ-
íîñòi çâåðõó é çíèçó, áóäó÷è íåïîðiâíÿííè-
ìè, âñå æ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ. Òàê, ç
ðåçóëüòàòiâ Ï.Êåíäåðîâà [1, òåîðåìà 5 i ëåìà
6] âèïëèâàc, ùî â êîæíîãî íàïiâíåïåðåðâ-
íîãî çâåðõó âiäîáðàæåííÿ F òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X ó ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið Y ìíîæèíà C−(F ) çàëèøêîâà â X.
Ïiçíiøå �.Äåáñ ç'ÿñóâàâ [2, ëåìà 15], ùî â

íàïiâíåïåðåðâíîãî çíèçó êîìïàêòíîçíà÷íî-
ãî âiäîáðàæåííÿ F áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X ó
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið Y ìíîæèíà C+(F ) çà-
ëèøêîâà â X.

Âèíèêàc ïðèðîäíå áàæàííÿ äîñëiäèòè
iñòîòíiñòü óìîâ íà ïðîñòîðè X i Y òà âiä-
îáðàæåííÿ F ó òåîðåìàõ Êåíäåðîâà é Äåáñà.
Îäíå ç ïåðøèõ êîíêðåòíèõ ïèòàíü, ùî òóò
ïîñòàþòü, òàêå: ÷è ìîæíà âèéòè çà ðàìêè
ìåòðèçîâíîñòi ïðîñòîðó çíà÷åíü ó òåîðåìi
Äåáñà? Àáî ùå òî÷íiøå: ÷è ìîæíà ìåòðèçîâ-
íiñòü ïðîñòîðó Y â òåîðåìi Äåáñà çàìiíèòè
íà éîãî σ-ìåòðèçîâíiñòü? Òóò ìè äàcìî ÷àñ-
òêîâó âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ, ïîêàçóþ÷è,
ùî ðåçóëüòàò Äåáñà çàëèøàcòüñÿ ïðàâèëü-
íèì, ÿêùî Y � σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, ÿêèé
ìàc òàêå âè÷åðïóâàííÿ (Yn)∞n=1, ùî êîæíà
êîìïàêòíà â Y ìíîæèíà ëåæèòü ó äåÿêî-
ìó äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Yn (òàêi ïðîñòîðè
ìè íàçèâàcìî ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèìè). Çðî-
çóìiëî, ùî òàêèìè áóäóòü êëàñè÷íi íåìå-
òðèçîâíi ïðîñòîðè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó
� ïðîñòîðè R∞ âñiõ ôiíiòíèõ ÷èñëîâèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé, K âñiõ ôiíiòíèõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié y : R→ R i ïðîñòið Øâàðöà D âñiõ
ïðîáíèõ ôóíêöié y : R → R ç òåîði�� ðîç-
ïîäiëiâ ÷è, áiëüøå òîãî, âñi ñòðîãi iíäóêòèâ-
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íi ãðàíèöi Y çðîñòàþ÷èõ ïîñëiäîâíîñòåé ìå-
òðèçîâíèõ ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ Yn,
äëÿ ÿêèõ Yn çàìêíåíèé â Yn+1, â ÿêèõ ìàc ìi-
ñöå âiäîìà òåîðåìà Äücäîííå-Øâàðöà [3, ñ.
54]. Òàêèì ÷èíîì, ðàìêè ìåòðèçîâíèõ ïðî-
ñòîðiâ çàòiñíi äëÿ öüîãî ðåçóëüòàòó Äåáñà.

Iíøèé âàæëèâèé ïðèêëàä íåìåòðèçîâíî-
ãî ïðîñòîðó � öå ïðÿìà Çîð åíôðåÿ [4, c. 47],
ÿêó ìè ïîçíà÷àcìî ñèìâîëîì L. ×è ïðàâèëü-
íå òâåðäæåííÿ òåîðåìè Äåáñà äëÿ Y = L?
Ó çâ'ÿçêó ç öèì ìè âñòàíîâëþcìî òàêèé ðå-
çóëüòàò: ÿêùî X � ëîêàëüíî çâ'ÿçíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, òî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííî-
çíà÷íîãî C−-âiäîáðàæåííÿ F : X → L iñíóc
òàêà âiäêðèòà çàëèøêîâà â X ìíîæèíà G,
ùî çâóæåííÿ F |G ëîêàëüíî ñòàëå, à çíà÷èòü,
i ìíîæèíà C+(F ) çàëèøêîâà â X, à ÿêùî,
äî òîãî æ, X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî G áó-
äå âñþäè ùiëüíîþ â X, îòæå, äîïîâíåííÿ
D+(F ) = X \ C+(F ) íiäå íå ùiëüíå.

Ó çãàäàíié ïðàöi �.Äåáñ çàñòîñóâàâ
ñâié âèùåíàâåäåíèé ðåçóëüòàò ó äîâåäåííi
íàñòóïíî�� òåîðåìè [2, òåîðåìà 17]: ÿêùî X
� áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y � ïðîñòið çi çëi÷åí-
íîþ áàçîþ, Z � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, F :
X × Y → Z � êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåð-
øî�� çìiííî�� é íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó âiäíî-
ñíî äðóãî�� çìiííî��, i Y àáî Z � êîìïàêòè, òî
iñíóc âñþäè ùiëüíà Gσ-ìíîæèíà A â ïðîñòî-
ði X òàêà, ùî A× Y ⊆ C+(F ).

Ç äîïîìîãîþ íàøîãî óçàãàëüíåííÿ ïåð-
øî�� òåîðåìè Äåáñà ìè ïåðåíîñèìî öåé éî-
ãî äðóãèé ðåçóëüòàò íà âiäîáðàæåííÿ çi çíà-
÷åííÿìè â ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði.
Êðiì òîãî, ó çâ'ÿçêó ç öèì ðåçóëüòàòîì Äåá-
ñà ïîñòàþòü äâà çàïèòàííÿ: ÷è êîæíå íàði-
çíî íåïåðåðâíå çâåðõó (çíèçó) êîìïàêòíî-
çíà÷íå âiäîáðàæåííÿ F : [0, 1]2 → R áóäå
íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó (çíèçó) õî÷à á â
îäíié òî÷öi p ∈ [0, 1]2? Òóò ìè ç'ÿñîâócìî,
ùî âiäïîâiäi íà îáèäâà çàïèòàííÿ íåãàòèâíi.

2. Äëÿ ìíîãîçíà÷íîãî âiäîáðàæåííÿ F :
X → Y i ìíîæèíè B ⊆ Y ðîçãëÿäàþòüñÿ
äâà ïðîîáðàçè:

F+(B) = {x ∈ X : F (x) ⊆ B}

i
F−(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B 6= Ø}.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî âiäîáðàæåííÿ F :
X → Y áóäå íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó (çíè-
çó) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî�� âiä-
êðèòî�� ìíîæèíè V ó ïðîñòîði Y ìíîæèíà
F+(V ) (F−(V )) âiäêðèòà â X. Ç ôîðìóë

F+(Y \B) = X \ F−(B)

i
F−(Y \B) = X \ F+(B)

âèïëèâàc, ùî âiäîáðàæåííÿ F áóäå íàïiâíå-
ïåðåðâíèì çâåðõó (çíèçó) òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ êîæíî�� çàìêíåíî�� ìíîæèíè B â Y
ïðîîáðàç F−(B) (F+(B)) çàìêíåíèé â X.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå ïðîñòå
ñïîñòåðåæåííÿ: ÿêùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið
X ïîêðèâàcòüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ çàìêíåíèõ
ìíîæèí En i Un = int En, òî âiäêðèòà ìíî-
æèíà G =

∞⋃
n=1

Un c çàëèøêîâîþ â X. Ñïðàâ-
äi, ìíîæèíè En \ Un íiäå íå ùiëüíi ÿê ìå-
æi çàìêíåíèõ ìíîæèí, îòæå, ��õ îá'cäíàííÿ
A =

∞⋃
n=1

(En \Un) � öå ìíîæèíà ïåðøî�� êàòå-
ãîði��. Àëå, ÿê ëåãêî çðîçóìiòè, X \ G ⊆ A,
îòæå, i äîïîâíåííÿ X\G c ìíîæèíîþ ïåðøî��
êàòåãîði��, à çíà÷èòü, G � çàëèøêîâà ìíîæè-
íà â X.

Íàãàäàcìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
íàçèâàcòüñÿ áåðiâñüêèì, ÿêùî â íüîìó êî-
æíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà ìíîæèíà c ìíîæè-
íîþ äðóãî�� êàòåãîði��. Âiäîìî [5, c. 64], ùî
ïðîñòið X áóäå áåðiâñüêèì òîäi é ëèøå òî-
äi, êîëè âèêîíócòüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:
(i) êîæíà çàëèøêîâà ìíîæèíà â ïðîñòîði X
âñþäè ùiëüíà; (ii) äëÿ áóäü-ÿêî�� ïîñëiäîâíî-
ñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí En, ÿêi ïîêðèâàþòü

ïðîñòið X, âiäêðèòà ìíîæèíà G =
∞⋃

n=1

int En

âñþäè ùiëüíà â X.
Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Y íàçèâàcòüñÿ σ-

ìåòðèçîâíèì, ÿêùî âií ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿ-
äi îá'cäíàííÿ çðîñòàþ÷î�� ïîñëiäîâíîñòi ñâî��õ
çàìêíåíèõ ìåòðèçîâíèõ ïiäïðîñòîðiâ Yn. Òà-
êà ïîñëiäîâíiñòü (Yn)∞n=1 íàçèâàcòüñÿ âè÷åð-
ïóâàííÿì ïðîñòîðó Y . ßêùî σ-ìåòðèçîâíèé
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ïðîñòið Y ìàc òàêå âè÷åðïóâàííÿ (Yn)∞n=1,
ùî êîæíà êîìïàêòíà ìíîæèíà K â Y ëå-
æèòü ó äåÿêîìó äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Yn,
òî öåé ïðîñòið ìè íàçèâàòèìåìî ñóïåð-σ-
ìåòðèçîâíèì.

Ç òåîðåìè Áàíàõà ïðî êàòåãîðiþ [6, c.
87] âèïëèâàc, ùî â êîæíîìó òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði X iñíóc âiäêðèòèé áåðiâñüêèé ïiä-
ïðîñòið S, ÿêèé c çàëèøêîâîþ ìíîæèíîþ â
X. Òàêèé ïiäïðîñòið S ìè íàçèâàcìî áåðiâ-
ñüêèì ÿäðîì ïðîñòîðó X.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið
i F : X → Y � íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó êîì-
ïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ. Òîäi ìíîæè-
íà C+(F ) çàëèøêîâà â X.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî
Y � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Íåõàé S � áåðiâ-
ñüêå ÿäðî ïðîñòîðó X i F0 = F |S. Çðîçóìi-
ëî, ùî çâóæåííÿ F0 çàëèøàcòüñÿ íàïiâíåïå-
ðåðâíèì çíèçó âiäîáðàæåííÿì. Çà òåîðåìîþ
Äåáñà [2, ëåìà 15] ìíîæèíà C+(F0) áóäå çà-
ëèøêîâîþ â S. Ç âiäêðèòîñòi S âèïëèâàc,
ùî C+(F0) ⊆ C+(F ). Îòæå, X \ C+(F ) ⊆
X\C+(F0) = (X\S)∪(S\C+(F0)). Äîïîâíåí-
íÿ X \S c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êàòåãîði�� â X, à
äîïîâíåííÿ S \C+(F0) � öå ìíîæèíà ïåðøî��
êàòåãîði�� â S, à çíà÷èòü, i â X. Îòæå, äîïîâ-
íåííÿ X \ C+(F ) c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êàòå-
ãîði�� â X, à çíà÷èòü, ìíîæèíà C+(F ) c çà-
ëèøêîâîþ â X. Òàêèì ÷èíîì, ìè ïîêàçàëè,
ùî òâåðäæåííÿ òåîðåìè Äåáñà çàëèøàcòüñÿ
ïðàâèëüíèì i áåç óìîâè áåðîâîñòi ïðîñòîðó
X.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó çàãàëüíîãî âè-
ïàäêó. Íåõàé (Yn)∞n=1 � òàêå âè÷åðïóâàííÿ
ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó Y , ùî êî-
æíà êîìïàêòíà ïiäìíîæèíà â Y ìiñòèòüñÿ
â ÿêîìóñü äîãðàíè÷íîìó ïðîñòîði Yn. Íåõàé
En = F+(Yn). Îñêiëüêè F íàïiâíåïåðåðâíå
çíèçó, òî ìíîæèíè En çàìêíåíi â X. Äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X ìíîæèíà F (x) êîìïàêòíà â Y .
Îòæå, iñíóc òàêèé íîìåð n, ùî F (x) ⊆ Yn,

à çíà÷èòü, x ∈ En. Òîìó X =
∞⋃

n=1

En. Ââà-

æàòèìåìî, ùî Un = int En i G =
∞⋃

n=1

Un. ßê

áóëî çàçíà÷åíî âèùå, âiäêðèòà ìíîæèíà G
áóäå çàëèøêîâîþ â X. Íåõàé Fn = F |Un .
Îñêiëüêè Fn(x) ⊆ Yn äëÿ êîæíîãî x ∈ Un,
òî Fn � öå êîìïàêòíîçíà÷íå íàïiâíåïåðåðâ-
íå çíèçó âiäîáðàæåííÿ âiäêðèòîãî ïiäïðî-
ñòîðó Un ïðîñòîðó X â ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið Yn. Òîäi çà äîâåäåíèì âèùå ìíîæèíà
C+(Fn) c çàëèøêîâîþ â Un. Îòæå, ðiçíèöÿ
D+(Fn) = Un \ C+(Fn) c ìíîæèíîþ ïåðøî��
êàòåãîði�� â Un, à çíà÷èòü, i â X. Ïîêàæåìî,
ùî äîïîâíåííÿ D+(F ) = X\C+(F ) � öå ìíî-
æèíà ïåðøî�� êàòåãîði�� â X. Ç âiäêðèòîñòi Un

âèïëèâàc, ùî D+(F ) ∩ Un = D+(Fn) äëÿ êî-
æíîãî n. Òîìó

D+(F ) = (D+(F ) ∩G) ∪ (D+(F ) \G) =

=

( ∞⋃
n=1

D+(Fn)

)
∪ (D+(F ) \G).

Ìè áà÷èìî, ùî D+(F ) c ìíîæèíîþ ïåðøî��
êàòåãîði��, çâiäêè é âèïëèâàc òâåðäæåííÿ òå-
îðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X, Y i Z � òîïî-
ëîãi÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó Y êîìïàêòíèé
i çàäîâîëüíÿc äðóãó àêñiîìó çëi÷åííîñòi, à
Z ðåãóëÿðíèé i ñóïåð-σ-ìåòðèçîâíèé, F :
X×Y → Z � êîìïàêòíîçíà÷íå âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäíîñíî ïåð-
øî�� çìiííî�� é íàïiâíåïåðåðâíå çâåðõó âiä-
íîñíî äðóãî�� çìiííî��. Òîäi iñíóc çàëèøêîâà
ìíîæèíà A â X òàêà, ùî F íàïiâíåïåðåðâ-
íå çâåðõó â êîæíié òî÷öi A× Y .

3. Íàãàäàcìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X
íàçèâàcòüñÿ çâ'ÿçíèì, ÿêùî éîãî íå ìîæíà
ðîçáèòè íà äâi íåïîðîæíi âiäêðèòi ÷àñòèíè,
i ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì, ÿêùî â êîæíîìó îêîëi
U äîâiëüíî�� òî÷êè x ∈ X ìiñòèòüñÿ äåÿêèé
çâ'ÿçíèé îêië V òî÷êè x.

Ïîòóæíiñòü ìíîæèíè M ìè ïîçíà÷àòèìå-
ìî ñèìâîëîì |M |. Ìíîãîçíà÷íå âiäîáðàæåí-
íÿ F : X → Y , â ÿêîãî |F (x)| < ℵ0 äëÿ êî-
æíîãî x ∈ X (òîáòî âñi ìíîæèíè F (x) ñêií-
÷åííi), ìè íàçèâàòèìåìî ñêií÷åííîçíà÷íèì.
ßêùî |F (x)| = n äëÿ âñiõ x ∈ X äëÿ äåÿêîãî
n ∈ N, òî F íàçèâàòèìåìî n-çíà÷íèì.

Ó öüîìó ïóíêòi ìè ñïðîáócìî âèâ÷èòè
ìíîæèíó C+(F ) äëÿ ñêií÷åííîçíà÷íèõ íà-
ïiâíåïåðåðâíèõ çíèçó âiäîáðàæåíü F : X →
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L, äå L � ïðÿìà Çîð åíôðåÿ. Íàø ìåòîä
áàçócòüñÿ íà òàêîìó ðåçóëüòàòi.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → R � íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî�� êîæíà òî÷êà x ∈ X c òî-
÷êîþ ëîêàëüíîãî ìiíiìóìó. Òîäi ôóíêöiÿ f
ñòàëà.

Äîâåäåííÿ.Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü òà-
êi äâi òî÷êè x1 i x2 ó ïðîñòîði X, ùî
f(x1) < f(x2). Âiçüìåìî ÿêåñü ÷èñëî γ òàêå,
ùî f(x1) < γ < f(x2), i ðîçãëÿíåìî ìíîæè-
íè A = {x ∈ X : f(x) < γ} i B = {x ∈
X : f(x) ≥ γ}. Îñêiëüêè x1 ∈ A i x2 ∈ B,
òî A 6= Ø i B 6= Ø. Ìíîæèíà A âiäêðèòà
ÿê ïðîîáðàç âiäêðèòî�� ìíîæèíè (−∞, γ) ïðè
íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi f . Ìíîæèíà B
òàêîæ âiäêðèòà. Ñïðàâäi, íåõàé x0 ∈ B. Òîäi
f(x0) ≥ γ. Îñêiëüêè x0 � öå òî÷êà ëîêàëüíî-
ãî ìiíiìóìó ôóíêöi�� f , òî iñíóc òàêèé îêië
U òî÷êè x0 â X, ùî f(x) ≥ f(x0), ÿê òiëüêè
x ∈ U . Òîäi f(x) ≥ γ äëÿ êîæíîãî x ∈ U , îò-
æå, U ⊆ B, à çíà÷èòü, B c îêîëîì òî÷êè x0.
Çðîçóìiëî, ùî A∪B = X i A∩B = Ø. Òàêèì
÷èíîì, ìè ðîçáèëè ïðîñòið X íà äâi íåïîðî-
æíi âiäêðèòi ÷àñòèíè A i B, ùî ñóïåðå÷èòü
éîãî çâ'ÿçíîñòi. Îòæå, ôóíêöiÿ f ñòàëà.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò ëåãêî âèâîäèòüñÿ ç
òåîðåìè 3.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið i f : X → L � íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ. Òîäi f � ñòàëå âiäîáðàæåí-
íÿ.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî óçàãàëüíåííÿ òåîðå-
ìè 4.

Òåîðåìà 5. Íåõàé X � çâ'ÿçíèé òîïî-
ëîãi÷íèé ïðîñòið, n ∈ N, i F : X → L �
íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó n-çíà÷íå âiäîáðàæå-
ííÿ. Òîäi F � ñòàëå.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî x ∈ X
çàíóìåðócìî åëåìåíòè n-åëåìåíòíî�� ìíîæè-
íè F (x) â ïîðÿäêó çðîñòàííÿ : f1(x) <
f2(x) < . . . < fn(x). Äîâåäåìî, ùî êîæíà ç
ôóíêöié fk : X → L íåïåðåðâíà. Íåõàé a ∈
X i bk = fk(a) ïðè k = 1, . . . , n. Òîäi bk < bk+1

äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n − 1, îòæå, ÷èñëî
ε0 = min{bk+1−bk : k = 1, . . . , n−1} äîäàòíå.
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ÷èñëî ε, äëÿ ÿêîãî 0 <
ε < ε0, i ïðèïóñòèìî, ùî Vk = [bk, bk + ε) äëÿ

k = 1, . . . , n. ßñíî, ùî Vk∩Vj = Ø ïðè k 6= j.
Çðîçóìiëî, ùî Vk ∩ F (a) 6= Ø äëÿ êîæíîãî
k = 1, . . . , n, àäæå bk ∈ Vk ∩ F (a). Ç íàïiâíå-
ïåðåðâíîñòi çíèçó â òî÷öi a âiäîáðàæåííÿ F
âèïëèâàc, ùî äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n iñíóc
òàêèé îêië Uk òî÷êè a â X, ùî Vk∩F (x) 6= Ø,
ÿê òiëüêè x ∈ Uk. Ìíîæèíà U =

n⋂
k=1

Uk òåæ
áóäå îêîëîì òî÷êè a â X i Vk∩F (x) 6= Ø äëÿ
êîæíîãî k = 1, . . . , n i äëÿ êîæíîãî x ∈ U .

Íåõàé x ∈ U . Ïîêàæåìî, ùî yk = fk(x) ∈
Vk äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n. Íåõàé yk 6∈ Vk

äëÿ äåÿêîãî k = 1, . . . , n. Òîäi yk < bk àáî
yk ≥ bk + ε. Íåõàé yk < bk. Îñêiëüêè y1 <
y2 < . . . < yk < bk < bk+1 < . . . < bn, òî òî-
÷êè y1, . . ., yk íå ìîæóòü ïîïàñòè â ïðîìiæ-
êè Vk, . . ., Vn. Îòæå, â öi ïðîìiæêè ìîæóòü
ïîïàñòè òiëüêè òî÷êè yk+1, . . ., yn. Àëå öèõ
òî÷îê c n− k, à ïðîìiæêiâ � n− k + 1. Òîìó
çíàéäåòüñÿ òàêèé ïðîìiæîê Vj ç j = k, . . . , n,
â ÿêèé íå ïîïàäå æîäíî�� ç òî÷îê y1, . . ., yn,
ùî ïðèâåäå äî òîãî, ùî Vj ∩ F (x) = Ø, à öå
íåìîæëèâî. Òàê ñàìî ó âèïàäêó yk ≥ bk + ε
òî÷êè yk, . . ., yn íå çìîæóòü ïîïàñòè â ïðî-
ìiæêè V1, . . ., Vk. Çàëèøàcòüñÿ k − 1 òî÷îê
y1, . . ., yk−1, ÿêèõ íå âèñòà÷àc äëÿ êîæíîãî ç
k ïðîìiæêiâ V1, . . ., Vk.

Îòæå, fk(U) ⊆ Vk äëÿ êîæíîãî k =
1, . . . , n. Öå ïîêàçóc, ùî âñi ôóíêöi�� fk : X →
L íåïåðåðâíi â òî÷öi a. Òàêèì ÷èíîì, âñi
ôóíêöi�� fk íåïåðåðâíi, îòæå, çà òåîðåìîþ 4,
âîíè ñòàëi. Òîìó F � ñòàëå âiäîáðàæåííÿ,
àäæå F (x) = {f1(x), . . . , fn(x)} äëÿ êîæíîãî
x ∈ X.

Çàóâàæèìî, ùî êîëè òiëüêè |F (x)| ≤ n
äëÿ êîæíîãî x ∈ X ç äåÿêèì n > 1, òî âi-
äîáðàæåííÿ F íå îáîâ'ÿçêîâî ìîæå áóòè ñòà-
ëèì. Ñïðàâäi, âiçüìåìî X = R i ïðèïóñòèìî,
ùî F (x) = {0, 1} ïðè x 6= 0 i F (0) = {0}. Ëåã-
êî çðîçóìiòè, ùî F íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó â
êîæíié òî÷öi. Çàçíà÷èìî, ùî F íå c íàïiâ-
íåïåðåðâíèì çâåðõó â òî÷öi 0.

Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó çàãàëüíîãî âè-
ïàäêó. Âiäîáðàæåííÿ F : X → Y
íàçèâàcòüñÿ ëîêàëüíî ñòàëèì, ÿêùî äëÿ êî-
æíî�� òî÷êè x ∈ X iñíóc òàêèé ���� îêië U â X,
ùî çâóæåííÿ F |U ñòàëå.

Òåîðåìà 6. Íåõàé X � ëîêàëüíî çâ'ÿç-
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íèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, n ∈ N i F :
X → L � íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó âiäîáðà-
æåííÿ, äëÿ ÿêîãî |F (x)| ≤ n äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X. Òîäi iñíóc òàêà âiäêðèòà âñþ-
äè ùiëüíà ìíîæèíà G â X, ùî F ëîêàëüíî
ñòàëå â êîæíié òî÷öi ç G.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñócìî iíäóêöiþ âiäíî-
ñíî n.

Íåõàé n = 1. Òîäi F (x) = {f(x)}, äå f :
X → L � îäíîçíà÷íà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ.
Çà óìîâîþ êîæíà òî÷êà x ∈ X ìàc çâ'ÿçíèé
îêië Ux. Çà òåîðåìîþ 4 çâóæåííÿ F |Ux ñòà-
ëå. Òîäi f c ëîêàëüíî ñòàëîþ ôóíêöicþ i çà
ìíîæèíó G ìè ìîæåìî âçÿòè âåñü ïðîñòið
X.

Ïðèïóñòèìî, ùî n > 1 i íàøå òâåðäæåí-
íÿ ñïðàâåäëèâå äëÿ âiäîáðàæåíü F , ó ÿêèõ
|F (x)| ≤ n − 1 äëÿ êîæíîãî x. Íåõàé F �
òàêå âiäîáðàæåííÿ ÿê ó ôîðìóëþâàííi òåî-
ðåìè. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó A = {x ∈ X :
|F (x)| = n}. Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî öÿ ìíîæè-
íà âiäêðèòà â X. Ñïðàâäi, íåõàé a ∈ A i
F (a) = {b1, . . . , bn}, äå b1 < . . . < bn. Ïî-
êëàäåìî Vk = [bk, bk+1) ïðè k = 1, . . . , n,
äå bn+1 = bn + 1. ßñíî, ùî Vk ∩ Vj = Ø
ïðè k 6= j i Vk ∩ F (a) 6= Ø äëÿ êîæíîãî
k = 1, . . . , n. Ç íàïiâíåïåðåðâíîñòi çíèçó âi-
äîáðàæåííÿ F ó òî÷öi a âèïëèâàc, ùî iñíóc
òàêèé îêië U òî÷êè a â X, ùî F (x)∩Vk 6= Ø
äëÿ âñiõ k = 1, . . . , n i äëÿ âñiõ x ∈ U . Íåõàé
x ∈ U . Âèáåðåìî äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , n
òî÷êó yk ∈ F (x) ∩ Vk. Âñi öi òî÷êè ðiçíi,
îñêiëüêè ìíîæèíè Vk ïîïàðíî íå ïåðåòèíà-
þòüñÿ. Êðiì òîãî, {y1, . . . , yn} ⊆ F (x). Òî-
ìó |F (x)| ≥ n. Ç äðóãîãî áîêó, çà óìîâîþ
|F (x)| ≤ n. Òîìó |F (x)| = n, îòæå, U ⊆ A,
ùî i äîâîäèòü âiäêðèòiñòü ìíîæèíè A.

Ç òåîðåìè 5 ëåãêî âèâîäèìî, ùî çâóæåí-
íÿ F |A ëîêàëüíî ñòàëå, îñêiëüêè âiäêðè-
òèé ïiäïðîñòið ëîêàëüíî çâ'ÿçíîãî ïðîñòîðó
çàëèøàcòüñÿ ëîêàëüíî çâ'ÿçíèì. Ðîçãëÿíå-
ìî âiäêðèòó ìíîæèíó B = X \ Ā. ßñíî, ùî
|F (x)| ≤ n − 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ B. Çà ií-
äóêòèâíèì ïðèïóùåííÿì äëÿ çâóæåííÿ F |B
iñíóc òàêà âiäêðèòà ìíîæèíà H â B, ùî F |H
ëîêàëüíî ñòàëå i H ùiëüíà â B. Îñêiëüêè
ìíîæèíè A i B âiäêðèòi â X, òî i ìíîæèíà
G = A∪H òåæ âiäêðèòà â X. Çðîçóìiëî, ùî

F ëîêàëüíî ñòàëå â êîæíié òî÷öi ç ìíîæèíè
G. Êðiì òîãî, ìíîæèíà G ùiëüíà â X, àäæå
A ùiëüíà â Ā, H ùiëüíà â B i X = Ā ∪ B.
Îòæå, ìíîæèíà G i c øóêàíîþ.

Òåîðåìà 7. Íåõàé X � ëîêàëüíî çâ'ÿ-
çíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i F : X → L
� íàïiâíåïåðåðâíå çíèçó ñêií÷åííîçíà÷íå âi-
äîáðàæåííÿ. Òîäi iñíóc òàêà çàëèøêîâà âiä-
êðèòà ìíîæèíà G â X, ùî F c ëîêàëüíî
ñòàëèì ó êîæíié òî÷öi ìíîæèíè G. ßêùî
äî òîãî æ X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, òî ìíî-
æèíà G áóäå âñþäè ùiëüíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N ðîçãëÿ-
íåìî ìíîæèíó An = {x ∈ X : |F (x)| ≥ n}
i ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà An âiäêðèòà. Íå-
õàé a ∈ An. Òîäi F (a) = {b1, . . . , bm}, äå
b1 < . . . < bm i m ≥ n. Ââîäÿ÷è ïðî-
ìiæêè Vk = [bk, bk+1) ïðè k = 1, . . . ,m ç
bm+1 = bm + 1, ìè òàê ñàìî ÿê ó äîâåäåí-
íi òåîðåìè 6 ëåãêî ïåðåêîíócìîñÿ â òîìó, ùî
iñíóc îêië U òî÷êè a, äëÿ ÿêîãî F (x)∩Vk 6= Ø
äëÿ êîæíîãî k = 1, . . . , m, ÿê òiëüêè x ∈ U .
Òîìó äëÿ x ∈ U ìàcìî |F (x)| ≥ m ≥ n, îò-
æå, U ⊆ A.

Ìíîæèíè Bn = X\An çàìêíåíi i
∞⋃

n=1

Bn =

X. Íåõàé Un = int Bn i H =
∞⋃

n=1

Un. Ìíîæè-
íà H c çàëèøêîâîþ â X. Îñêiëüêè |F (x)| ≤
n − 1 äëÿ êîæíîãî x ∈ Un, òî, çà òåîðå-
ìîþ 6 iñíóc âiäêðèòà ùiëüíà â Un ìíîæèíà
Gn òàêà, ùî F ëîêàëüíî ñòàëå â êîæíié òî-
÷öi ç Gn. Ìíîæèíà Un \ Gn íiäå íå ùiëüíà

â Un, à çíà÷èòü, i â X. Íåõàé G =
∞⋃

n=1

Gn.

Ìíîæèíà G âiäêðèòà i F � ëîêàëüíî ñòà-
ëå â êîæíié òî÷öi ìíîæèíè G. Êðiì òîãî,

X \ G ⊆
∞⋃

n=1

(Un \Gn) ∪ (X \ H), çâiäêè

âèïëèâàc, ùî X\G c ìíîæèíîþ ïåðøî�� êàòå-
ãîði��, à ìíîæèíà G c çàëèøêîâîþ â ïðîñòîði
X.

Äðóãà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ íåãàéíî
âèïëèâàc ç íàâåäåíî�� âèùå õàðàêòåðèçàöi��
áåðîâîñòi.

Çàóâàæèìî, ùî ó ñâî��õ òî÷êàõ ëîêàëüíî��
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ñòàëîñòi âiäîáðàæåííÿ F î÷åâèäíî íàïiâíå-
ïåðåðâíå çâåðõó, òàê ùî â óìîâàõ òåîðåìè 7
ìíîæèíà C+(F ) áóäå çàëèøêîâîþ â X, à äëÿ
áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó X ÷è äëÿ îáìåæåíîãî
âiäîáðàæåííÿ F (ÿê ó òåîðåìi 6) äîïîâíåííÿ
X \ C+(F ) íàâiòü íiäå íå ùiëüíå.

4. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó íåãàòèâíèõ ðå-
çóëüòàòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç äðóãîþ òåîðåìîþ
Äåáñà.

Íåõàé An =

{
2k − 1

2n
: k = 1, . . . , 2n−1

}
,

En = An × An, E =
∞⋃

n=1

En i P = [0, 1]2. Íå-

õàé F1(p) = {0}, ÿêùî p ∈ P \ E, F1(p) =[
0, 1− 2−n

]
, ÿêùî p ∈ En äëÿ äåÿêîãî n,

i F2(p) = [0, 1], ÿêùî p ∈ P \ E, F2(p) =[
0, 2−n

]
, ÿêùî p ∈ En äëÿ äåÿêîãî n.

Òåîðåìà 8. Âiäîáðàæåííÿ F1 : P → [0, 1]
(F2 : P → [0, 1]) c êîìïàêòíîçíà÷íèì íà-
ðiçíî íàïiâíåïåðåðâíèì çâåðõó (çíèçó), äëÿ
ÿêîãî C+(F1) = Ø (C−(F2) = Ø).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Fi(x, y) = Fi(y, x)
íà P , òî äëÿ äîâåäåííÿ íàðiçíî�� íàïiâíå-
ïåðåðâíîñòi äîñèòü âñòàíîâèòè, ùî âiäîáðà-
æåííÿ F1(·, y) : [0, 1] → [0, 1] íàïiâíåïåðåðâ-
íå çíèçó, à F2(·, y) : [0, 1] → [0, 1] íàïiâíåïå-
ðåðâíå çâåðõó äëÿ êîæíîãî y ∈ [0, 1]. ßêùî

y ∈ [0, 1] \
∞⋃

n=1

An, òî âiäîáðàæåííÿ Fi(·, y)

ñòàëi, à çíà÷èòü, íàïiâíåïåðåðâíi i çâåðõó i
çíèçó. Íåõàé y ∈ An äëÿ äåÿêîãî n, òîá-
òî y =

2k − 1

2n
äëÿ äåÿêîãî k = 1, . . . , 2n−1.

Çâóæåííÿ âiäîáðàæåííÿ Fi(·, y) íà âiäêðèòó
ìíîæèíó [0, 1]\An ñòàëå, ùî çíîâó ãàðàíòóc
íàïiâíåïåðåðâíiñòü çâåðõó i çíèçó â êîæíié
òî÷öi x ∈ [0, 1] \ An. Íåõàé x0 ∈ An. Òî-
äi F1(x, y) ⊆ [

0, 1− 2−n
]

= F1(x0, y) äëÿ
âñiõ x ∈ [0, 1], îòæå, F1(·, y) íàïiâíåïåðåðâ-
íå çâåðõó â òî÷öi x0. Òàê ñàìî F2(x0, y) =[
0, 2−n

] ⊆ F2(x, y) äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1],
çâiäêè âèïëèâàc, ùî F2(·, y) íàïiâíåïåðåðâ-
íå çíèçó â òî÷öi x0.

Äîâåäåìî, ùî F1 íå c íàïiâíåïåðåðâíèì
çâåðõó â êîæíié òî÷öi p0 ∈ P . Çðîçóìi-
ëî, ùî iñíóc òàêèé íîìåð m, ùî F1(p0) ⊆[
0, 1− 2−m

)
. Ìíîæèíà V =

[
0, 2−m

)
� öå

îêië ìíîæèíè F1(p0) ó ïðîñòîði [0, 1]. Íåõàé
U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè p0 â P . Îñêiëü-

êè ìíîæèíà Rm =
∞⋃

n=m

En âñþäè ùiëüíà â

P , òî iñíóc òî÷êà p∗ ∈ U ∩ Rm. Äëÿ öic�� òî-
÷êè F1(p

∗) =
[
0, 1− 2−n

]
äëÿ äåÿêîãî n ≥ m,

îòæå, F1(p
∗) 6⊆ V . Öå ïîêàçóc, ùî F1 íå c íà-

ïiâíåïåðåðâíîþ çâåðõó â òî÷öi p0.
Çàëèøèëîñÿ äîâåñòè, ùî F1 íå c íàïiâ-

íåïåðåðâíîþ çíèçó â êîæíié òî÷öi p0 ∈ P .
Iñíóc òàêå m, ùî F2(p0)∩

(
2−m, 1

] 6= Ø. Ìíî-
æèíà V =

(
2−m, 1

]
âiäêðèòà â ïðîñòîði [0, 1].

Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè p0 â P .
Ìíîæèíà Rm ùiëüíà â P , îòæå, iñíóc òî-
÷êà p∗ ∈ U ∩ Rm. Òîäi F2(p∗) =

[
0, 2−n

]
äëÿ

äåÿêîãî n ≥ m, îòæå, F2(p∗) ∩ V = Ø, ùî
ïîêàçóc, ùî F2 íå c íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó
â òî÷öi p0.
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