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ÏÅÐØÈÉ ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÈÉ ËÅÁÅÃIÂÑÜÊÈÉ ÊËÀÑ I ÁÅÐIÂÑÜÊÀ
ÊËÀÑÈÔIÊÀÖIß ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÂIÄÎÁÐÀÆÅÍÜ

Äîâîäèòüñÿ, ùî êîæíå íàðiçíî íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X × T → Y c ïåðøîãî êëàñó
Áåðà, ÿêùî X � ìåòðèçîâíèé (÷è íàâiòü ÐÐ-) ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Y � ñåïà-
ðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið, ñëàáêî ëîêàëüíî ãîìåîìîðôíèé äî äåÿêîãî ñåïàðàáåëüíîãî
ìåòðèçîâíîãî òîïîëîãi÷íîãî âåêòîðíîãî ïðîñòîðó.

It is obtained that every separately continuous mapping f : X × T → Y belongs to the �rst
Baire class if X is a metrizable (or even PP-) space, T is a topological space and Y is a separable
metrizable space which is weakly locally homeomorphic to a separable metrizable topological vector
space.

1. Äîñëiäæåííÿ áåðiâñüêî�� êëàñèôiêàöi��
íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü áóëî çàïî-
÷àòêîâàíî À. Ëåáåãîì [1] ó 1898 ðîöi, ÿêèé
óñòàíîâèâ, ùî êîæíà íàðiçíî íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : R2 → R íàëåæèòü äî ïåðøîãî
êëàñó Áåðà. Öÿ òåìàòèêà ó ÕÕ ñòîëiòòi áó-
ëà ðîçâèíóòà â ïðàöÿõ Ã. Ãàíà, Á. Äæîíñîíà,
Â. Ìîðàíà,Æ. Ñàí-Ðåìî, Â. Ðóäiíà, Ã. Âåðè,
Â. Ìàñëþ÷åíêà, Â. Ìèõàéëþêà, Î. Ñîá÷óêà,
À. Êàëàí÷i i Ò. Áàíàõà. Â. Ðóäií áóâ ïåð-
øèì, õòî ðîçãëÿäàâ ôóíêöi�� çi çíà÷åííÿìè
â ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðàõ [2] (äî íüî-
ãî äîñëiäæóâàëèñÿ ëèøå äiéñíîçíà÷íi ôóíê-
öi��). Ó ïðàöÿõ [3-5] áóëè âñòàíîâëåíi ðåçóëü-
òàòè äëÿ ôóíêöié çi çíà÷åííÿìè â äîâiëüíî-
ìó òîïîëîãi÷íîìó âåêòîðíîìó ïðîñòîði. Íà-
ðåøòi, Ò. Áàíàõ [6] ðîçãëÿäàâ ôóíêöi�� çi çíà-
÷åííÿìè â UC-ïðîñòîðàõ, ùî áóëè ââåäåíi
À.Ð. Êîòi [7].

Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç B1(X,Y ) ñóêóïíiñòü óñiõ ôóíê-
öié f : X → Y ïåðøîãî êëàñó Áåðà, òîá-
òî ïîòî÷êîâèõ ãðàíèöü ïîñëiäîâíîñòåé íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Y . ßêùî Z � ùå
îäèí òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, òî CC(X × Y, Z)
� öå ñóêóïíiñòü óñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ
âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z. Íàáið (X,Y, Z)
òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ìè íàçèâàcìî òðié-
êîþ Ëåáåãà [8], ÿêùî âèêîíócòüñÿ âêëþ÷åí-
íÿ CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z).

Â. Ìàñëþ÷åíêî ïîñòàâèâ çàïèòàííÿ:

ÿêùî (X,Y, Z) c òðiéêîþ Ëåáåãà, òî äëÿ
ÿêèõ ïiäïðîñòîðiâ E â Z íàáið (X, Y, E)
çàëèøàcòüñÿ òðiéêîþ Ëåáåãà? Òóò ìè
ïîêàçócìî, ùî äëÿ çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ X i Y ç òîãî, ùî (X,Y,R) c òðié-
êîþ Ëåáåãà âèïëèâàc, ùî (X,Y, E) c òðiéêîþ
Ëåáåãà äëÿ äîâiëüíîãî ïiäïðîñòîðó E ÷èñëî-
âî�� ïðÿìî�� R (öåé ðåçóëüòàò áóâ àíîíñîâàíèé
â [8], à éîãî ïîïåðåäíÿ âåðñiÿ â [9]).

Ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ÿêùî (X,Y, Z) � òðié-
êà Ëåáåãà i E � ðåòðàêò Z, òî (X,Y,E) � òà-
êîæ òðiéêà Ëåáåãà. Ôàêòè÷íî, ùå À. Ëåáåã
äîâiâ, ùî (R,R,C) c òðiéêîþ Ëåáåãà. Âiäî-
ìî, ùî îäèíè÷íå êîëî S = {z ∈ C : |z| =
1} íå c ðåòðàêòîì êîìïëåêñíî�� ïëîùèíè C.
Òîìó ïðèðîäíî ïîñòàëî çàïèòàííÿ: ÷è áóäå
(R,R,S) òðiéêîþ Ëåáåãà?

Äîáðå âiäîìî, ùî êîëî S íàêðèâàcòüñÿ
ïðÿìîþ R ç äîïîìîãîþ âiäîáðàæåííÿ
ϕ(t) = e2iπt. Ïðè öüîìó [10, c. 100] äëÿ
êîæíîãî íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ
f : R→ S iñíóc íåïåðåðâíå âiäîáðàæåí-
íÿ g : R→ R òàêå, ùî f = ϕ ◦ g. ßêáè
öåé ôàêò ìàâ ìiñöå i äëÿ êîæíîãî íàðiçíî
íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ f : R2 → S, òî
çâiäñè ëåãêî á îòðèìóâàëàñü ïîçèòèâíà âiä-
ïîâiäü íà îñòàííc ïèòàííÿ. Ïðîòå íå êîæíà
íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R2 → S
äîïóñêàc ïiäíÿòòÿ â R. Âiäïîâiäíèé ïðè-
êëàä áóâ íàâåäåíèé ó [8]. Àëå, íåçâàæàþ÷è
íà öå, âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå çàïèòàííÿ
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âñå æ ïîçèòèâíà. Âîíà îòðèìócòüñÿ íà
îñíîâi òàêèõ ìiðêóâàíü. Êîæíå íàðiçíî
íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : R2 → S íàëå-
æèòü äî ïåðøîãî êëàñó Ëåáåãà H1(R2,S), à
âiäîáðàæåííÿ ç öüîãî êëàñó âæå äîïóñêàþòü
ïiäíÿòòÿ äî âiäîáðàæåííÿ g ç H1(R2,R).
Îñêiëüêè H1(R2,R) = B1(R2,R), òî g c
ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
gn : R2 → R, à çíà÷èòü, i f c ïîòî÷êîâîþ
ãðàíèöåþ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié fn = ϕ ◦ gn.

Ìè áà÷èìî, ùî â öié çàäà÷i ïåðåïëiòà-
þòüñÿ áåðiâñüêà é ëåáåãiâñüêà êëàñèôiêàöi��.
Ëåáåãiâñüêó êëàñèôiêàöiþ íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ âiäîáðàæåíü äîñëiäæóâàëè Ê. Êóðàòîâ-
ñüêèé i Ä. Ìîíòãîìåði i ��õ ðåçóëüòàòè ïîäàíi
â [11, ñ. 387]. Â. Ìàñëþ÷åíêî [12] çîâñiì ií-
øèì ìåòîäîì, ÿêèé âèêîðèñòîâóc ïàðàêîì-
ïàêòíiñòü ìåòðèçîâíîãî ïðîñòîðó, óçàãàëü-
íèâ òåîðåìó Êóðàòîâñüêîãî-Ìîíòãîìåði, ïî-
êàçàâøè, çîêðåìà, ùî CC(X × Y, Z) ⊆
H1(X × Y, Z), ÿêùî X � ìåòðèçîâíèé ïðî-
ñòið, Y � äîñêîíàëèé ïðîñòið, Z � äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé ïðîñòið.

Ó äàíié ïðàöi ìè ââîäèìî ïîíÿòòÿ ñëàá-
êîãî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôiçìó (äèâ. îçíà-
÷åííÿ â ï.5) i êëàñ K ïðîñòîðiâ Y , äëÿ
ÿêèõ iñíóþòü ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé
òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið Z i ñëàá-
êèé ëîêàëüíèé ãîìåîìîðôiçì ϕ : X → Y .
Êðiì òîãî, ùîá ïîçáóòèñÿ óìîâè äîñêîíà-
ëîñòi íà äðóãèé ïðîñòið ó âèùåçãàäàíîìó
ðåçóëüòàòi Â. Ìàñëþ÷åíêà, ìè ðîçãëÿäàcìî
êëàñ H∗

1 (X, Y ) óñiõ âiäîáðàæåíü f : X → Y ,
äëÿ ÿêèõ f−1(B) ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi ïåðåòè-
íó ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ
ìíîæèí äëÿ äîâiëüíî�� çàìêíåíî�� ìíîæèíè
B â Y . Çðîçóìiëî, ùî H∗

1 (X, Y ) ⊆ H1(X, Y ),
ïðè÷îìó äëÿ äîñêîíàëî íîðìàëüíîãî ïðî-
ñòîðó X öi êëàñè çáiãàþòüñÿ.

Ðîçâèâàþ÷è ìåòîä iç [12], ìè ïîêàçócìî,
ùî CC(X ×Y, Z) ⊆ H∗

1 (X ×Y, Z), ÿêùî X �
ìåòðèçîâíèé, Y � òîïîëîãi÷íèé i Z � äîñêî-
íàëî íîðìàëüíèé ïðîñòîðè. Áiëüøå òîãî, öå
âêëþ÷åííÿ çàëèøàcòüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî
X � öå òàê çâàíèé PP -ïðîñòið, ùî áóâ ââå-
äåíèé Î. Ñîá÷óêîì â [13]. Äàëi, çäiéñíþþ÷è
ïîáóäîâè, àíàëîãi÷íi äî ïðîðîáëåíèõ â [11]
ïðè äîâåäåííi òåîðåìè Ëåáåãà-Ãàóñäîðôà ìè

ïîêàçócìî, ùî H∗
1 (X, Y ) ⊆ B1(X, Y ), ÿêùî

X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, à Y � ñåïàðà-
áåëüíèé ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé âåêòîð-
íèé ïðîñòið.

Êðiì òîãî, ìè ç'ÿñîâócìî, ùî äëÿ òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, ëiíäåëåôîâîãî ïðî-
ñòîðó Y , ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðèçîâíîãî ïðî-
ñòîðó Z, ñëàáêîãî ëîêàëüíîãî ãîìåîìîðôi-
çìó ϕ : Z → Y i f ∈ H∗

1 (X,Y ) iñíóc
g ∈ H∗

1 (X, Z) òàêå, ùî f = ϕ ◦ g. Íà îñíîâi
öèõ ðåçóëüòàòiâ ìè âñòàíîâëþcìî, ùî âêëþ-
÷åííÿ H∗

1 (X,Y ) ⊆ B1(X,Y ) ìàc ìiñöå, êî-
ëè X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäå-
ëåôîâèé ïðîñòið iç êëàñó K, à âêëþ÷åííÿ
CC(X × Y, Z) ⊆ B1(X × Y, Z) âèêîíócòüñÿ,
ÿêùî X � PP -ïðîñòið (çîêðåìà X � ìåòðè-
çîâíèé), Y � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið i Z � ñå-
ïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið iç êëàñó
K.

2. Ó öüîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî, ùî äëÿ
çâ'ÿçíèõ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ X i Y ç òî-
ãî, ùî (X,Y,R) c òðiéêîþ Ëåáåãà âèïëèâàc,
ùî (X,Y,E) c òðiéêîþ Ëåáåãà äëÿ äîâiëüíî-
ãî ïiäïðîñòîðó E ÷èñëîâî�� ïðÿìî�� R.

Ëåìà 1.1. Íåõàé A � çâ'ÿçíà ïiäìíî-
æèíà òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X, (Bi)i∈I �
ñiì'ÿ çâ'ÿçíèõ ìíîæèí â X òàêà, ùî A ⊆⋃
i∈I

Bi i Bi ∩ A 6= Ø äëÿ êîæíîãî i ∈ I. Òîäi
ìíîæèíà B =

⋃
i∈I

Bi c çâ'ÿçíîþ â X.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà
B ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi B = F1 t F2, äå
ìíîæèíè F1 òà F2 çàìêíåíi â B. Ïîêàæå-
ìî, ùî F1 = Ø àáî F2 = Ø. Ïîçíà÷èìî
F j

i = Fj ∩Bi, j = 1, 2. Ìíîæèíè F j
i çàìêíåíi

â Bi ïðè j = 1, 2. Ïîçíà÷èìî F ′ = A ∩ F1,
F ′′ = A ∩ F2. Òîäi A = F ′ t F ′′, äå F ′ òà
F ′′ � çàìêíåíi â A. Îñêiëüêè A � çâ'ÿçíà
ìíîæèíà, òî àáî F ′ = Ø àáî F ′′ = Ø. Íå-
õàé F ′′ = Ø, òîäi A = F ′, çâiäêè âèïëèâàc,
ùî A ⊆ F1. Îñêiëüêè A ∩ Bi 6= Ø, òî F 1

i ⊇
F1 ∩ Bi ⊇ A ∩ Bi 6= Ø. Îñêiëüêè Bi � çâ'ÿ-
çíà ìíîæèíà i Bi = F 1

i t F 2
i , òî F 2

i = Ø,
òîáòî Bi ∩ F2 = Ø, äëÿ âñiõ i ∈ I. Òîäi
F2 = (

⋃
i∈I

Bi) ∩ F2 =
⋃
i∈I

(Bi ∩ Fi) = Ø, îòæå,
ìíîæèíà B c çâ'ÿçíîþ â X.

Äëÿ âiäîáðàæåííÿ f : X × Y → Z áó-
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äåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç fx, fy âiäîáðàæåííÿ
fx : Y → Z i fy : X → Z âiäïîâiäíî,
fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Òåîðåìà 1.2. Íåõàé X òà Y � çâ'ÿçíi
òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè, ïðè÷îìó (X, Y,R) �
òðiéêà Ëåáåãà. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî ïiäïðî-
ñòîðó E ÷èñëîâî�� ïðÿìî�� R íàáið (X, Y, E)
òàêîæ áóäå òðiéêîþ Ëåáåãà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f ∈ CC(X × Y, E).
Ïîêàæåìî, ùî îáðàç imf âiäîáðàæåííÿ
f c çâ'ÿçíîþ ìíîæèíîþ â E. Ïîçíà÷èìî
Bx = fx(Y ) ⊆ E. Îñêiëüêè f � íàðiçíî íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ, òî ôóíêöi�� fx : Y → E
íåïåðåðâíi, îòæå, ìíîæèíè Bx çâ'ÿçíi. Çðî-
çóìiëî, ùî ìíîæèíó imf ìîæíà çàïèñàòè ó
âèãëÿäi

imf = {z ∈ E : (∃p ∈ X × Y )(f(p) = z)} =

=
⋃
x∈X

Bx.

Íåõàé By = fy(X) i çàôiêñócìî òî÷êó y0 ∈
Y , òîäi ìíîæèíà A = By0 áóäå çâ'ÿçíîþ i
A ⊆ imf =

⋃
x∈X

Bx. Îñêiëüêè äëÿ âñiõ x ∈ X

f(x, y0) ∈ Bx i f(x, y0) ∈ A, òî A ∩ Bx 6= Ø
äëÿ âñiõ x ∈ X. Çãiäíî ç ëåìîþ 1.1, ìíîæèíà
B =

⋃
x∈X

Bx = imf � çâ'ÿçíà. Òîäi B � ïðî-
ìiæîê íà ÷èñëîâié ïðÿìié R. Íåâàæêî ïåðå-
êîíàòèñü, ùî CC(X × Y, B) ⊆ B1(X × Y, B),
òîìó

f ∈ CC(X × Y,E) ⊆ CC(X × Y, B) ⊆
⊆ B1(X × Y, B) ⊆ B1(X × Y,E).

3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Íà-
çâåìî ìíîæèíó A ⊆ X ôóíêöiîíàëüíîþ Fσ-
ìíîæèíîþ, ÿêùî A ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi
A =

∞⋃
n=1

Fn, äå Fn � ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi
ìíîæèíè â X. Âiäïîâiäíî íàçâåìî ìíîæè-
íó A ⊆ X ôóíêöiîíàëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ,
ÿêùî A ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi A =

∞⋂
n=1

Gn,
äå Gn � ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi ìíîæèíè â
X. Ìíîæèíà A ⊆ X íàçèâàcòüñÿ ôóíêöiî-
íàëüíî äâîñòîðîííüîþ, ÿêùî âîíà îäíî÷àñ-
íî c ôóíêöiîíàëüíîþ Fσ-ìíîæèíîþ i ôóíê-
öiîíàëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ â X.

Íåõàé X, Y , Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè.
Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç CC(X × Y, Z) ñó-
êóïíiñòü óñiõ âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî�� òà
XC(f) = X, äå

XC(f) = {x ∈ X : fx ∈ C(Y, Z)}
i C(Y, Z) � ñóêóïíiñòü óñiõ íåïåðåðâíèõ âi-
äîáðàæåíü g : Y → Z.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íåõàé X � òîïîëî-
ãi÷íèé ïðîñòið òàêèé, ùî iñíóc ïîñëiäîâ-
íiñòü ïîêðèòòiâ ((U

(n)
i : i ∈ In))∞n=1 öüîãî

ïðîñòîðó òà iñíóc ïîñëiäîâíiñòü ñiìåé òî-
÷îê ((x

(n)
i : i ∈ In))∞n=1 ç X òàêi, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî U � îêîëó
òî÷êè x â X iñíóc íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ
êîæíîãî n ≥ n0 i äëÿ êîæíîãî i ∈ In ç òîãî,
ùî x ∈ U

(n)
i âèïëèâàc, ùî x

(n)
i ∈ U ; íåõàé T

� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, âiäîáðàæåííÿ f : X × T → Z íå-
ïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî��, F � ïiä-
ìíîæèíà ïðîñòîðó Z, Gm � âiäêðèòi â Z
ìíîæèíè òàêi, ùî Gm+1 ⊆ Gm äëÿ êîæíî-
ãî m i F =

∞⋂
m=1

Gm. Òîäi ìàc ìiñöå ðiâíiñòü

f−1(F )=
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

⋃
i∈In

U
(n)
i ×(fx

(n)
i )−1(Gm). (∗)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà p0 = (x0, t0) íà-
ëåæèòü äî ëiâî�� ÷àñòèíè ðiâíîñòi (∗). Òîäi
f(p0) ∈ Gm äëÿ âñiõ m ∈ N. Çàôiêñócìî äå-
ÿêèé íîìåð m. Îñêiëüêè ft0 : X → Z � íåïå-
ðåðâíå âiäîáðàæåííÿ i Gm � âiäêðèòà ìíî-
æèíà, òî Vm = f−1

t0 (Gm) � âiäêðèòèé îêië
òî÷êè x0. Òîäi iñíóc íîìåð n0 ≥ m òàêèé,
ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0 i äëÿ âñiõ i ∈ In òà-
êèõ, ùî x0 ∈ U

(n)
i , âèêîíócòüñÿ âêëþ÷åííÿ

x
(n)
i ∈ Vm. Îñêiëüêè (U

(n0)
i : i ∈ In0) � ïî-

êðèòòÿ ïðîñòîðó X, òî iñíóc i0 ∈ In0 òàêå,
ùî x0 ∈ U

(n0)
i0

. Òîäi òî÷êà x
(n0)
i0

∈ Vm, òîáòî
f(x

(n0)
i0

, t0) ∈ Gm. Îòæå, òî÷êà p0 íàëåæèòü
ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (∗).

Íàâïàêè, íåõàé òî÷êà p0 = (x0, t0) íà-
ëåæèòü äî ïðàâî�� ÷àñòèíi ðiâíîñòi (∗).
Çàôiêñócìî äîâiëüíå m ∈ N i ïîêàæåìî, ùî
f(x0, t0) ∈ Gm.

54 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2004. Âèïóñê 191�192. Ìàòåìàòèêà.



Îñêiëüêè òî÷êà p0 íàëåæèòü äî ïðàâî�� ÷à-
ñòèíè ðiâíîñòi (∗), òî äëÿ íîìåðà m1 = m
iñíóþòü íîìåð n1 ≥ m1 i i1 ∈ In1 òàêi, ùî
x0 ∈ U

(n1)
i1

i f(x
(n1)
i1

, t0) ∈ Gm1 . Äàëi, äëÿ íî-
ìåðà m2 = n1 + 1 iñíóþòü íîìåð n2 ≥ m2 i
i2 ∈ In2 , òàêi, ùî x0 ∈ U

(n2)
i2

i

f(x
(n2)
i2

, t0) ∈ Gm2 ⊆ Gm1 .

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äî íåñêií÷åííîñòi,
îòðèìàcìî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íîìåðiâ

m1 ≤ n1 < m2 ≤ n2 < . . . < mk ≤ nk < . . .

òà ïîñëiäîâíiñòü iíäåêñiâ ik ∈ Ink
òàêèõ, ùî

x0 ∈ U
(nk)
ik

i

f(x
(nk)
ik

, t0) ∈ Gmk
⊆ Gm1

äëÿ êîæíîãî k ≥ 1.
Íåõàé U � äîâiëüíèé îêië òî÷êè x0. Òîäi

iñíóc íîìåð n0 ∈ N òàêèé, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0

i äëÿ âñiõ i ∈ In ç óìîâè x0 ∈ U
(n)
i âèïëèâàc,

ùî x
(n)
i ∈ U . Ïîñëiäîâíiñòü (nk)

∞
k=1 çðîñòàþ-

÷à, òîìó iñíóc k0 ∈ N òàêå, ùî nk ≥ n0 äëÿ
âñiõ k ≥ k0. Îòæå, x

(nk)
ik

→ x0 ïðè k → ∞.
Òîäi f(x

(nk)
ik

, t0) → f(x0, t0), áî âiäîáðàæåí-
íÿ ft0 : X → Z íåïåðåðâíi. Òàêèì ÷èíîì,
f(x0, t0) ∈ Gm i òî÷êà p0 íàëåæèòü äî ëiâî��
÷àñòèíè ðiâíîñòi (∗).

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâàcòüñÿ PP-
ïðîñòîðîì, ÿêùî iñíóc ïîñëiäîâíiñòü ëî-
êàëüíî ñêií÷åííèõ ïîêðèòòiâ ((U

(n)
i : i ∈

In))∞n=1 öüîãî ïðîñòîðó ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòèìè ìíîæèíàìè i iñíóc ïîñëiäîâíiñòü
ñiìåé òî÷îê ((x

(n)
i : i ∈ In))∞n=1 ç X òàêi, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî x ∈ X i äëÿ äîâiëüíîãî îêî-
ëó U òî÷êè x iñíóc íîìåð n0 òàêèé, ùî äëÿ
âñiõ n ≥ n0 i äëÿ âñiõ i ∈ In ç óìîâè x ∈ U

(n)
i

âèïëèâàc, ùî x
(n)
i ∈ U .

Öå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ ÐÐ-
ïðîñòîðiâ ç [13].

Òâåðäæåííÿ 2.2. Íåõàé X � PP-
ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið i âiäîáðàæåí-
íÿ f : X × T → Z òàêå, ùî âiäîáðàæåííÿ
ft : X → Z íåïåðåðâíå äëÿ êîæíîãî t ∈ T

i âiäîáðàæåííÿ fx
(n)
i : T → Z íåïåðåðâíå

äëÿ âñiõ x
(n)
i ç îçíà÷åííÿ ÐÐ-ïðîñòîðó. Òîäi

f ∈ H∗
1 (X × T, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F � çàìêíåíà â Z
ìíîæèíà. Ïðîñòið Z c äîñêîíàëî íîðìàëü-
íèì, òîìó ìíîæèíà F ïîäàcòüñÿ ó âèãëÿäi

F =
∞⋂

m=1

Gm,

äå Gm � âiäêðèòi â Z ìíîæèíè òàêi, ùî
Gm+1 ⊆ Gm äëÿ êîæíîãî m. Çãiäíî ç òâåð-
äæåííÿì 2.1 âèêîíócòüñÿ ðiâíiñòü

f−1(F ) =
∞⋂

m=1

∞⋃
n=m

⋃
i∈In

U
(n)
i × (fx

(n)
i )−1(Gm).

Îñêiëüêè äëÿ òî÷îê x
(n)
i âiäîáðàæåííÿ

fx
(n)
i : T → Z íåïåðåðâíi, à ïðîñòið

Z � äîñêîíàëî íîðìàëüíèé, òî ìíîæèíè
(fx

(n)
i )−1(Gm) ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi â T ÿê

ïðîîáðàçè ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíî-
æèí ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi. Ìíî-
æèíà U

(n)
i c ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòîþ â

X. Îñêiëüêè äîáóòîê ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòèõ ìíîæèí çàëèøàcòüñÿ ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ â X×T , à ëîêàëüíî
ñêií÷åííå ÷è çëi÷åííå îá'cäíàííÿ ôóíêöiî-
íàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí c ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ, òî f−1(F ) c ôóíê-
öiîíàëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ â X × T . Îòæå,
f ∈ H∗

1 (X × T, Z).
Ç òâåðäæåííÿ 2.2 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàc
Òåîðåìà 2.3. Íåõàé X � ÐÐ-ïðîñòið, T

� òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � äîñêîíàëî íîð-
ìàëüíèé ïðîñòið. Òîäi

CC(X × T, Z) ⊆ H∗
1 (X × T, Z).

Òåîðåìà 2.4. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � äî-
ñêîíàëî íîðìàëüíèé ïðîñòið. Òîäi

CC(X × T, Z) ⊆ H∗
1 (X × T, Z).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé | · − · | � ìåòðèêà íà
X, ÿêà ïîðîäæóc éîãî òîïîëîãi÷íó ñòðóêòó-
ðó. Äëÿ êîæíîãî n ∈ N i äîâiëüíîãî x ∈ X
ââàæàòèìåìî U 1

3n
= {x′ ∈ X : |x− x′| < 1

3n
}.

Ñiì'ÿ ìíîæèí (U 1
3n

(x) : x ∈ X) óòâîðþc
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âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó X äëÿ êîæíî-
ãî n. Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ñòîóíà [15], ïðî-
ñòið X c ïàðàêîìïàêòíèì, òîìó â êîæíå òàêå
ïîêðèòòÿ ìîæíà âïèñàòè âiäêðèòå ëîêàëü-
íî ñêií÷åííå ïîêðèòòÿ (U

(n)
i : i ∈ In) ïðî-

ñòîðó X. Îñêiëüêè ìíîæèíà XC(f) âñþäè
ùiëüíà â X, òî äëÿ êîæíîãî n ∈ N i êî-
æíîãî i ∈ In iñíóc x

(n)
i ∈ XC(f) ∩ U

(n)
i .

ßê âiäîìî ç [12], âèêîíócòüñÿ âêëþ÷åííÿ
(*). Ìíîæèíè U

(n)
i c âiäêðèòèìè, à çíà÷èòü,

i ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè â X, îñêiëü-
êè X � ìåòðèçîâíèé ïðîñòið. Òîäi ìíîæèíè
∞⋃

n=m

⋃
i∈In

U
(n)
i × (fx

(n)
i )−1(Gm) áóäóòü ôóíêöiî-

íàëüíî âiäêðèòèìè â X×T . Îòæå, ìíîæèíà
f−1(F ) áóäå ôóíêöiîíàëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ,
òîáòî f ∈ H∗

1 (X × T, Z).
4. Ïîêàæåìî òåïåð, àíàëîãi÷íî ÿê â [11],

ùî
H∗

1 (X, Z) ⊆ B1(X,Z),

ÿêùî X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Z � ñå-
ïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé òîïîëîãi÷íèé âå-
êòîðíèé ïðîñòið.

Ëåìà 3.1. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið i A ⊆ X c ôóíêöiîíàëüíîþ
Fσ-ìíîæèíîþ. Òîäi iñíóc ïîñëiäîâíiñòü
äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ
ìíîæèí An ⊆ X òàêèõ, ùî A =

∞⋃
n=1

An.
Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A � ôóíêöiîíàëü-

íà Fσ-ìíîæèíà, òî A =
∞⋃

n=1

Fn, äå Fn �
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi ìíîæèíè. Ëåãêî
çðîçóìiòè, ùî ìíîæèíè Fn c ôóíêöiîíàëü-
íî äâîñòîðîííiìè. Íåõàé

A1 = F1, A2 = F2 \ F1, . . . , An = Fn \
n−1⋃

k=1

Fk.

Ìíîæèíè An c äèç'þíêòíèìè é ôóíêöiî-
íàëüíî äâîñòîðîííiìè, ïðè÷îìó A =

∞⋃
n=1

An.
Ëåìà 3.2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-

ñòið, (An)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiîíàëü-
íèõ Fσ-ìíîæèí â X, ïðè÷îìó X =

∞⋃
n=1

An.
Òîäi iñíóc ïîñëiäîâíiñòü (Bn)∞n=1 äèç'þíêò-
íèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ ìíîæèí

òàêèõ, ùî Bn ⊆ An i X =
∞⋃

n=1

Bn.
Äîâåäåííÿ. Ç ëåìè 3.1 âèïëèâàc, ùî

äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóc ïîñëiäîâíiñòü
(Fn,m)∞m=1 äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâî-
ñòîðîííiõ ìíîæèí òàêèõ, ùî

An =
∞⋃

m=1

Fn,m.

Ïåðåíóìåðócìî ïîäâiéíó ïîñëiäîâíiñòü
(n,m) ó çâè÷àéíó ïîñëiäîâíiñòü. Íåõàé
k = k(n,m) � öiëå ÷èñëî, ÿêå âiäïîâiäàc ïàði
(n,m). Ââàæàòèìåìî, ùî

Cn,m = Fn,m \
⋃

k(p,s)<k(n,m)

Fp,s.

Çðîçóìiëî, ùî
∞⋃

n,m=1

Cn,m =
∞⋃

n,m=1

Fn,m =
∞⋃

n=1

An = X.

Ïðèïóñòèìî, ùî Bn =
∞⋃

m=1

Cn,m. Òîäi

∞⋃
n=1

Bn =
∞⋃

n=1

An = X i

Bn ⊆
∞⋃

m=1

Fn,m = An.

Çðîçóìiëî, ùî îñêiëüêè ìíîæèíè Cn,m c
äèç'þíêòíèìè ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííi-
ìè, òî òàêèìè áóäóòü i ìíîæèíè Bn, àäæå
X =

∞⊔
n=1

Bn.
Íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ f : X → Y ïðî-

ñòîþ, ÿêùî ìíîæèíà ���� çíà÷åíü íå áiëüøå
íiæ çëi÷åííà.

Ëåìà 3.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Z � ìåòðè÷íèé ñåïàðàáåëüíèé ïðî-
ñòið i f ∈ H∗

1 (X, Z). Òîäi iñíóc ðiâíîìiðíî
çáiæíà äî ôóíêöi�� f ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ
ôóíêöié fn ∈ H∗

1 (X, Z) òàêà, ùî ìíîæèíè
f−1

n (z
(n)
i ), äå imfn = {z(n)

1 , z
(n)
2 , . . .} c ôóíê-

öiîíàëüíî äâîñòîðîííiìè â X.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé | · − · | � ìåòðèêà íà

Z. Îñêiëüêè Z � ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið, òî
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äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóc äèñêðåòíà ìíîæè-
íà Zn = {z(n)

i ∈ Z : i ∈ In}, äå In � íå áiëüø
íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà òàêà, ùî äëÿ äîâiëü-
íîãî z ∈ Z iñíóc i ∈ In, òàêå, ùî |z−z

(n)
i | < 1

n
.

Íåõàé

An
i = {x ∈ X : |f(x)− z

(n)
i | < 1

n
},

n ∈ N, i ∈ In.
Ìíîæèíè An

i c ôóíêöiîíàëüíèìè Fσ â X,
ïðè÷îìó ⋃

i∈In

An
i = X.

Òîäi, çà ëåìîþ 3.2, iñíóc ïîñëiäîâíiñòü F n
i

äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ
ìíîæèí â X òàêà, ùî

F n
i ⊆ An

i ,
⋃
i∈In

F n
i = X.

Âèçíà÷èìî ôóíêöi�� fn íàñòóïíèì ÷èíîì:

fn(x) = z
(n)
i , ÿêùî x ∈ F n

i , i ∈ In.

Çðîçóìiëî, ùî âñi âiäîáðàæåííÿ fn : X → Z
c ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáåãà.

Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü (fn)∞n=1 ðiâ-
íîìiðíî çáiãàcòüñÿ äî ôóíêöi�� f . Ñïðàâäi,
íåõàé x ∈ X, n ∈ N. Òîäi iñíóc i ∈ In

òàêå, ùî x ∈ F n
i , fn(x) = z

(n)
i . Îñêiëüêè

x ∈ F n
i ⊆ An

i , òî

|f(x)− fn(x)| = |f(x)− z
(n)
i | < 1

n
.

Ëåìà 3.4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, F1, . . . , Fn � ôóíêöiîíàëüíî çàìêíå-
íi äèç'þíêòi ìíîæèíè â X. Òîäi iñíóþòü
G1, . . . , Gn � ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi äè-
ç'þíêòíi ìíîæèíè â X òàêi, ùî Fi ⊆ Gi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé f1(x) = 0 äëÿ êîæíî-
ãî x ∈ X. Îñêiëüêè ìíîæèíè Fi ôóíêöiî-
íàëüíî çàìêíåíi i äèç'þíêòíi, òî, çãiäíî ç
[15, c.78], äëÿ êîæíîãî 2 ≤ i ≤ n iñíóc íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ fi : X → [0, 1] òàêà, ùî

fi(x) =





0, ÿêùî x ∈
i−1⋃
j=1

Fj,

1, ÿêùî x ∈
n⋃

j=i

Fj.

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X

f(x) =
n∑

i=1

fi(x) i

Gi = f−1((i− 1

2
, i +

1

2
)), 1 ≤ i ≤ n.

Çðîçóìiëî, ùî ìíîæèíè Gi ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòi é äèç'þíêòíi, êðiì òîãî, ÿêùî
x ∈ Fi, òî f(x) = i i x ∈ Gi, îòæå, Fi ⊆ Gi.

Ëåìà 3.5. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðî-
ñòið, F1, . . . , Fn � ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi
äèç'þíêòíi ìíîæèíè â X i z1, . . . , zn ∈ Z.
Òîäi iñíóc íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ f : X →
Z òàêå, ùî Fi ⊆ f−1(zi), i = 1, . . . , n, i

f(X) ⊆
n⋃

i=1

{αzi : α ∈ [0, 1]}.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ëåìîþ 3.4, iñíóþòü
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi äèç'þíêòíi ìíîæè-
íè G1, . . . , Gn òàêi, ùî Fi ⊆ Gi. Òîäi, îñêiëü-
êè ìíîæèíè Ai = X \ Gi i Fi c äèç'þíêòíè-
ìè é ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèìè, òî äëÿ êî-
æíîãî 1 ≤ i ≤ n iñíóc íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ fi : X → [0, 1] òàêå, ùî Fi = f−1

i (1) i
Ai = f−1

i (0).
Íåõàé

f(x) =
n∑

i=1

zifi(x).

Òîäi, ÿêùî x ∈ Fi, òî f(x) = zi.
Ïîêàæåìî, ùî

f(X) ⊆
n⋃

i=1

{αzi : α ∈ [0, 1]}.

Íåõàé x ∈ X. ßêùî iñíóc 1 ≤ i ≤ n òàêå,
ùî x ∈ Gi, òî 0 < fi(x) ≤ 1 i fj(x) = 0 ïðè
i 6= j. Òîäi, ââàæàþ÷è α = fi(x), îòðèìàcìî,
ùî f(x) = αzi. ßêùî æ x 6∈ Gi äëÿ âñiõ i, òî
fi(x) = 0 i f(x) = 0.

Ëåìà 3.6. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðî-
ñòið, f ∈ H∗

1 (X, Z) � ïðîñòà ôóíêöiÿ,
imf = {z1, z2, . . .} i f−1(zi) � ôóíêöiîíàëüíî
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äâîñòîðîííi ìíîæèíè. Òîäi iñíóc ïîòî÷êî-
âî çáiæíà äî ôóíêöi�� f ïîñëiäîâíiñòü íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié fn : X → Z òàêà, ùî

fn(X) ⊆
n⋃

i=1

{αzi : α ∈ [0, 1]}.

Äîâåäåííÿ. Ìíîæèíà Ak = f−1(zk) c
ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Fσ, òîáòî äëÿ êîæíî-
ãî k ≥ 1 iñíóc çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí (Fk,n)∞n=1

òàêà, ùî

Ak =
∞⋃

n=1

Fk,n.

Çãiäíî ç ëåìîþ 3.5, äëÿ êîæíîãî n ∈ N
iñíóc íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ fn : X → Z òàêà,
ùî fn(x) = zk, ÿêùî x ∈ Fk,n, 1 ≤ k ≤ n i
fn(X) ⊆

n⋃
i=1

{αzi : α ∈ [0, 1]}.
Ïîêàæåìî, ùî f(x) = lim

n→∞
fn(x). Ñïðàâ-

äi, íåõàé x0 ∈ X. Îñêiëüêè X =
∞⋃

k=1

Ak, òî
iñíóc k ∈ N òàêå, ùî x0 ∈ Ak. Òîäi iñíóc
n0 ≥ k òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ≥ n0 âèêîíócòüñÿ
âêëþ÷åííÿ x0 ∈ Fk,n. Îòæå, fn(x0) = zk i
fn(x0) = f(x0) äëÿ âñiõ n ≥ n0.

Ëåìà 3.7. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Z � ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé
òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið, f1 ∈
H∗

1 (X, Z), f2 ∈ H∗
1 (X,Z) i g = f1 − f2. Òîäi

g ∈ H∗
1 (X, Z).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ z1, z2 ∈ Z ïîçíà÷èìî
d(z1, z2) = z1 − z2. Òîäi d : Z × Z → Z
� íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ. Íåõàé
h(x) = (f1(x), f2(x)) i ïîêàæåìî, ùî
h ∈ H∗

1 (X, Z × Z). Ñïðàâäi, íåõàé (Un)∞n=1 �
áàçà â Z i G � âiäêðèòà â Z2 ìíîæèíà. Òîäi
G =

∞⋃
k=1

Unk
× Umk

i

h−1(G) =
∞⋃

k=1

h−1(Unk
× Umk

) =

=
∞⋃

k=1

f−1
1 (Unk

)
⋂

f−1
2 (Umk

).

Îñêiëüêè f−1
1 (Unk

) i f−1
2 (Umk

) c ôóíêöiî-
íàëüíèìè Fσ-ìíîæèíàìè â X, òî ��õ ïåðåòèí

òàêîæ c ôóíêöiîíàëüíîþ Fσ-ìíîæèíîþ â X,
òîìó i ïðîîáðàç h−1(G) c ôóíêöiîíàëüíîþ
Fσ-ìíîæèíîþ.

Îòæå, g = d◦h ∈ H∗
1 (X, Z) ÿê êîìïîçèöiÿ

íåïåðåðâíîãî âiäîáðàæåííÿ é âiäîáðàæåííÿ
ç êëàñó H∗

1 (X, Z).
Òåîðåìà 3.8. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé

ïðîñòið, Z � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé
òîïîëîãi÷íèé âåêòîðíèé ïðîñòið. Òîäi

H∗
1 (X, Z) ⊆ B1(X, Z).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Z � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, òî, çãiäíî ç [14, c.42], iñíóc ïñåâäî-
íîðìà | · | òàêà, ùî ìåòðèêà

d(z1, z2) = |z1 − z2|
ïîðîäæóc òîïîëîãi÷íó ñòðóêòóðó ïðîñòîðó
Z.

Íåõàé f ∈ H∗
1 (X, Z). Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ

3.3, iñíóc ïîñëiäîâíiñòü ïðîñòèõ ôóíêöié
fn ∈ H∗

1 (X, Z), ÿêà ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ äî
ôóíêöi�� f . Ââàæàòèìåìî, ùî f0(x) = 0. Îò-
æå,

|fn(x)− fn−1(x)| ≤ 1

2n−1
, n > 1.

Îñêiëüêè, çãiäíî ç ëåìîþ 3.7, ðiçíèöÿ
gn(x) = fn(x)−fn−1(x) c âiäîáðàæåííÿì ïåð-
øîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáåãà, òî, çà
ëåìîþ 3.6, äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíóc ïîñëi-
äîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóíêöié (gn,m)∞m=1 òà-
êà, ùî

lim
m→∞

gn,m(x) = fn(x)− fn−1(x),

ïðè÷îìó

gn,m(X) ⊆
m⋃

i=1

{αz
(n)
i : α ∈ [0, 1]},

äå {z(n)
1 , z

(n)
2 , . . .} � ìíîæèíà çíà÷åíü

âiäîáðàæåííÿ gn.
Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ m,n ∈ N i äîâiëüíîãî

x ∈ X iñíóþòü 1 ≤ i ≤ m i α ∈ [0, 1] òàêi, ùî

|gn,m(x)| = |αzi| ≤ |zi| ≤ max
1≤i≤m

|zi| ≤ 1

2n−1
.
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Ââàæàòèìåìî, ùî

hn,m(x) =
n∑

i=1

gi,m(x).

Òîäi lim
m→∞

hn,m(x) = fn(x) i

|hn+1,m(x)− hn,m(x)| ≤ 1

2n
.

Ïîêàæåìî, ùî lim
m→∞

hm,m(x) = f(x).
Íåõàé x0 ∈ X i ε > 0. Iñíóc n ∈ N òàêå,

ùî 1
2n−1 < ε

3
i

|fn(x0)− f(x0)| ≤ ε

3
.

Îñêiëüêè lim
m→∞

hn,m(x0) = fn(x0), òî iñíóc
m0 > n òàêå, ùî äëÿ âñiõ m ≥ m0

âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

|hn,m(x0)− fn(x0)| ≤ ε

3
.

Òîäi ïðè m ≥ m0 ìàcìî, ùî

|hm,m(x0)−f(x0)| ≤ |hm,m(x0)−hm−1,m(x0)|+
+ . . . + |hn+1,m(x0)− hn,m(x0)|+

+|hn,m(x0)− fn(x0)|+ |fn(x0)− f(x0)| <

<

(
1

2m−1
+ . . . +

1

2n

)
+

ε

3
+

ε

3
<

<
1

2n−1
+

ε

3
+

ε

3
< ε.

Îòæå, f ∈ B1(X,Z).
5. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðî-

ñòîðè. Íàçâåìî íåïåðåðâíå âiäîáðà-
æåííÿ ϕ : X → Y ñëàáêèì ëîêàëüíèì
ãîìåîìîðôiçìîì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî�� òî÷êè
y ∈ Y iñíóþòü ���� âiäêðèòèé îêië Vy i âiä-
êðèòà â X ìíîæèíà U ⊆ ϕ−1(Vy) òàêi, ùî
ϕ|U : U → Vy � ãîìåîìîðôiçì.

Ëåìà 4.1. Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi
ïðîñòîðè, (Fn)∞n=1 � ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöiî-
íàëüíèõ Fσ-ìíîæèí â X òàêà, ùî X =
∞⋃

n=1

Fn i f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ òàêå, ùî
f |Fn � ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáå-
ãà. Òîäi f � âiäîáðàæåííÿ ïåðøîãî ôóíêöiî-
íàëüíîãî êëàñó Ëåáåãà íà X.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � âiäêðèòà ïiäìíî-
æèíà ïðîñòîðó Y . Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà
A = f−1(G) c ôóíêöiîíàëüíîþ òèïó Fσ â X.
Íåõàé gn = f |Fn . Òîäi

A =
∞⋃

n=1

g−1
n (G).

Îñêiëüêè g−1
n (G) � ôóíêöiîíàëüíà Fσ-

ìíîæèíà â Fn, à Fn � ôóíêöiîíàëüíà Fσ-
ìíîæèíà â X, òî g−1

n (G) � ôóíêöiîíàëüíà
ìíîæèíà òèïó Fσ â X. Îòæå, A � ôóíêöiî-
íàëüíà Fσ-ìíîæèíà â X i f ∈ H∗

1 (X, Y ).
Òåîðåìà 4.2. Íåõàé X � òîïîëî-

ãi÷íèé ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôîâèé ïðî-
ñòið, Z � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið òàêèé,
ùî iñíóc ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãîìåîìîðôiçì
ϕ : Z → Y i f ∈ H∗

1 (X,Y ). Òîäi iñíóc âi-
äîáðàæåííÿ g ∈ H∗

1 (X,Z) òàêå, ùî f(x) =
ϕ(g(x)) äëÿ âñiõ x ∈ X.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ϕ : Z → Y � ñëàá-
êèé ëîêàëüíèé ãîìåîìîðôiçì, òî äëÿ äî-
âiëüíîãî y ∈ Y iñíóþòü âiäêðèòèé îêië Vy

òî÷êè y i âiäêðèòà ìíîæèíà Uy â Z òàêi, ùî
ϕ|Uy : Uy → Vy � ãîìåîìîðôiçì.

Ñiì'ÿ ìíîæèí (Vy : y ∈ Y ) óòâîðþc âiä-
êðèòå ïîêðèòòÿ ïðîñòîðó Y . Îñêiëüêè ïðî-
ñòið Y ëiíäåëåôîâèé, òî iñíóc ïiäïîêðèòòÿ
(Vyn : n ∈ N) ïðîñòîðó Y . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
(Un)∞n=1 ïîñëiäîâíiñòü âiäïîâiäíèõ âiäêðèòèõ
ìíîæèí ó Z òàêèõ, ùî ϕn = ϕ|Un : Un → Vyn

� ãîìåîìîðôiçì.
Îñêiëüêè f ∈ H∗

1 (X, Y ), òî An = f−1(Vyn)
c ôóíêöiîíàëüíèìè Fσ-ìíîæèíàìè â X. Çãi-
äíî ç ëåìîþ 3.2, iñíóc ïîñëiäîâíiñòü (Fn)∞n=1

äèç'þíêòíèõ ôóíêöiîíàëüíî äâîñòîðîííiõ
ìíîæèí â X òàêèõ, ùî Fn ⊆ An i X =

∞⋃
n=1

Fn.
Ââàæàòèìåìî, ùî Bn = f(Fn), òîäi

Bn ⊆ Vyn . Íåõàé Cn = ϕ−1
n (Bn) ⊆ Un, òîäi

ϕ|Cn : Cn → Bn � ãîìåîìîðôiçì. Ïîçíà÷è-
ìî ψn = (ϕ|Cn)−1 : Bn → Cn i ïðèïóñòèìî,
ùî g(x) = ψn(f(x)), ÿêùî x ∈ Fn. Òîäi g|Fn =
ψn ◦ f |Fn � âiäîáðàæåííÿ ïåðøîãî ôóíêöiî-
íàëüíîãî êëàñó Ëåáåãà íà Fn. Çãiäíî ç ëå-
ìîþ 4.1, âiäîáðàæåííÿ g c ïåðøîãî ôóíê-
öiîíàëüíîãî êëàñó Ëåáåãà íà X. Ïîêàæåìî,
ùî f(x) = ϕ(g(x)). Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X.
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Òîäi iñíóc n ∈ N òàêå, ùî x ∈ Fn. Îñêiëüêè
f(x) ∈ Bn, òî ψn(f(x)) = ϕ−1

n (f(x)), òîäi

ϕ(g(x)) = ϕ(ψn(f(x))) = ϕ(ϕ−1
n (f(x))) = f(x).

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, Y � ëiíäåëåôîâèé ïðîñòið iç êëàñó
K. Òîäi H∗

1 (X, Y ) ⊆ B1(X,Y ).
Äîâåäåííÿ.Îñêiëüêè Y � ïðîñòið iç êëà-

ñó K, òî iñíóþòü ñåïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâ-
íèé ïðîñòið Z i ñëàáêèé ëîêàëüíèé ãîìåî-
ìîðôiçì ϕ : Z → Y .

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 4.2, iñíóc âiäîáðà-
æåííÿ g : X → Z ïåðøîãî ôóíêöiîíàëüíîãî
êëàñó Ëåáåãà òàêå, ùî f(x) = ϕ(g(x)) äëÿ
âñiõ x ∈ X.

Ç òåîðåìè 3.8 âèïëèâàc, ùî iñíóc ïî-
ñëiäîâíiñòü (gn)∞n=1 íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
gn : X → Z òàêèõ, ùî gn → g ïîòî÷êîâî íà
X. Íåõàé fn = ϕ◦gn. Òîäi fn : X → Y � íåïå-
ðåðâíi ôóíêöi��, n ∈ N. Ïîêàæåìî, ùî fn → f
ïîòî÷êîâî íà X. Ñïðàâäi, íåõàé x ∈ X. Òîäi

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

ϕ(gn(x)) =

= ϕ( lim
n→∞

gn(x)) = ϕ(g(x)) = f(x).

Îòæå, f ∈ B1(X,Y ).
Ç òåîðåì 2.3 i 4.3 âèïëèâàc
Òåîðåìà 4.4. Íåõàé X � PP-ïðîñòið,

T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñåïàðàáåëü-
íèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç êëàñó K. Òîäi
CC(X × T, Y ) ⊆ B1(X × T, Y ).

Ïîcäíóþ÷è òåîðåìè 2.4 i 4.3, ìè
îòðèìàcìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé X � ìåòðèçîâíèé
ïðîñòið, T � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ñå-
ïàðàáåëüíèé ìåòðèçîâíèé ïðîñòið ç êëàñó
K. Òîäi CC(X × T, Z) ⊆ B1(X × T, Y ).
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