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ÇÁÓÐÅÍÎ�I ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ�I ÇÀÄÀ×I ÊÎØI α(t)x′ = ϕ(t, x) + f(t, x, x′), x(0) = 0

Äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ç ïîòðiáíèìè àñèìïòîòè-
÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè.

The existence of a continuously di�erentiable solution with needed asymptotic properties is
being proved.

Ïèòàííÿ ùîäî iñíóâàííÿ òà êiëüêîñòi ðîç-
â'ÿçêiâ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó, ðîçâ'ÿçíèõ âiäíîñíî ïîõiäíî��, äî-
áðå âèâ÷åíi [3], [6], [8], à äëÿ ðiâíÿííÿ Áðiî
i Áóêå tx′ = f(t, x) ç óìîâîþ x(0) = 0 äå-
òàëüíî äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäií-
êó ðîçâ'ÿçêiâ [3]. Äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, íå ðîçâ'ÿçíèõ âiäíîñ-
íî ïîõiäíî��, äîñëiäæóâàëèñü ïèòàííÿ ðîç-
â'ÿçíîñòi, êiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, çáiæíîñòi äî
ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâíîñòåé íàáëèæåíü [1], [7],
[9], [10], [11]. Ó òîé æå ÷àñ àñèìïòîòè÷íi âëà-
ñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ðiâíÿíü ïðàêòè÷íî
íå äîñëiäæåíi íàâiòü ó ñàìèõ ïðîñòèõ âè-
ïàäêàõ. Ñïðàâà â òîìó, ùî äëÿ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, íå ðîçâ'ÿç-
íèõ âiäíîñíî ïîõiäíèõ, ñóòòcâó ðîëü âiäi-
ãðàþòü ÷ëåíè ÿê çàâãîäíî âèñîêîãî ïîðÿä-
êó ìàëîñòi. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, òðè çà-
äà÷i Êîøi: à) (tx′ − 2x)2 = 0, x(0) = 0;
á) (tx′−2x)2+t100(x+t2)10(x′)8 = 0, x(0) = 0;

â) (tx′ − x)2 + t100((x′)2 − t)10 = 0, x(0) = 0.

Ïåðøà ç íèõ ìàc çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
x = Ct2, C ∈ R, äðóãà ìàc òiëüêè äâà ðîç-
â'ÿçêè x = −t2, x = 0, à òðåòÿ íå ìàc ðîç-
â'ÿçêiâ. Âçàãàëi, íàâiòü ÿêùî êîæíà ç çà-
äà÷ Êîøi à) (x′ − f(t, x))2 = 0, x(0) = 0;
á) (ϕ(t, x, x′))2 = 0, x(0) = 0 i ìàc ðîçâ'ÿ-
çîê âèäó x : (0, τ) → R, τ > 0, òî âiäïîâiäíi
çáóðåíi çàäà÷i
à′) (x′−f(t, x))2+a1t

2k1 +a2x
2k2 +a3(x

′)2k3 =0,
x(0) = 0
òà
á′) (ϕ(t, x, x′))2+a1t

2k1 +a2x
2k2 +a3(x

′)2k3 =0,

x(0) = 0
âæå íå ìàþòü ðîçâ'ÿçêiâ x : (0, ρ) → R, äëÿ
áóäü-ÿêîãî ρ > 0 ïðè áóäü-ÿêèõ äîäàòíèõ
a1, a2, a3 òà ïðè áóäü-ÿêèõ ÿê çàâãîäíî
âåëèêèõ íàòóðàëüíèõ k1, k2, k3.

Òîìó âèíèêàc ïèòàííÿ ïðî äîñòàòíi óìî-
âè, çà ÿêèõ çáóðåíà çàäà÷à Êîøi ìàc ðîçâ'ÿç-
êè, áëèçüêi äî ðîçâ'ÿçêiâ íåçáóðåíî�� çàäà÷i
â îêîëi ïî÷àòêîâî�� òî÷êè. Ìè ðîçãëÿäàcìî
öå ïèòàííÿ äëÿ íåçáóðåíîãî ðiâíÿííÿ òèïà
Áðiî i Áóêå òà äîâîäèìî iñíóâàííÿ ó çáóðå-
íîãî ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî
ðîçâ'ÿçêó x : (0, ρ] → R ç ïîòðiáíèìè âëà-
ñòèâîñòÿìè.

Ó ñòàòòi çàñòîñîâàíi ìåòîäè ÿêiñíî�� òåî-
ði�� äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü [2], [3], à òà-
êîæ [4], [5]. Çàïðîïîíîâàíà ñõåìà ìiðêó-
âàíü äîçâîëÿc äîñëiäæóâàòè ÿê ðåãóëÿðíi,
òàê i ñèíãóëÿðíi çàäà÷i Êîøi F (t, x, x′) =
0, x(0) = 0 â îêîëi òî÷êè t = 0.

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

α(t)x′ = ϕ(t, x), x(0) = 0, (1)

äå t � íåçàëåæíà äiéñíà çìiííà,
x : (0, τ) → R � íåâiäîìà äiéñíà ôóíê-
öiÿ, ϕ : Dϕ → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
Dϕ = {(t, x) : t ∈ (0, τ), |x| < µ(t)},
µ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,
α : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà íåñïàä-
íà ôóíêöiÿ, lim

t→+0
µ(t) = 0, lim

t→+0

α(t)

t
= σ,

0 < σ < +∞.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî |α(t1) − α(t2)| 6

K|t1 − t2| ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði ti ∈ (0, τ),
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i ∈ {1, 2}, äå K � ñòàëà.
Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóc íåïåðåðâíî äèôå-

ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ξ : (0, τ) → R ç âëàñòè-
âîñòÿìè:

1) |ξ(t)| < µ(t), t ∈ (0, τ);

2) lim
t→+0

ξ′(t) = ξ∗, |ξ∗| < +∞;

3) α(t)ξ′(t) = ϕ(t, ξ(t)), t ∈ (0, τ).

Ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî f : Df → R �
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, Df = {(t, x, y) : t ∈
(0, τ), |x− ξ(t)| < λ1(t), |y − ξ′(t)| < λ2(t)},
äå λi : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi ôóíê-
öi��, lim

t→+0
λi(t) = 0, i ∈ {1, 2},

λ1(t) < µ(t)− |ξ(t)|, t ∈ (0, τ)

òà âèêîíàíà óìîâà

|f(t, ξ(t), ξ′(t))| 6 η(t), t ∈ (0, τ),

äå η : (0, τ) → R � íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíà ôóíêöiÿ

lim
t→+0

η(t)

λ1(t)
= 0, lim

t→+0

η(t)

tλ2(t)
= 0,

lim
t→+0

t
η′(t)
η(t)

= η0, 0 < η0 < +∞

(i òîìó lim
t→+0

η(t)

α(t)
= 0). Âêàæåìî äîñòàòíi

óìîâè, çà ÿêèõ çáóðåíà çàäà÷à Êîøi

α(t)x′ = ϕ(t, x) + f(t, x, x′), x(0) = 0

ìàc õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ó äåÿêîìó
ñåíñi c áëèçüêèì äî âiäîìîãî íàì ðîçâ'ÿç-
êó ξ çàäà÷i (1). Ïðîïîíócìî òî÷íå ôîðìóëþ-
âàííÿ çàäà÷i.

Îçíà÷åííÿ. Äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0, τ)
áóäåìî íàçèâàòè ρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
(2) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ
x : (0, ρ] → R ç âëàñòèâîñòÿìè:

1) (t, x(t), x′(t)) ∈ Df , t ∈ (0, ρ];
2) α(t)x′(t) = ϕ(t, x(t)) + f(t, x(t), x′(t)),

t ∈ (0, ρ].

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U(ρ,M, q) ìíîæèíó
óñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié

u : (0, ρ] → R, êîæíà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿc
óìîâè:

|u(t)− ξ(t)| 6 Mη(t),

|u′(t)− ξ′(t)| 6 qM
η(t)

α(t)
, t ∈ (0, ρ],

(3)

äå ρ,M, q � äîäàòíi ñòàëè, ρ < τ.

Òåîðåìà. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè:
|ϕ(t1, x)− ϕ(t2, x)| 6 L1(t∗)|t1 − t2|,

(ti, x) ∈ Dϕ, 0 < t∗ 6 t1, t2 < τ,
|ϕ(t, x1)− ϕ(t, x2)| 6 L2|x1 − x2|,

(t, xi) ∈ Dϕ,
|f(t1, x, y)− f(t2, x, y)| 6 l1(t∗)|t1 − t2|,

(ti, x, y) ∈ Df , 0 < t∗ 6 t1, t2 < τ,
|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 l2|x1 − x2|,

(t, xi, y) ∈ Df ,
|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6 l3α(t)|y1 − y2|,

(t, x, yi) ∈ Df ,
i ∈ {1, 2},

äå L1 : (0, τ) → (0, +∞) i l1 : (0, τ) → (0, +∞)
� íåïåðåðâíi íåçðîñòàþ÷i ôóíêöi��, L2, l2, l3 �
ñòàëi, l3 < 1, L2 + l2 < ση0(1− l3).

Òîäi iñíóþòü òàêi ñòàëi ρ,M, q, ùî
çàäà÷à (2) ìàc õî÷à á îäèí ρ-ðîçâ'ÿçîê
x : (0, ρ] → R, ùî íàëåæèòü ìíîæèíi
U(ρ,M, q).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó îáèðàcìî ñòàëi
ρ,M, q. Íåõàé ση0 < q < (ση0 − L2 − l2)l

−1
3 i

íåõàé M > (ση0−L2− l2−ql3)
−1. Íåðiâíîñòi,

ùî âèçíà÷àþòü âèáið ρ, òóò íå âêàçóþòüñÿ,
îñêiëüêè îáñÿã ðîáîòè îáìåæåíèé. Âiäçíà÷è-
ìî ëèøå, ùî ρ äîñòàòíüî ìàëå. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç B ïðîñòið óñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöi-
éîâíèõ ôóíêöié x : [0, ρ] → R ç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(|x(t)|+ |x′(t)|).

Íåõàé U � ïiäìíîæèíà B, êîæåí åëåìåíò
u : [0, ρ] → R ÿêî�� çàäîâîëüíÿc óìîâè (3),
ïðè öüîìó u(0) = 0, u′(0) = ξ∗ i, êðiì òî-
ãî,

∀ε > 0 ∀u ∈ U ∀ti ∈ [0, ρ], i ∈ {1, 2} :
|t1 − t2| 6 δ(ε) ⇒ |u′(t1)− u′(t2)|6 ε,

äå δ(ε) =(1− l3)ε(2B(tε))
−1; òóò

B(tε) = (L1(tε) + l1(tε) + t−1
ε )(α(tε))

−1,
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ïðè öüîìó ñòàëà tε ∈ (0, ρ) îáðàíà òàêèì ÷è-
íîì, ùîá ïðè t ∈ (0, tε] îäíî÷àñíî âèêîíóâà-
ëèñü íåðiâíîñòi

qM
η(t)

α(t)
6 (1− l3)

ε

8
, |ξ′(t)− ξ∗| 6 (1− l3)

ε

8
.

Ìíîæèíà U c çàìêíåíîþ, îïóêëîþ, îáìå-
æåíîþ i (çãiäíî ç òåîðåìîþ Àðöåëà) êîì-
ïàêòíîþ. Áóäåìî íàäàëi ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó
Êîøi

x′ = (α(t))−1(ϕ(t, u(t))+
+f(t, u(t), u′(t))), x(0) = 0,

(4)

äå u ∈ U � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ.
Ïîçíà÷èìî
D0={(t, x) : t ∈ (0, ρ], x ∈ R},
Φ1={(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ξ(t)| = Mη(t)},
D1={(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ξ(t)| < Mη(t)},
H ={(t, x) : t = ρ, |x− ξ(ρ)| < Mη(ρ)}.

Íåõàé ôóíêöiÿ A1 : D0 → [0, +∞) îçíà÷åíà
ðiâíiñòþ A1(t, x) = (x − ξ(t))2(η(t))−2. Íå-
âàæêî äîâåñòè, ùî ïîõiäíà öic�� ôóíêöi�� âíà-
ñëiäîê ðiâíÿííÿ (4) âiä'cìíà ïðè (t, x) ∈ Φ1.
Çâiäñè âèïëèâàc ([4], ñò. 758), ùî ñåðåä
iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (4), ÿêi ïå-
ðåòèíàþòü H, õî÷à á îäíà âèçíà÷åíà ïðè
âñiõ t ∈ (0, ρ] i ðîçòàøîâàíà ó D1 ïðè âñiõ
t ∈ (0, ρ]. Ïîçíà÷èìî öþ iíòåãðàëüíó êðèâó
÷åðåç Ju : (t, xu(t)).

Äîâåäåìî, ùî ðiâíÿííÿ (4) ìàc cäèíó ií-
òåãðàëüíó êðèâó ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè.
Òî÷íiøå, äîâåäåìî, ùî ÿêùî âçÿòè áóäü-ÿêó
òî÷êó (t0, x0) ∈ D1\{(0, 0)}, ÿêà çàäîâîëüíÿc
óìîâó x 6= xu(t), òî iíòåãðàëüíà êðèâà ðiâ-
íÿííÿ (4), ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (t0, x0),
âèéäå çà ìåæi ìíîæèíè D1\{(0, 0)} ïðè
çìåíøåííi t. Ç öicþ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî îäíî-
ïàðàìåòðè÷íó ñiì'þ ìíîæèí

Φ2(ν) ={(t, x) : t ∈ (0, ρ],
|x− xu(t)| = νη(t)(− ln t)},

D2(ν) ={(t, x) : t ∈ (0, ρ],
|x− xu(t)| < νη(t)(− ln t)}},

äå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1]. Íåõàé ôóíê-
öiÿ A2 : D0 → [0, +∞) îçíà÷åíà ðiâíiñòþ
A2(t, x) = (x − xu(t))

2(η(t)(− ln t))−2. Ëåãêî

áà÷èòè, ùî ïîõiäíà öic�� ôóíêöi��, ÿê âèïëèâàc
ç (4), âiä'cìíà â êîæíié òî÷öi (t, x) ∈ D0, ÿêà
çàäîâîëüíÿc óìîâó x 6= xu(t). Òîìó öÿ ïîõiä-
íà âiä'cìíà â êîæíié òî÷öi (t, x) ∈ Φ2(ν)
äëÿ áóäü-ÿêîãî ν ∈ (0, 1]. Êðiì òîãî, ÿêùî
(t, x) ∈ D1\{(0, 0)} � áóäü-ÿêà òî÷êà, òî äëÿ
áóäü-ÿêîãî ôiêñîâàíîãî ν ∈ (0, 1] ìàcìî:

|x− xu(t)|6|x− ξ(t)|+ |xu(t)− ξ(t)| 6
62Mη(t) < νη(t)(− ln(t)),

ÿêùî òiëüêè t ∈ (0, t(ν)], äå t(ν) ∈ (0, ρ)
� äîñòàòíüî ìàëå. Çâiäñè ([4], ñ. 758-759) i
âèïëèâàc cäèíiñòü.

Òàêèì ÷èíîì, îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíà
ôóíêöiÿ xu : (0, ρ] → R òàêà, ùî

|xu(t)− ξ(t)| 6 Mη(t), t ∈ (0, ρ].

Ïðè öüîìó
|x′u(t)− ξ′(t)| 6 (α(t))−1(|ϕ(t, u(t))−
−ϕ(t, ξ(t))|+ |f(t, u(t), u′(t))−

−f(t, ξ(t), ξ′(t))|+ |f(t, ξ(t), ξ′(t))|) <

< (α(t))−1ση0Mη(t) < qM
η(t)

α(t)
, t ∈ (0, ρ].

Íåõàé, çà îçíà÷åííÿì, xu(0) = 0, x′u(0) = ξ∗.
Çàëèøèëîñü ïåðåâiðèòè óìîâó îäíîñòàéíî��
íåïåðåðâíîñòi. Íåõàé ε > 0 c äàíèì. Ðîç-
ãëÿíåìî tε, B(tε) i δ(tε), ÿêi çàäàíi ïðè îçíà-
÷åííi ìíîæåíè U . Íåõàé ti ∈ [0, ρ], i ∈ {1, 2}
i |t1 − t2| 6 δ(ε). Ìîæëèâi òðè âèïàäêè:

1) íåõàé ti ∈ [0, tε], i ∈ {1, 2}. Òîäi
|x′u(t1)− x′u(t2)| 6 |x′u(t1)− ξ′(t1)|+

+|ξ′(t1)− ξ∗|+ |x′u(t2)− ξ′(t2)|+
+|ξ′(t2)− ξ∗| 6 4(1− l3)(ε/8) =

= (1− l3)(ε/2) < ε;

(5)

2) íåõàé ti ∈ [tε, ρ], i ∈ {1, 2}; i t1 < t2.
Òîäi
|x′u(t1)− x′u(t2)| = (α(t2))

−1|α(t2)x
′
u(t1)−

−α(t2)x
′
u(t2)| 6 (α(t2))

−1(|α(t1)x
′
u(t1)−

−α(t2)x
′
u(t2)|+ |x′u(t1)||α(t1)− α(t2)|) 6

6 (α(t2))
−1(|ϕ(t1, u(t1))− ϕ(t2, u(t2))|+

+|f(t1, u(t1), u
′(t1))− f(t2, u(t2), u

′(t2))|+
+|x′u(t1)||α(t1)− α(t2)|) 6

6 l3|u′(t1)− u′(t2)|+ B(tε)|t1 − t2| 6
6 l3ε + B(tε)δ(ε) 6 (1 + l3)(ε/2) < ε;

(6)
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3) íåõàé t1 ∈ [0, tε], t2 ∈ [tε, ρ]. Òîäi t1, tε
íàëåæàòü [0, tε], à tε, t2 íàëåæàòü [tε, ρ], ïðè
öüîìó |tε− t2| 6 |t1− t2| 6 δ(ε). Òîìó, âiäïî-
âiäíî äî (5), (6),

|x′u(t1)− x′u(t2)| 6 |x′u(t1)− x′u(tε)|+
+|x′u(tε)− x′u(t2)| 6

6 (1− l3)(ε/2) + (1 + l3)(ε/2) = ε.

Îòæå, ïðè áóäü-ÿêîìó âèáîði òî÷îê ti ∈
[0, ρ], i ∈ {1, 2}, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
|t1 − t2| 6 δ(ε), ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü
|x′u(t1) − x′u(t2)| 6 ε. Ìè äîâåëè, ùî ôóíê-
öiÿ xu : [0, ρ] → R íàëåæèòü U . Âèçíà÷èìî
îïåðàòîð T : U → U , ââàæàþ÷è Tu = xu.

Äîâåäåìî, ùî îïåðàòîð T : U → U c
íåïåðåðâíèì. Íåõàé ui ∈ U , i ∈ {1, 2},
‖u1 − u2‖B = h. Ïðèïóñòèìî, ùî Tui = xi,
i ∈ {1, 2}. ßêùî u1 = u2, òî i x1 = x2. Íàäàëi
ââàæàòèìåìî, ùî h > 0. Áóäåìî äîñëiäæó-
âàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ïðè t → +0
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
x′ = (α(t))−1(ϕ(t, u1(t)) + f(t, u1(t), u

′
1(t))).

(7)
ßêùî t ∈ (0, ρ], òî
|u1(t)− u2(t)| 6 ‖u1 − u2‖1/2

B (|u1(t)− ξ(t)|+
+|u2(t)− ξ(t)|)1/2 6 h1/2(2Mη(t))1/2

i
|u′1(t)− u′2(t)| 6 ‖u1 − u2‖1/2

B (|u′1(t)− ξ′(t)|+

+|u′2(t)− ξ′(t)|)1/2 6 h1/2

(
2qM

η(t)

α(t)

)1/2

,

òîìó
|ϕ(t, u1(t))− ϕ(t, u2(t))|+

+|f(t, u1(t), u
′
1(t))− f(t, u2(t), u

′
2(t))| 6

6 (L2 + l2)|u1(t)− u2(t)|+
+l3α(t)|u′1(t)− u′2(t)| 6

6 h1/2(2Mη(t))1/2(L2 + l2 + l3(α(t))1/2q1/2) 6
6 Kh1/2(η(t))1/2, t ∈ (0, ρ],

(8)
äå K = (2M)1/2(L2 + l2 + 1). Íàäàëi áóäåìî
ìiðêóâàòè çà òicþ æ ñõåìîþ, ùî i ó [5], ñ.
309-310. Ïîçíà÷èìî

Φ3 ={(t, x) : t ∈ (0, ρ],
|x− x2(t)| = γh1/2(η(t))1/2},

D3 ={(t, x) : t ∈ (0, ρ],
|x− x2(t)| < γh1/2(η(t))1/2},

äå γ � ñòàëà, ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâó
γ > 2K(ση0)

−1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ
A3 : D0 → [0, +∞), ÿêà îçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A3(t, x) = (x− x2(t))
2(η(t))−1.

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïîõiäíà
öic�� ôóíêöi�� çà ðiâíÿííÿì (7) âiä'cìíà ïðè
(t, x) ∈ Φ3. Çâiäñè âèïëèâàc ([4], ñò. 758), ùî
êîæíà iíòåãðàëüíà êðèâà J : (t, x(t)) ðiâíÿí-
íÿ (7), ÿêà ïåðåòèíàc Φ3 ó òî÷öi (t0, x0), ðîç-
òàøîâàíà ïðè ìàëèõ |t − t0| òàêèì ÷èíîì:
(t, x(t)) ∈ D3 ïðè t ∈ (t0, t0+δ) i (t, x(t)) 6∈ D3

ïðè t ∈ (t0 − δ, t0). Òèì ÷àñîì

|x1(t)− x2(t)| 6 |x1(t)− ξ(t)|+
+|x2(t)− ξ(t)| 6 2Mη(t) < γh1/2(η(t))1/2,

ÿêùî t ∈ (0, t(h)], äå ñòàëà t(h) ∈ (0, ρ) îáðà-
íà òàê, ùîá ïðè t ∈ (0, t(h)] âèêîíóâàëàñü
íåðiâíiñòü η(t) <

( γ

2M

)2

h. Òîìó iíòåãðàëü-
íà êðèâà J : (t, x1(t)) ðiâíÿííÿ (7) ðîçòà-
øîâàíà ó D3 ïðè t ∈ (0, t(h)]. ßêùî t ìî-
íîòîííî çðîñòàc âiä t = t(h) äî t = ρ, òî,
âðàõîâóþ÷è ñêàçàíå âèùå, iíòåãðàëüíà êðè-
âà J : (t, x1(t)) íå ìîæå ìàòè ñïiëüíèõ òî-
÷îê ç Φ3. Öå îçíà÷àc, ùî iíòåãðàëüíà êðè-
âà J : (t, x1(t)) ðîçòàøîâàíà ó D3 ïðè óñiõ
t ∈ (0, ρ]. Îòæå, |x1(t)−x2(t)| 6 γh1/2(η(t))1/2

ïðè t ∈ (0, ρ]. Ç òîòîæíîñòåé

x′i = (α(t))−1(ϕ(t, ui(t)) + f(t, ui(t), u
′
i(t))),

t ∈ (0, ρ], i ∈ {1, 2},
ç óðàõóâàííÿì (8) âèïëèâàc, ùî

|x′1(t)− x′2(t)| 6 K(α(t))−1h1/2(η(t))1/2,
t ∈ (0, ρ].

Òîìó, çâàæàþ÷è íà äîñòàòíþ ìàëiñòü ρ,
ìàcìî:

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6
6 t−1h1/2, t ∈ (0, ρ].

(9)

Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ íå-
ïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà T : U → U . Íåõàé ε >
0 äàíå. Iñíóc òàêå tε ∈ (0, ρ), ùî

2Mη(t) + 2qM
η(t)

α(t)
6 ε

2
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ïðè t ∈ (0, tε]. ßêùî t ∈ (0, tε], òî
|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6
6 |x1(t)− ξ(t)|+ |x2(t)− ξ(t)|+

+|x′1(t)− ξ′(t)|+ |x′2(t)− ξ′(t)| 6 ε

2
.

ßêùî t ∈ [tε, ρ], òî ç (9) îòðèìàcìî
|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6

6 t−1
ε h1/2, t ∈ [tε, ρ].

(10)

Ïîçíà÷èìî δ(ε) =

(
ε
tε
2

)1/2

. ßêùî h < δ(ε),

òî ç (10) âèïëèâàc, ùî ïðè t ∈ [tε, ρ]

|x1(t)− x2(t)|+ |x′1(t)− x′2(t)| 6
ε

2
. (11)

Îòæå, íåðiâíiñòü (11) âèêîíócòüñÿ i ïðè
t ∈ [0, tε]. Îòæå, (11) âèêîíócòüñÿ ïðè âñiõ
t ∈ [0, ρ], i òîìó ‖x1 − x2‖B 6 ε

2
. Ïiäñóìîâó-

þ÷è, ñòâåðäæócìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0
iñíóc δ(ε) > 0 òàêå, ùî ÿêùî ‖x1−x2‖B = h <

δ(ε), òî ‖Tu1 − Tu2‖B = ‖x1 − x2‖B 6 ε

2
< ε.

Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáî-
ðó ôóíêöié ui ∈ U , i ∈ {1, 2}. Íåïåðåðâíiñòü
îïåðàòîðà T : U → U äîâåäåíà.

Íà çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëè-
øèëîñÿ çàñòîñóâàòè äî îïåðàòîðà T : U → U
òåîðåìó Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó. Iñíóc
õî÷à á îäèí åëåìåíò x0 ∈ U òàêèé, ùî
Tx0 = x0. Öå îçíà÷àc, ùî çàäà÷à (2) ìàc
ρ-ðîçâ'ÿçîê x0 : (0, ρ] → R, ÿêèé íàëåæèòü
ìíîæèíi U(ρ,M, q).

Ïðèêëàä. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi: tx′ =
2t−x+ t2(x′)2− 4t2−x2 +4tx, x(0) = 0. Äëÿ
öic�� çàäà÷i âèêîíàíi âñi óìîâè òåîðåìè, ÿêùî
âçÿòè α(t) = t, ϕ(t, x) = 2t− x, f(t, x, x′) =
t2(x′)2 − 4t2 − x2 + 4tx òà ξ(t) = t, η(t) = t3.
Âíàñëiäîê òåîðåìè iñíóc õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿ-
çîê öic�� çàäà÷i x : (0, ρ] → R òàêèé, ùî
|x − t| 6 Mt3, |x′ − 1| 6 qMt2, t ∈ (0, ρ].
Ç iíøîãî áîêó, öþ çàäà÷ó ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè
áåçïîñåðåäíüî. Îñêiëüêè ���� ìîæíà çàïèñàòè
ó âèãëÿäi (tx′ − 2t + x)(tx′ + 2t− x− 1) = 0,
x(0) = 0, òî ìàcìî äâi çàäà÷i: tx′ = 2t − x,
x(0) = 0 i tx′ = −2t + x + 1, x(0) = 0. Ïåðøà
ç öèõ çàäà÷ ìàc ðîçâ'ÿçîê x(t) = t. Äðóãà
çàäà÷à íå ìàc ðîçâ'ÿçêiâ âçàãàëi.
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