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ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ ÁÅÑÑÅËß ÍÅÑÊIÍ×ÅÍÍÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ
Ó ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ ÒÈÏÓ C

Çíàéäåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè, çà ÿêèõ ó ïðîñòîðàõ òèïó C âèçíà÷åíèé, c ëi-
íiéíèì i íåïåðåðâíèì îïåðàòîð Áåññåëÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó. Ïðè öüîìó òàêèé îïåðàòîð
òðàêòócòüñÿ ÿê ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, ïîáóäîâàíèé çà ïåâíèì àíàëiòè÷íèì ñèì-
âîëîì.

The necessary and su�cient conditions of linearity and continuity are established for the
Bessel operator of the in�nite order, which is de�ned on the spaces of the type C. This operator is
considered as pseudodi�erential operator, which is constrained on some analytic symbol.

Ó áàãàòüîõ ïèòàííÿõ ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âàæëèâó
ðîëü âiäiãðàþòü ïðîñòîðè íåñêií÷åííî äè-
ôåðåíöiéîâíèõ íà R ôóíêöié, ÿêi ñïàäàþòü
íà íåñêií÷åííîñòi ðàçîì iç óñiìà ñâî��ìè ïî-
õiäíèìè øâèäøå çà áóäü-ÿêèé ñòåïiíü |x|−1.
Äî òàêèõ ïðîñòîðiâ íàëåæèòü ïðîñòið S
Ë. Øâàðöà, ïðîñòîðè òèïó S òà W , âàãîâi
ïðîñòîðè K(Mp), Z(Mp), ââåäåíi â [1], òà ií.
Ó ïðàöi [2] ââåäåíî ïðîñòîðè òèïó C öiëèõ
ôóíêöié, ïîðÿäîê ñïàäàííÿ ÿêèõ òà��õíiõ ïî-
õiäíèõ íà äiéñíié îñi õàðàêòåðèçócòüñÿ âåëè-
÷èíàìè mkn = sup

x∈R
|xkϕ(n)(x)|, {k, n} ⊂ Z+;

ïðè öüîìó ïðîñòîðè Sα, Sβ, Sβ
α, {α, β} ⊂

(0, 1), à òàêîæ ïðîñòîðè òèïó W óòâîðþ-
þòü ïåâíi ïiäêëàñè âêàçàíèõ ïðîñòîðiâ. Ó
ïðàöi [3] äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi îïåðàòî-
ðà äèôåðåíöiþâàííÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿä-
êó, ÿêèé äic ó ïðîñòîðàõ òèïó C. Îñíîâíèì
çàâäàííÿì öic�� ïðàöi c âiäøóêàííÿ íåîáõiä-
íèõ i äîñòàòíiõ óìîâ, ïðè âèêîíàííi ÿêèõ ó
ïðîñòîðàõ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ïàðíèõ ôóíê-
öié iç ïðîñòîðiâ òèïó C, âèçíà÷åíèé i c íå-
ïåðåðâíèì îïåðàòîð Áåññåëÿ íåñêií÷åííîãî
ïîðÿäêó.

1. Ïðîñòîðè òèïó C òà
◦
C Ðîçãëÿ-

íåìî ìîíîòîííî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü
{mn, n ∈ Z+} äîäàòíèõ ÷èñåë òàêó, ùî:

1) lim
n→∞

n
√

mn

n
= 0, m0 = 1;

2) ∀α > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+ : mn ≥ Cα·αn;

3) ∃M > 0 ∃h > 0 ∀n ∈ Z+ :

mn+1 ≤ Mhnmn

i ââàæàòèìåìî

ρ(x) =





1, |x| < 1,

sup
n∈Z+

|x|n
mn

, |x| ≥ 1.

Ôóíêöiÿ ρ � íåïåðåðâíà, ïàðíà íà R,
ìîíîòîííî çðîñòàc íà [1, +∞) i ìîíîòîííî
ñïàäàc íà (−∞, 1], ρ(x) ≥ 1, ∀x ∈ R, ρ(1) =
1; êðiì òîãî, ∃ c0 > 0 ∃ c > 0 ∀x ∈ R\[−1, 1] :

ρ(x) ≥ c0 exp{c|x|}.
Ïðîñòið Cρ. Ñèìâîëîì Cρ ïîçíà÷èìî ñó-

êóïíiñòü óñiõ öiëèõ îäíîçíà÷íèõ ôóíêöié ϕ :
C→ C, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
∃ b > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ ck > 0 ∀ z = x+ iy ∈ C :

|zkϕ(z)| ≤ ckρ(by).

Íàïðèêëàä, ÿêùî mn = nn(1−β), β ∈ (0, 1),
òî ρ(x) ∼ exp{|x|1/(1−β)}, òîáòî â öüîìó âè-
ïàäêó Cρ çáiãàcòüñÿ ç ïðîñòîðîì Sβ, ââå-
äåíèì â [1] (ïîñëiäîâíiñòü {mn, n ∈ Z+}
çàäîâîëüíÿc óìîâè 1)�3) ). Çáiæíiñòü ó Cρ

âèçíà÷àcòüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {ϕν , ν ∈
N} íàçèâàcòüñÿ çáiæíîþ äî íóëÿ, ÿêùî:
1) ïîñëiäîâíiñòü {ϕν , ν ∈ N} ðiâíîìið-
íî çáiãàcòüñÿ äî íóëÿ â êîæíié îáìåæåíié
îáëàñòi êîìïëåêñíî�� ïëîùèíè C; 2) ñïðàâ-
äæóþòüñÿ îöiíêè
|zkϕν(z)| ≤ ckρ(by), z = x + iy ∈ C, k ∈ Z+,
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äå ñòàëi ck > 0, b > 0 íå çàëåæàòü âiä
ν. Ïðîñòið Cρ ìîæíà ïîäàòè ÿê îá'cäíàííÿ
çëi÷åííî íîðìîâàíèõ ïðîñòîðiâ Cρ,b, äå Cρ,b

ñêëàäàcòüñÿ ç òèõ öiëèõ ôóíêöié ϕ, ÿêi ïðè
êîæíîìó ω > 0 çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|zkϕ(z)| ≤ ckωρ((b + ω)y), k ∈ Z+.

Iç ñóêóïíiñòþ íîðì

‖ϕ‖kω = sup
z∈C

|zkϕ(z)|
ρ((b + ω)y)

, k ∈ Z+, ω ∈ N,

Cρ,b ñòàc ïîâíèì äîñêîíàëèì çëi÷åííî íîð-
ìîâàíèì ïðîñòîðîì.

Ó ïðîñòîði Cρ âèçíà÷åíi i c íåïåðåðâíèìè
îïåðàöi�� äèôåðåíöiþâàííÿ, çñóâó àðãóìåíòó,
ìíîæåííÿ íà z. Äëÿ ôóíêöi�� ϕ ∈ Cρ åêâiâà-
ëåíòíèìè c íàñòóïíi òâåðäæåííÿ [2]:

A) ∃ b > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ ck > 0 ∀ z = x + iy ∈
C :

|zkϕ(z)| ≤ ckρ(by);

Á) ∃ b1 > 0 ∀ k ∈ Z+ ∃ c
′
k > 0 ∀x ∈

R ∀n ∈ Z+ :

|xkϕ(n)(x)| ≤ c
′
kb

n
1n!ρn,

ρn := inf
x 6=0

ρ(x)

|x|n ≡ inf
|x|≥1

ρ(x)

|x|n .

Ïðîñòið Cγ. Íåõàé {ln, n ∈ Z+} � çðî-
ñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà
âîëîäic âëàñòèâîñòÿìè 1)�3). Íåõàé

γ(x) =





1, |x| < 1,

inf
n∈Z+

ln
|x|n , |x| ≥ 1.

Ôóíêöiÿ γ c íåâiä'cìíîþ, íåïåðåðâíîþ, ïàð-
íîþ íà R ôóíêöicþ, ÿêà ìîíîòîííî ñïàäàc
íà ïðîìiæêó [1, +∞) i ìîíîòîííî çðîñòàc íà
(−∞,−1], 0 < γ(x) ≤ 1, ∀x ∈ R; êðiì òîãî,
∃ c

′
0 > 0 ∃ c

′
> 0 ∀ x ∈ R \ [−1; 1] :

γ(x) ≤ c
′
0 exp{−c′|x|}.

Íàïðèêëàä, ÿêùî ln = nnα, α ∈ (0, 1), òî
γ çàäîâîëüíÿc íåðiâíîñòi

exp

{
−α

e
|x|1/α

}
≤ γ(x) ≤

≤ C exp

{
−α

e
|x|1/α

}
, c = exp

{
αe

2

}
,

òîáòî â öüîìó âèïàäêó Cγ çáiãàcòüñÿ ç ïðî-
ñòîðîì Sα, ââåäåíèì â [1].

Ñèìâîëîì Cγ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Rôóíêöié,
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ∃ a > 0 ∀ q ∈
Z+ ∃ cq > 0 ∀x ∈ R:

|ϕ(q)(x)| ≤ cqγ(ax).

Ó ïðîñòîði Cγ âèçíà÷åíi òà c íåïåðåðâíè-
ìè îïåðàöi�� ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó çìií-
íó, äèôåðåíöiþâàííÿ òà îïåðàöiÿ çñóâó àð-
ãóìåíòó.

Ïðîñòið Cρ
γ . Íåõàé ρ òà γ � ôóíê-

öi��, ïîáóäîâàíi ðàíiøå çà ïîñëiäîâíîñòÿìè
{mn, n ∈ Z+} òà {ln, n ∈ Z+} âiäïîâiäíî.
Ñèìâîëîì Cρ

γ ïîçíà÷èìî ñóêóïíiñòü óñiõ öi-
ëèõ ôóíêöié ϕ : C → C, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó ∃ a > 0 ∃ b > 0 ∃ c > 0 ∀ z = x + iy ∈
BbbC:

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by).

Çàçíà÷èìî, ùî ïðîñòîðè Cρ, Cγ, Cρ
γ ïîâ'ÿçà-

íi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿì Cρ
γ = Cγ∩Cρ.

Çâiäñè âèïëèâàc, ùî â Cρ
γ âèçíà÷åíi i c íåïå-

ðåðâíèìè îïåðàöi�� ìíîæåííÿ íà íåçàëåæíó
çìiííó, äèôåðåíöiþâàííÿ, çñóâó àðãóìåíòó.

Äëÿ ôóíêöi�� ϕ ∈ Cρ
γ åêâiâàëåíòíi òàêi

òâåðäæåííÿ [2]:
Â) ∃ a > 0 ∃ b > 0 ∃ c > 0 ∀ z = x+iy ∈ C :

|ϕ(z)| ≤ cγ(ax)ρ(by);

Ã) ∃ a1 > 0 ∃ b1 > 0 ∃ c1 > 0 ∀ {k, n} ⊂
Z+ ∀x ∈ R :

|xkϕ(n)(x)| ≤ c1a
k
1b

n
1 lkn!ρn.

Çàóâàæåííÿ 1. Iç òâåðäæåíü Â), Ã)
òà ðåçóëüòàòiâ, îäåðæàíèõ ó ïðàöi [4],
âèïëèâàc, ùî ÿêùî lk = νk

k exp{−M(νk)},
ρn = γ−n

n exp{Ω(γn)}, äå νk � ðîçâ'ÿçîê ðiâ-
íÿííÿ xM ′(x) = k, k ∈ Z+, γn � ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ xΩ′(x) = n, n ∈ Z+, çà óìîâè, ùî
M , Ω � äèôåðåíöiéîâíi, íåâiä'cìíi, ïàðíi íà
R, çðîñòàþ÷i òà îïóêëi íà [0, +∞) ôóíêöi��,
òî Cρ

γ çáiãàcòüñÿ ç ïðîñòîðîì WΩ
M , ââåäåíèì

â [5], òîáòî
(ϕ ∈ WΩ

M) ⇔ (∃ c, a, b, > 0 ∀ z ∈ C :
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|ϕ(z)| ≤ c exp{−M(ax) + Ω(by)});
ïðè öüîìó ïîñëiäîâíîñòi {lk, k ∈ Z+}, {mn =
n!ρn, n ∈ Z+} çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1)�3)).

Ñèìâîëàìè Cρ(R), Cρ
γ(R) ïîçíà÷àòèìå-

ìî ñóêóïíîñòi ôóíêöié, çàäàíèõ íà R, ÿêi
äîïóñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ
êîìïëåêñíó ïëîùèíó i ÿê ôóíêöi�� êîìïëåêñ-
íî�� çìiííî�� c åëåìåíòàìè ïðîñòîðiâ Cρ, Cρ

γ

âiäïîâiäíî.
Ïðîñòîðè òèïó

0

C òà
0

C(R). Ñèìâîëàìè
0

C ρ,
0

C ρ
γ,

0

C γ ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíîñòi âñiõ
öiëèõ (íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà R)
ïàðíèõ ôóíêöié iç ïðîñòîðiâ Cρ, Cρ

γ , Cγ âiä-
ïîâiäíî. Öi ïðîñòîðè ç âiäïîâiäíèìè òîïîëî-
ãiÿìè íàçèâàòèìåìî îñíîâíèìè ïðîñòîðàìè
àáî ïðîñòîðàìè òèïó

0

C, à ��õíi åëåìåíòè �
îñíîâíèìè ôóíêöiÿìè. Âiäïîâiäíî ñèìâîëà-
ìè

0

C ρ(R),
0

C ρ
γ(R) ïîçíà÷àòèìåìî ñóêóïíî-

ñòi ïàðíèõ ôóíêöié, çàäàíèõ íà R, ÿêi äîïó-
ñêàþòü àíàëiòè÷íå ïðîäîâæåííÿ ó âñþ êîì-
ïëåêñíó ïëîùèíó i ÿê ôóíêöi�� êîìïëåêñíî��
çìiííî�� c åëåìåíòàìè ïðîñòîðiâ

0

C ρ òà
0

C ρ
γ.

Çàçíà÷èìî, ùî â ïðîñòîði
0

C ρ
γ êîðåêòíî

âèçíà÷åíèé îïåðàòîð 1

z

d

dz
(âií c íåïåðåðâ-

íèì), à ó ïðîñòîði
0

C ρ
γ(R) íåïåðåðâíèì c îïå-

ðàòîð 1

x

d

dx
. Îòæå, ïðàâèëüíèì c íàñòóïíå

òâåðäæåííÿ.
Ëåìà. Ó ïðîñòîði

0

C ρ
γ âèçíà÷åíèé, c ëi-

íiéíèì i íåïåðåðâíèì îïåðàòîð Áåññåëÿ

Bν,z =
d2

dz2
+

2ν + 1

z

d

dz
, z ∈ C,

ïîðÿäêó ν > −1/2; ó ïðîñòîði
0

C ρ
γ(R) ëiíié-

íèì i íåïåðåðâíèì c îïåðàòîð Áåññåëÿ Bν,
ÿêèé âiäïîâiäàc äiéñíié çìiííié x.

2. Îïåðàòîðè Áåññåëÿ íåñêií÷åííî-
ãî ïîðÿäêó â ïðîñòîðàõ

0

C ρ
γ òà

0

C ρ
γ(R).

Íåõàé f(z) =
∞∑

n=0

c2nz
2n � äåÿêà öiëà ïàðíà

ôóíêöiÿ.

Ãîâîðèòèìåìî, ùî â ïðîñòîði
0

C ρ
γ çàäà-

íî îïåðàòîð Áåññåëÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

f(Bν,z) :=
∞∑

n=0

c2n(−Bν,z)
n, ÿêùî äëÿ äîâiëü-

íî�� îñíîâíî�� ôóíêöi�� ϕ ∈ 0

C ρ
γ ðÿä

(f(Bν,z)ϕ)(z) :=
∞∑

n=0

c2n(−1)n(Bn
ν,zϕ)(z)

çîáðàæàc äåÿêó îñíîâíó ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó
0

C ρ
γ. Ïðàâèëüíèì c íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ùîá ó ïðîñòîði

0

C ρ
γ

áóâ âèçíà÷åíèé i íåïåðåðâíèé îïåðàòîð Áåñ-
ñåëÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó f(Bν,z), íåîáõiä-
íî é äîñèòü, ùîá ôóíêöiÿ f áóëà ìóëüòè-
ïëiêàòîðîì ó ïðîñòîði

0

C ρ1
γ1
, òîáòî

∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀σ = ξ + iτ ∈ C :

|f(σ)| ≤ cε(γ1(εξ))
−1ρ1(ετ),

äå

γ1(σ) =

{
1, |σ| < 1,

exp{−γ∗(σ)}, |σ| ≥ 1,

ρ1(τ) =

{
1, |τ | < 1,

exp{ρ∗(τ)}, |τ | ≥ 1,

γ∗(σ) � ôóíêöiÿ, äâî��ñòà çà Þíãîì äî
ôóíêöi�� ln ρ(σ + 1), σ ∈ [0, +∞); ρ∗(τ)
� ôóíêöiÿ, äâî��ñòà çà Þíãîì äî ôóíêöi��
− ln γ(τ + 1), τ ∈ [0, +∞).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ϕ ∈ 0

C ρ
γ, ψ =

f(Bν,z)ϕ, f � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði
0

C ρ1
γ1
. Äîâåäåìî, ùî ψ ∈ 0

C ρ
γ. Iç âëàñòèâî-

ñòåé ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c-Áåññåëÿ (ïðÿìîãî
i îáåðíåíîãî) ó ïðîñòîðàõ òèïó

0

C âèïëèâàc,
ùî äîñèòü ïîêàçàòè, ùî FB[ψ] ∈ 0

C ρ1
γ1
. Çàïè-

øåìî (ïîêè ùî ôîðìàëüíî) ñïiââiäíîøåííÿ

FB[ψ](σ) =
∞∑

n=0

c2n(−1)nFB[Bν,zϕ](σ) =

=
∞∑

n=0

c2n(−1)n(−σ2)nFB[ϕ](σ) =
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=
∞∑

n=0

c2nσ
2nFB[ϕ](σ) = f(σ)FB[ϕ](σ),

σ ∈ C. (1)

Îñêiëüêè FB[ϕ] ∈ 0

C ρ1
γ1
, à f � ìóëüòèïëiêà-

òîð ó ïðîñòîði
0

C ρ1
γ1
, òî f · FB[ϕ] ∈ 0

C ρ1
γ1
.

Îòæå, çàëèøàcòüñÿ äîâåñòè êîðåêòíiñòü
ïðîâåäåíèõ ïåðåòâîðåíü i îáãðóíòóâàòè ïðà-
âèëüíiñòü ôîðìóë (1). Äëÿ öüîãî äîñèòü
âñòàíîâèòè, ùî

rn,ϕ(σ) :=
∞∑

k=n+1

c2kσ
2kFB[ϕ] → 0, n →∞,

ó ïðîñòîði
0

C ρ1
γ1
. Iíøèìè ñëîâàìè, ïîòðiáíî

ïîêàçàòè, ùî:
1) ïîñëiäîâíiñòü {rn,ϕ; n ≥ 1} ⊂ 0

C ρ1
γ1
;

2) öÿ ïîñëiäîâíiñòü ðiâíîìiðíî çáiãàcòüñÿ
äî íóëÿ â êîæíié îáìåæåíié îáëàñòi
êîìïëåêñíî�� ïëîùèíè i ïðè öüîìó

∃ c, a, b > 0 ∀n ≥ 1 :

|rn,ϕ(σ)| ≤ c1γ1(aξ)ρ1(bτ),

∀σ = ξ + iτ ∈ C,

äå ñòàëi c, a, b íå çàëåæàòü âiä n.
Êîåôiöicíòè Òåéëîðà c2k, k ∈ Z+, ôóíêöi��

f îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ Êîøi

c2k =
1

2πi

∫

ΓR

f(z)

z2k+1
dz,

äå ΓR � êîëî ðàäióñà R ç öåíòðîì ó òî÷öi
z0 = 0. Çâiäñè òà ç óìîâè òåîðåìè (f � ìóëü-
òèïëiêàòîð â

0

C ρ1
γ1
) äiñòàcìî, ùî

|c2k| ≤ cε inf
R

(γ1(εR))−1

Rk
· inf

R

ρ1(εR)

Rk
=

= cε · ε2k inf
R

(γ1(εR))−1

(εR)k
· inf

R

ρ1(εR)

(εR)k
≡

≡ cε · ε2kγ∗kρ
∗
k.

Îñêiëüêè FB[ϕ] ∈ 0

C ρ1
γ1
, òî

∃ c1, a1, b1 > 0 ∀σ = ξ + iτ ∈ C :

|FB[ϕ](σ)| ≤ c1γ1(a1ξ)ρ1(b1τ) =

= c1 exp{− ln γ̃1(a1ξ) + ln ρ1(b1τ)},

γ̃1 =
1

γ1

.

Êðiì òîãî,

|σ|2k ≤ 2k(|ξ|2k + |τ |2k), k ∈ Z+.

Îòæå,

βk(σ) := |c2kσ
2kFB[ϕ](σ)| ≤

≤ c1cε2
kε2kγ∗kρ

∗
k(|ξ|2k + |τ |2k)γ1(a1ξ)ρ1(b1τ) =

= c1cε2
kε2k(γ∗kρ

∗
k|ξ|2kγ1(a1ξ)ρ1(b1τ)+

+γ∗kρ
∗
k|τ |2kγ1(a1ξ)ρ1(b1τ)) ≡

≡ c1cε2
kε2k(∆

′
k(σ) + ∆

′′
k(σ)).

Iç îçíà÷åííÿ γ∗k, ρ∗k âèïëèâàþòü íåðiâíîñòi:

|ξ|kγ∗k = |ξ|k inf
ξ 6=0

(γ1(ξ))
−1

|ξ|k =

= ε−k
0 |ε0ξ|k inf

ξ 6=0

(γ1(ε0ξ))
−1

|ε0ξ|k ≤

≤ ε−k
0 |ε0ξ|k (γ1(ε0ξ))

−1

|ε0ξ|k = ε−k
0 (γ1(ε0ξ))

−1 =

= ε−k
0 exp{− ln γ1(ε0ξ)} = ε−k

0 exp{ln γ̃1(ε0ξ)},
ε0 > 0, k ∈ Z+.

Àíàëîãi÷íî,

|ξ|kρ∗k ≤ ε−k
1 ρ1(ε1ξ) = ε−k

1 exp{ln ρ1(ε0ξ)},
ε1 > 0, k ∈ Z+.

Îòæå,
∆
′
k(σ) ≤

≤ (ε0ε1)
−keln γ̃1(ε0ξ)−ln γ̃1(a1ξ)ρ1(ε1ξ)ρ1(b1τ).

Âíàñëiäîê îïóêëîñòi ôóíêöi�� ln γ̃1 äiñòàcìî,
ùî

ln γ̃1(ε0ξ)− ln γ̃1(a1ξ) ≤
≤ − ln γ̃1((a1 − ε0)ξ), ε0 ∈ (0, a1),

òîáòî

∆
′
k(σ) ≤ (ε0ε1)

−ke− ln γ̃1(ã1ε)ρ1(ε1ξ)ρ1(b1τ) =

= (ε0ε1)
−kγ1(ã1ξ)ρ1(ε1ξ)ρ1(b1τ), ã1 = a1−ε0.
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Äîâåäåìî òåïåð, ùî ∃ c̃2 > 0 ∃ ã2 >
0 ∀ ξ ∈ R :

γ1(ã1ξ)ρ1(ε1ξ) ≤ c2γ1(ã2ξ).

Îñêiëüêè

ρ1(ε1ξ) = sup
n∈Z+

|ε1ξ|n
m̃n

, |ξ| ≥ 1

ε1

(òóò {m̃n, n ∈ Z+} � ïîñëiäîâíiñòü, çà ÿêîþ
áóäócòüñÿ ôóíêöiÿ ρ1), òî äëÿ äîâiëüíîãî
ν0 ∈ (0, ρ1(ε1ξ)) çíàéäåòüñÿ íîìåð n0 =
n0(ν0, ξ) òàêèé, ùî

|ε1ξ|n0

m̃n0

> ρ1(ε1ξ)− ν0.

Ïðèïóñòèìî, ùî ν0 =
1

2
ρ1(ε1ξ). Òîäi

ρ1(ε1ξ) ≤ 2|ε1ξ|n0

m̃n0

. Êðiì òîãî,

γ1(ã1ξ) ≤ b̃n

|ã1ξ|n , ∀n ∈ Z+, |ξ| ≥ 1

ã1

({b̃n, n ∈ Z+} � ïîñëiäîâíiñòü, çà ÿêîþ
áóäócòüñÿ ôóíêöiÿ γ1). Îñêiëüêè

ρ1(ε1ξ)γ1(ã1ξ) ≤ 2

m̃n0

|ε1ξ|n0

|ã1ξ|n b̃n ≤

≤ 2

m̃n0

inf
n∈Z+

{ |ε1ξ|n0

|ã1ξ|n b̃n

}
≤

≤ 2

m̃n0

inf
n≥n0

{ |ε1ξ|n0

|ã1ξ|n b̃n

}
,

òî ââàæàòèìåìî, ùî n ≥ n0. Íåõàé ε1 ∈
(0, ã1). Òîäi

2

m̃mn0

|ε1ξ|n0

|ã1ξ|n b̃n =

2b̃n

(
ε1

ã1

)n0

|ã1ξ|n−n0mn

≤

≤ 2b̃n

|ã1ξ|n−n0m̃n0

(òóò âðàõîâàíî, ùî ε1

ã1

≤ 1). Îöiíèìî âèðàç

inf
n≥n0

b̃n

|ã1ξ|n−n0m̃n0

=

= inf
k∈Z+

b̃k+n0

m̃n0|ã1ξ|k .

Ïîñëiäîâíîñòi {b̃k, k ∈ Z+}, {m̃n, n ∈ Z+}
âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè 2), 3), òîáòî

∃ c > 0 ∃M > 1 : b̃k+n0 ≤ cMn0+k−1b̃n0+k−1 =

= cMn0 ·Mk−1b̃n0+k−1, ∀ k ≥ 1,

∀h > 0 ∃ ch > 0 : m̃n0 ≥ ch · hn0 .

Âiçüìåìî h > 0 òàêå, ùîá âèêîíóâàëàñü íå-
ðiâíiñòü cMn0

h
≤ 1. Òîäi

b̃k+n0

m̃n0

≤ cMn0Mk−1

chhn0
b̃n0+k−1 ≤ Mk−1

ch · hn0−1
b̃n0+k−1,

b̃n0+k−1 ≤ cMn0+k−2b̃n0+k−2,

òîáòî
b̃k+n0

m̃n0

≤ cMn0Mk−1Mk−2

ch · hn0−1
b̃n0+k−2 ≤

≤ Mk−1Mk−2

chhn0−2
b̃n0+k−2

i ò.ä. Îñòàòî÷íî íåðiâíîñòi áóäóòü ìàòè âè-
ãëÿä

b̃k+n0

m̃n0

≤ Mk−1Mk−2 · · ·Mk−n0

ch

b̃k =

=
Mkn0

M1+2+...+n0ch

b̃k ≤ 1

ch

(
h

c

)k

b̃k, k ∈ Z+.

Îòæå,

inf
n≥n0

b̃n

|ã1ξ|n−n0m̃n0

≤

≤ 1

ch

inf
k∈Z+

{
h̃kb̃k

|ã1ξ|k
}

= c̃ inf
k∈Z+

b̃k∣∣∣∣ ã1

h̃
ξ

∣∣∣∣
k
,

äå c̃ =
1

ch

, h̃ =
h

c
> 1. Çâiäñè âèïëèâàc íå-

ðiâíiñòü

ρ1(ε1ξ)γ1(ã1ξ) ≤ c̃
′
2γ1(ã2ξ),

c̃
′
2 = 2c̃, ã2 =

ã1

h̃
< a1, (2)
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ÿêà c ïðàâèëüíîþ äëÿ ξ : |ξ| ≥ 1

ε1

çà óìîâè,

ùî ε1 < ã2 (áî òîäi 1

a1

<
1

ã2

<
1

ε1

). Íåðiâ-

íiñòü (2) áóäå ïðàâèëüíîþ i äëÿ ξ: |ξ| ≤ 1

ε1

ç
äåÿêîþ iíøîþ ñòàëîþ c̃

′′
2 > 0.

Ââàæàòèìåìî, ùî c̃2 = max{c̃′2, c̃′′2}. Òîäi

∆
′
k(σ) ≤ c̃2(ε0ε1)

−kγ1(ã2ξ)ρ1(b1τ),

σ = ξ + iτ ∈ C.

Îòæå, îñòàòî÷íî äiñòàcìî, ùî βk(σ) ≤
νdkε2kγ1(

'
a ξ)ρ1(

'
b τ), ν = ν(ε) > 0; 'a,

'
b > 0,

d = d(
'
a,
'
b) > 0, k ∈ N, ïðè÷îìó âñi ñòàëi

íå çàëåæàòü âiä k. Òàêèì ÷èíîì, |rn,ϕ(σ)| ≤
ν ·

∞∑
k=n+1

(dε2)kγ1(
'
a ξ)ρ1(

'
b τ), σ = ξ + iτ ∈ C.

Âiçüìåìî ε = (2d)−1/2. Òîäi

|rn,ϕ(σ)| ≤ ν

2n
γ1(

'
a ξ)ρ1(

'
b τ) ≤

≤ νγ1(
'
a ξ)ρ1(

'
b τ). (3)

Iç (3) âèïëèâàc, ùî rn,ϕ ∈
0

C ρ1
γ1

ïðè êîæíîìó
n ∈ N (òîáòî óìîâà 1) âèêîíócòüñÿ). Iç (3)
âèïëèâàc òàêîæ, ùî ïîñëiäîâíiñòü {rn,ϕ, n ≥
1} çáiãàcòüñÿ äî íóëÿ ïðè n →∞ ðiâíîìiðíî
â áóäü-ÿêié îáìåæåíié îáëàñòi Q ⊂ C, òîá-
òî ïîñëiäîâíiñòü {rn,ϕ, n ≥ 1} çáiãàcòüñÿ â
ïðîñòîði

0

C ρ1
γ1
. Öèì äîâåäåíî, ùî îïåðàòîð

f(Bν,z) âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði
0

C ρ
γ, ïðè÷îìó

êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî ïðîñòîðó
âií ïåðåâîäèòü â îáìåæåíó ìíîæèíó öüîãî
æ ïðîñòîðó. Îòæå, îïåðàòîð f(Bν,z) îáìåæå-
íèé (íåïåðåðâíèé) ó ïðîñòîði

0

C ρ
γ.

Íàâïàêè, ÿêùî îïåðàòîð f(Bν,z) âèçíà÷å-
íèé i îáìåæåíèé ó ïðîñòîði

0

C ρ
γ, òî iç ñïiââiä-

íîøåííÿ FB[ψ] = f(σ)FB[ϕ], {ϕ, ψ} ⊂ 0

C ρ
γ

âèïëèâàc, ùî f � ìóëüòèïëiêàòîð ó ïðîñòîði
0

C ρ1
γ1
. Òåîðåìà äîâåäåíà.
Íàñëiäîê. Íåõàé Af � çâóæåííÿ îïåðà-

òîðà f(Bν,z) íà
0

C ρ
γ(R). Òîäi äëÿ äîâiëüíî��

ôóíêöi�� ϕ ∈ 0

C ρ
γ(R) ïðàâèëüíîþ c ðiâíiñòü

(Afϕ)(x) = F−1
B [f(ξ)FB[ϕ](ξ)](x), {x, ξ} ⊂ R.

Çàóâàæåííÿ. Àíàëîãi÷íi ðåçóëü-
òàòè c ïðàâèëüíèìè i äëÿ îïåðàòî-
ðà Áåññåëÿ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó

L(t; Bν,z) :=
∞∑

n=0

c2n(t)(−Bν,z)
n, ïîáóäîâàíîãî

çà öiëîþ ïàðíîþ (çà z) ôóíêöicþ f , çàëåæ-

íîþ âiä ïàðàìåòðà t f(t, z) =
∞∑

n=0

c2n(t)z2n,

z = x + iy ∈ C, t ∈ [0, T ], ó ïðèïóùåííi, ùî
c2n ∈ C([0, T ]), ∀n ∈ Z+, à ôóíêöiÿ f(t, ·)
ïðè êîæíîìó t ∈ [0, T ] c ìóëüòèïëiêàòîðîì ó
ïðîñòîði

0

C ρ1
γ1
, òîáòî ∀ ε > 0 ∃ cε > 0 ∀ z ∈ C :

sup
t∈[0,T ]

|f(t, z)| ≤ cε(γ1(εx))−1ρ1(εy); ïðè öüî-

ìó (L(t; Bν)ϕ)(x) = F−1
B [f(t, ξ) FB[ϕ](ξ)](x),

∀ϕ ∈ 0

C ρ
γ(R), {x, ξ} ⊂ R.

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íàâåäåíi ðåçóëüòà-
òè ìîæíà îäåðæàòè i â n-âèìiðíîìó âèïàä-
êó.
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