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Òåðíîïiëüñüêèé äåðæàâíèé ïåäàãîãi÷íèé óíiâåðñèòåò iìåíi Â. Ãíàòþêà

ÐÎÇÐÈÂÈ CD-ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÊÂÀÇIÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÊÐÈÂÈÕ
Ââåäåíî ïîíÿòòÿ âåðòèêàëüíî�� ëàêóíàðíîñòi ìíîæèíè â R2 i ç éîãî äîïîìîãîþ ïîêàçàíî,

ùî iñíóþòü êâàçiíåïåðåðâíi ôóíêöi�� g : R → R i CD-ôóíêöi�� f : R2 → R òàêi, ùî ìíîæèíà
Dg(f) = {x ∈ R : (x, g(x)) ∈ D(f)} âñþäè ùiëüíà â R.

It is de�ned vertical lacunarity of a set in R2 and with its help it is shown that there exist
quasicontinuous functions g : R → R and CD-functions f : R2 → R, such that the set Dg(f) =
{x ∈ R : (x, g(x)) ∈ D(f)} is everywhere dense in R.

1. Ó ïðàöi [1] âèâ÷àëèñÿ ðiçíîìàíiòíi
âëàñòèâîñòi ìíîæèíè D(f) òî÷îê ðîçðèâó
CD-ôóíêöié f : R2 → R, òîáòî ôóíêöié,
ÿêi íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� i äè-
ôåðåíöiéîâíi âiäíîñíî äðóãî��. Çîêðåìà, òàì
áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ íåïåðåðâíî�� ôóíêöi��
g : R → R i CD-ôóíêöi�� f : R2 → R ìíî-
æèíà Dg(f) = {x ∈ R : (x, g(x)) ∈ D(f)}
íiäå íå ùiëüíà â R. Êðiì òîãî, áóëî ç'ÿñî-
âàíî: ÿêùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà âiäíîñíî
ïåðøî�� çìiííî�� i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà
âiäíîñíî äðóãî��, òî äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó
V = (c, d) ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f)

⋂
(R× V )

íà âiñü àáñöèñ íiäå íå ùiëüíà. Íà îñíîâi öüî-
ãî â [1] áóëî îòðèìàíî îïèñ ìíîæèí òî÷îê
ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâ-
íèõ ôóíêöié, ÿêèé ðîçâèâàc ðåçóëüòàò ç [2],
äå ðîçãëÿäàëèñÿ ôóíêöi�� ç íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèìè ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Ðàçîì iç òèì
ó [1] áóâ ïîáóäîâàíèé ïðèêëàä CD-ôóíêöi��
f : R2 → R, äëÿ ÿêî�� D(f) ⊆ R× (0, 1), ïðè-
÷îìó ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f) íà ïåðøó âiñü
âñþäè ùiëüíà â R. Ó öüîìó ïðèêëàäi ìíî-
æèíà D(f) ëåæèòü íà ãðàôiêó äåÿêî�� êëiêî-
âî�� ôóíêöi�� g : R → R, îòæå, äëÿ êëiêîâèõ
ôóíêöié g ìíîæèíà Dg(f) ó CD-ôóíêöié f
ìîæå áóòè i âñþäè ùiëüíîþ. Îñêiëüêè êâà-
çiíåïåðåðâíiñòü c ïåâíèì ïiäñèëåííÿì êëi-
êîâîñòi é îñëàáëåííÿì íåïåðåðâíîñòi, òî âè-
íèêëî ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÷è äëÿ êâàçiíå-
ïåðåðâíî�� ôóíêöi�� g : R → R i CD-ôóíêöi��
f : R2 → R ìíîæèíà Dg(f) áóäå íiäå íå
ùiëüíîþ?

ßê ç'ÿñóâàëîñÿ, âiäïîâiäü íà ïîñòàâëåíå
çàïèòàííÿ íåãàòèâíà. Â öié ñòàòòi ìè ââîäè-
ìî ïîíÿòòÿ âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíî�� ìíîæè-
íè (äèâ. ï.3) i ïîêàçócìî, ùî äëÿ êîæíî�� íå
áiëüø íiæ çëi÷åííî�� âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíî��
ìíîæèíè E â R2 iñíóc CD-ôóíêöiÿ f : R2 →
[0, 1], äëÿ ÿêî�� D(f) = E. Äàëi, âèÿâëÿcòüñÿ,
ùî ìíîæèíà Eg = {(x, g(x)) : x ∈ D(g)}
äëÿ êâàçiíåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� g : R → R
îáîâ'ÿçêîâî âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà. Ëåãêî
ïîáóäóâàòè ïðèêëàä êâàçiíåïåðåðâíî�� ôóí-
êöi�� g : R → R, äëÿ ÿêî�� D(g) = Q. Äëÿ
öic�� ôóíêöi�� ìíîæèíà Eg áóäå çëi÷åííîþ é
âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíîþ. Ïîáóäóâàâøè äëÿ
íå�� CD-ôóíêöiþ f , äëÿ ÿêî�� D(f) = Eg, ìè
é îäåðæócìî ïîòðiáíó íåãàòèâíó âiäïîâiäü,
àäæå ïðîåêöiÿ ìíîæèíè Eg íà ïåðøó âiñü
çáiãàcòüñÿ ç ìíîæèíîþ Q ðàöiîíàëüíèõ ÷è-
ñåë i c âñþäè ùiëüíîþ â R.

Íàñïðàâäi íàøi ïîáóäîâè ñòîñóþòüñÿ çà-
ãàëüíiøîãî âèïàäêó, â ÿêîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ
CD-ôóíêöi�� f : X × R → R, äå X �
ïðîñòið Ïðåéññà-Ñèìîíà [3]. Çàóâàæèìî, ùî
ïîïåðåäíi âåðñi�� ðåçóëüòàòiâ öic�� ñòàòòi áóëè
àíîíñîâàíi â [4,5].

2. Êàæóòü, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïiäìíîæèí
An òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çáiãàcòüñÿ äî
òî÷êè x ∈ X (êîðîòêî: An → x), ÿêùî
äëÿ êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x â X iñíóc
òàêèé íîìåð N , ùî An ⊆ U , ÿê òiëüêè
n ≥ N . Íàãàäàcìî [3], ùî öiëêîì ðåãóëÿðíèé
ïðîñòið X íàçèâàcòüñÿ ïðîñòîðîì Ïðåéññà-
Ñèìîíà, ÿêùî äëÿ êîæíîãî éîãî çàìêíåíîãî
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ïiäïðîñòîðó L i êîæíî�� òî÷êè x ç L iñíóc ïî-
ñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ âiäêðèòèõ â L ìíî-
æèí Un, ÿêà çáiãàcòüñÿ äî òî÷êè x â L.

Ëåìà 1. Íåõàé X � ïðîñòið Ïðåéññà-
Ñèìîíà, G � âiäêðèòà â X ìíîæèíà i a ∈
G \G. Òîäi:

(i) iñíóc äèç'þíêòíà ïîñëiäîâíiñòü âiä-
êðèòèõ â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí Un, òàêà,
ùî Un ⊆ G äëÿ êîæíîãî n i Un → a.

(ii) iñíóþòü äèç'þíêòíi âiäêðèòi â X
ìíîæèíè G′ i G′′, ÿêi ìiñòÿòüñÿ â G i
G
′ \G = G

′′ \G = {a}.
Äîâåäåííÿ. (i). Iñíóc ïîñëiäîâíiñòü âiä-

êðèòèõ â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí Wn, òàêà,
ùî Wn ⊆ G i Wn → a. Ùîá ���� ïîáóäóâà-
òè, ìè áåðåìî âiäêðèòi â G íåïîðîæíi ìíî-
æèíè Gn òàêi, ùî Gn → a i ââàæàcìî, ùî
Wn = Gn

⋂
G. Îñêiëüêè a 6∈ Wn äëÿ êîæ-

íîãî n i ìíîæèíè Wn íåïîðîæíi, òî äëÿ
êîæíîãî n iñíóc òî÷êà xn ∈ Wn \ {a}. Ç
ðåãóëÿðíîñòi ïðîñòîðó X âèïëèâàc, ùî äëÿ
êîæíîãî n iñíóc âiäêðèòèé îêië Vn òî÷êè
xn òàêèé, ùî V n ⊆ Wn \ {a}. Çàóâàæèìî,
ùî Vn → a i a 6∈ V n äëÿ êîæíîãî n. Íà
îñíîâi öüîãî çà iíäóêöicþ ëåãêî ïîáóäóâàòè
òàêó ñòðîãî çðîñòàþ÷ó ïîñëiäîâíiñòü íîìå-
ðiâ nk, ùî ìíîæèíè Uk = Vnk

äèç'þíêòíi.
Ñïðàâäi, ÿêùî íîìåðè n1, . . . , nk âèçíà÷åíi,
òî ìíîæèíà U = X \

k⋃
i=1

V ni
c îêîëîì òî-

÷êè a, îòæå, iñíóc òàêèé íîìåð nk+1, ùî
Vnk+1

⊆ U i nk+1 > nk. Çðîçóìiëî, ùî Uk → a,
Uk = V nk

⊆ Wnk
⊆ G, îòæå, ïîñëiäîâíiñòü

(Uk) øóêàíà.
(ii). Âiçüìåìî ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Un,

ÿêà çàäîâîëüíÿc óìîâó (i), i áóäåìî ââàæà-
òè G′ =

∞⋃
k=1

U2k−1 i G′′ =
∞⋃

k=1

U2k. Çðîçóìiëî,
ùî G′ i G′′ � âiäêðèòi é äèç'þíêòíi ÷àñòè-
íè ìíîæèíè G. Ïîêàæåìî, ùî G

′ \G = {a}.
Îñêiëüêè U2k−1 → a, òî a ∈ G

′. Êðiì òîãî,
çà óìîâîþ a 6∈ G, îòæå, a ∈ G

′ \ G. Íåõàé
x ∈ G

′ \ G. Ïîêàæåìî, ùî x = a. Ïðèïóñ-
òèìî, ùî x 6= a. Ç ãàóñäîðôîâîñòi ïðîñòîðó
X âèïëèâàc, ùî iñíóþòü òàêi îêîëè U i V
òî÷îê x i a â X, ùî U ∩ V = Ø. Îñêiëü-
êè U2k−1 → a, òî iñíóc òàêèé íîìåð m, ùî

U2k−1 ⊆ V , ÿê òiëüêè k > m. Çàìêíåíà ìíî-
æèíà F =

m⋃
k=1

U2k−1 ìiñòèòüñÿ â ìíîæèíi G,
à x 6∈ G. Îòæå, X \F � âiäêðèòèé îêië òî÷êè
x. Íåõàé Uo = U∩(X\F ) = U\F . Öÿ ìíîæè-
íà c îêîëîì òî÷êè x, ïðè÷îìó Uo ∩ G′ = Ø.
Àëå x ∈ G

′, îòæå, Uo∩G′ 6= Ø. Îòðèìàíà ñó-
ïåðå÷íiñòü ïîêàçóc, ùî x = a. Òàêèì ÷èíîì,
ðiâíiñòü G

′ \G = {a} âñòàíîâëåíà.
Ðiâíiñòü G

′′ \ G = {a} äîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî.

Çàóâàæèìî, ùî â äîâåäåííi âèêîðèñòîâó-
âàëàñÿ òiëüêè ðåãóëÿðíiñòü ïðîñòîðó X, à íå
éîãî ïîâíà ðåãóëÿðíiñòü.

3. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè,
E ⊆ X × Y i p = (x, y) ∈ X × Y . Ìè ãî-
âîðèìî, ùî ìíîæèíà E âåðòèêàëüíî ëàêó-
íàðíà â òî÷öi p, ÿêùî iñíóþòü âiäêðèòà â
X ìíîæèíà G i îêië V òî÷êè y â Y òàêi,
ùî x ∈ G \ G i (G × V ) ∩ E = Ø. Ïðè öüî-
ìó ìíîæèíà L = G × V íàçèâàcòüñÿ âåð-
òèêàëüíîþ ëàêóíîþ ìíîæèíè E â òî÷öi p.
Ìíîæèíó E íàçèâàcìî âåðòèêàëüíî ëàêó-
íàðíîþ, ÿêùî âîíà ìàc âåðòèêàëüíó ëàêóíó
â êîæíié ñâî��é òî÷öi.

Ëåìà 2. Íåõàé X � ïðîñòið Ïðåéññà-
Ñèìîíà i E = {pn = (an, bn) : n ∈ N} �
âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà ìíîæèíà â äîáóò-
êó X × R. Òîäi iñíóc äèç'þíêòíà ïîñëiäîâ-
íiñòü ìíîæèí Wn òàêà, ùî Wn c âåðòè-
êàëüíîþ ëàêóíîþ ìíîæèíè E â òî÷öi pn

äëÿ êîæíîãî n.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé n ∈ N i Ln−1 =

{L1, . . . , Ln−1} � ñèñòåìà, â ÿêié Lk ïðè k < n
� öå âåðòèêàëüíà ëàêóíà ìíîæèíè E â òî÷öi
pk. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî Ln−1 ìàc âëàñòè-
âiñòü Pn, ÿêùî äëÿ êîæíîãî íîìåðà m ≥ n
iñíóc âåðòèêàëüíà ëàêóíà W ìíîæèíè E â
òî÷öi pm òàêà, ùî W ∩ (

⋃
k<n

Lk) = Ø. Çàóâà-
æèìî, ùî ñèñòåìà L0 = Ø ìàc âëàñòèâiñòü
P1, áî ìíîæèíà E âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà.

Ïðèïóñòèìî, ùî Ln−1 = {L1, . . . , Ln−1}
� äèç'þíêòíà ñèñòåìà âåðòèêàëüíèõ ëàêóí,
ÿêà ìàc âëàñòèâiñòü Pn. Äîâåäåìî, ùî iñíóc
âåðòèêàëüíà ëàêóíà Ln ìíîæèíè E â òî-
÷öi pn = (an, bn) òàêà, ùî ñèñòåìà Ln =
Ln−1 ∪ {Ln} äèç'þíêòíà i ìàc âëàñòèâiñòü
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Pn+1. Îñêiëüêè ñèñòåìà Ln−1 ìàc âëàñòè-
âiñòü Pn, òî iñíóc âåðòèêàëüíà ëàêóíà W̃n =
G̃n × Ṽn ìíîæèíè E â òî÷öi pn òàêà, ùî
W̃n ∩ Lk = Ø ïðè k < n. Çà òâåðäæåí-
íÿì (ii) ëåìè 1, iñíóþòü äèç'þíêòíi âiäêðèòi
ìíîæèíè G′

n i G′′
n òàêi, ùî G′

n ∪ G′′
n ⊆ G̃n i

G
′
n\G̃n = G

′′
n\G̃n = {an}. Îñêiëüêè ìíîæèíè

(−∞, bn) ∩ Ṽn i (bn, +∞) ∩ Ṽn íåçëi÷åííi, òî
iñíóþòü òàêi ÷èñëà αn i βn, ùî αn < bn < βn,
[αn, βn] ⊆ Ṽn i αn 6= bk òà βn 6= bk äëÿ êîæíî-
ãî íîìåðà k. Íåõàé Gn = G′

n, Vn = (αn, βn)
i Ln = Gn × Vn. ßñíî, ùî Ln � âåðòèêàëü-
íà ëàêóíà ìíîæèíè E â òî÷öi pn, ïðè÷îìó
Ln ⊆ W̃n. Ïîêàæåìî, ùî Ln � øóêàíà ìíî-
æèíà.

Çðîçóìiëî, ùî Ln ∩ Lk = Ø ïðè k < n, áî
Ln ⊆ W̃n. Ðîçãëÿíåìî íîìåð m > n. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî pm ∈ Ln = Gn×V n. Òîäi am ∈ Gn i
bm ∈ V n = [αn, βn] ⊆ Ṽn. Ç îçíà÷åííÿ âåðòè-
êàëüíî�� ëàêóíè îòðèìócìî, ùî W̃n ∩E = Ø,
çâiäêè âèïëèâàc, ùî pm = (am, bm) 6∈ W̃n,
à çíà÷èòü, am 6∈ G̃n, áî bm ∈ Ṽn. Òîìó
am ∈ G

′
n \ G̃n = {an}, òîáòî am = an. Äà-

ëi, çà ïîáóäîâîþ bm 6= αn i bm 6= βn, îò-
æå, bm ∈ Vn i pm ∈ {an} × Vn. Â òàêîìó
ðàçi ìíîæèíà W = G′′

n × Vn c âåðòèêàëü-
íîþ ëàêóíîþ ìíîæèíè E â òî÷öi pm, ÿêà íå
ïåðåòèíàcòüñÿ ç Lk ïðè k < n, áî W ⊆ W̃n i
íå ïåðåòèíàcòüñÿ ç Ln, áî G′

n ∩G′′
n = Ø. Íå-

õàé òåïåð pm 6∈ Ln. Òîäi iñíóþòü âiäêðèòèé
îêië U òî÷êè am â X i îêië V òî÷êè bm â R
òàêi, ùî (U×V )∩Ln = Ø. Îñêiëüêè Ln−1 ìàc
âëàñòèâiñòü Pn, òî iñíóc âåðòèêàëüíà ëàêóíà
W̃ = G̃× Ṽ ìíîæèíè E â òî÷öi pm òàêà, ùî
W̃ ∩(

⋃
k<n

Lk) = Ø. Íåõàé W = W̃
⋂

(U×V ) =

(G̃
⋂

U)× (Ṽ
⋂

V ). Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî W
� âåðòèêàëüíà ëàêóíà ìíîæèíè E â òî÷öi pm

òàêà, ùî W
⋂

(
⋃

k≤n

Lk) = Ø.

Ïðèñòóïèìî òåïåð äî ïîáóäîâè ïîòðiáíî��
íàì äèç'þíêòíî�� ïîñëiäîâíîñòi âåðòèêàëü-
íèõ ëàêóí Wn. Îñêiëüêè ñèñòåìà Lo = Ø
ìàc âëàñòèâiñòü P1, òî iñíóc òàêà âåðòèêàëü-
íà ëàêóíà W1 ìíîæèíè E â òî÷öi p1, ùî
ñèñòåìà {W1} ìàc âëàñòèâiñòü P2. Ïðèïóñ-
òèìî, ùî âæå ïîáóäîâàíà äèç'þíêòíà ñè-
ñòåìà {W1, . . . , Wn} âåðòèêàëüíèõ ëàêóí Wk

ìíîæèíè E â òî÷êàõ pk, ÿêà ìàc âëàñòè-
âiñòü Pn+1. Òîäi çà äîâåäåíèì âèùå iñíóc âåð-
òèêàëüíà ëàêóíà Wn+1 ìíîæèíè E â òî÷öi
pn+1 òàêà, ùî ñèñòåìà {W1, . . . ,Wn+1} äè-
ç'þíêòíà i ìàc âëàñòèâiñòü Pn+2. Òàêèì ÷è-
íîì, øóêàíà ïîñëiäîâíiñòü âåðòèêàëüíèõ ëà-
êóí Wn ïîáóäîâàíà.

4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið. Âiä-
îáðàæåííÿ f : X×R→ R ìè íàçèâàcìî CD-
ôóíêöicþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî y ∈ R ôóíêöiÿ
fy = f(·, y) : X → R íåïåðåðâíà i äëÿ êîæ-
íîãî x ∈ X ôóíêöiÿ fx = f(x, ·) : R → R
äèôåðåíöiéîâíà.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � ïðîñòið Ïðåéññà-
Ñèìîíà i E � íå áiëüø íiæ çëi÷åííà âåð-
òèêàëüíî ëàêóíàðíà ìíîæèíà â äîáóòêó
X × R. Òîäi iñíóc CD-ôóíêöiÿ f : X × R →
[0, 1] òàêà, ùî ���� ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó
D(f) = E ⊆ f−1(0).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé E = {pn = (an, bn) :
n ∈ N}. Êîðèñòóþ÷èñü ëåìîþ 2, ïîáóäócìî
äëÿ ìíîæèíè E âiäïîâiäíó äèç'þíêòíó ïî-
ñëiäîâíiñòü âåðòèêàëüíèõ ëàêóí Wn = Gn ×
Vn, â ÿêèõ ìíîæèíè Vn âiäêðèòi. Çà òâåð-
äæåííÿì (i) ëåìè 1, äëÿ êîæíîãî íîìåðà n
âèáåðåìî äèç'þíêòíó ïîñëiäîâíiñòü âiäêðè-
òèõ â X íåïîðîæíiõ ìíîæèí Un,m òàêó, ùî
Un,m → an ïðè m → ∞ i äîâiëüíîãî n, ïðè-
÷îìó Un,m ⊆ Gn äëÿ áóäü-ÿêèõ n i m. Äà-
ëi, äëÿ êîæíîãî n âiçüìåìî ÷èñëî δn òàêå,
ùî 0 < δn < 1

n
i (bn − 2δn, bn + 2δn) ⊆ Vn.

Íåõàé Vn,m = (bn + δn

2m+1 , bn + δn

2m ) i Wn,m =
Un,m × Vn,m. Îñêiëüêè Un,m → an i Vn,m → bn

ïðè m → ∞, òî Wn,m → pn ïðè m → ∞.
Çàóâàæèìî, ùî ïîäâiéíà ïîñëiäîâíiñòü ìíî-
æèí Wn,m c äèç'þíêòíîþ. Ïðè öüîìó, ÿêùî
(x, y′) ∈ Wn,m i (x, y′′) 6∈ Wn, òî |y′− y′′| > δn.
Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó x ∈ Un,m ⊆ Gn,
y′ ∈ Vn,m, îòæå, y′′ 6∈ Vn. Òîìó |y′′− bn| ≥ 2δn

i |y′ − bn| < δn

2m ≤ δn

2
, çâiäêè |y′′ − y′| ≥

|y′′ − bn| − |y′ − bn| > 2δn − δn

2
= 3δn

2
> δn.

Ïðèïóñòèìî, ùî yn,m = bn + 3δn

2m+2 i âiçüìå-
ìî äîâiëüíó òî÷êó xn,m ∈ Un,m. Òîäi pn,m =
(xn,m, yn,m) ∈ Wn,m. Îñêiëüêè ïðîñòið X öië-
êîì ðåãóëÿðíèé, òî iñíóc íåïåðåðâíà ôóíê-
öiÿ ϕn,m : X → [0, 1] òàêà, ùî ϕn,m(xn,m) = 1
i suppϕn,m ⊆ Un,m. Êðiì òîãî, iñíóc äèôå-
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ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ψn,m : R → [0, 1] òàêà,
ùî ψn,m(yn,m) = 1 i suppψn,m ⊆ Vn,m. Äëÿ
p = (x, y) ∈ X × R ââàæàòèìåìî

fn,m(p) = ϕn,m(x)ψn,m(y)e−
1

δn

i
fn(p) =

∞∑
m=1

fn,m(p).

Î÷åâèäíî, ùî fn,m c íåïåðåðâíèìè CD-
ôóíêöiÿìè, ïðè÷îìó 0 ≤ fn,m(p) ≤ e−

1
δn ≤

e−n íà X ×R, fn,m(pn,m) = e−
1

δn i suppfn,m ⊆
Wn,m. Îñêiëüêè ìíîæèíè Un,m äèç'þíêòíi,
òî fn(x, y) = fn,m(x, y), ÿêùî x ∈ Un,m i
y ∈ R, i fn(x, y) = 0 äëÿ âñiõ y ∈ R,
ÿêùî x 6∈

∞⋃
m=1

Un,m. Öå ïîêàçóc, ùî ôóíê-
öiÿ fn âèçíà÷åíà íà X × R i äèôåðåíöiéîâ-
íà âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��, ïðè÷îìó 0 ≤
fn(p) ≤ e−

1
δn ≤ e−n íà X × R. Îñêiëüêè

Wn,m → pn i suppfn,m ⊆ Wn,m, òî ôóíêöiÿ
fn íåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi p 6= pn. Äàëi
fn(x, bn) = 0 íà X, îòæå, fn íåïåðåðâíà âiä-
íîñíî ïåðøî�� çìiííî�� â òî÷öi pn. Êðiì òîãî,
fn(pn,m) = fn,m(pn,m) = e−

1
δn i pn,m → pn ïðè

m → ∞, áî pn,m ∈ Wn,m, à fn(pn) = 0. Òîìó
D(fn) = {pn}.

Íåõàé
f(p) =

∞∑
n=1

fn(p),

ÿêùî p ∈ X × R. Îñêiëüêè 0 ≤ fn(p) ≤ e−n

íà X × R äëÿ êîæíîãî n, òî ðÿä
∞∑

n=1

fn(p)

çáiãàcòüñÿ ðiâíîìiðíî íà X×R, îòæå, ôóíê-
öiÿ f âèçíà÷åíà íà X×R, íåïåðåðâíà â êîæ-
íié òî÷öi p 6∈ E çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ i íå-
ïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî�� çìiííî�� íà X ×R.
Êðiì òîãî,

f(p) =
∑
n,m

fn,m(p)

íà X × R, çîêðåìà f(p) = fn,m(p) íà Wn,m i
f(p) = 0 íà (X × R) \ (

⋃
n,m

Wn,m). Òîìó 0 ≤
f(p) ≤ 1 íà X × R. Äî òîãî æ f(pn) = 0,
f(pn,m) = e−

1
δn i pn,m → pn ïðè m → ∞.

Îòæå, pn ∈ D(f) äëÿ êîæíîãî n, à çíà÷èòü,
D(f) = E.

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöiÿ f äèôåðåíöiéîâ-
íà âiäíîñíî äðóãî�� çìiííî��. Íåõàé po =
(xo, yo) ∈ X × R. ßêùî po ∈ Wn äëÿ äåÿêî-
ãî n, òî iñíóâàííÿ ïîõiäíî�� ∂f

∂y
(po) âèïëèâàc

ç òîãî, ùî f |Wn = fn|Wn , ïîõiäíà ∂fn

∂y
(po)

iñíóc i ìíîæèíà Wn âiäêðèòà â X×R. Íåõàé
po 6∈

∞⋃
n=1

Wn. Òîäi f(po) = 0. Âiçüìåìî òî÷êó
p = (xo, y) i ðîçãëÿíåìî ðiçíèöåâå âiäíîøåí-
íÿ

r(y) =
f(p)− f(po)

y − yo

=
f(p)

y − yo

.

ßêùî p 6∈ ⋃
n,m

Wn,m, òî f(p) = 0, à çíà÷èòü,

r(y) = 0. Íåõàé p ∈ Wn,m äëÿ äåÿêèõ n =
n(y) i m = m(y). Îñêiëüêè po 6∈ Wn, òî |y −
yo| > δn. Êðiì òîãî, 0 ≤ f(p) = fn,m(p) ≤
e−

1
δn . Îòæå,

|r(y)| = f(p)

|y − yo| ≤
e−

1
δn

δn

= dn.

Äîâåäåìî, ùî r(y) → 0 ïðè y → yo. Âiçüìåìî
ε > 0. Îñêiëüêè dk → 0 ïðè k → ∞, òî
iñíóc òàêèé íîìåð N , ùî dk < ε ïðè k > N .
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè iíäåêñiâ

I = {(k, j) : xo ∈ Uk,j}
i

IN = {(k, j) ∈ I : k ≤ N}.
ßêùî (k, j′) ∈ I i (k, j′′) ∈ I, òî xo ∈
Uk,j′ ∩ Uk,j′′ , îòæå, j′ = j′′, áî äëÿ êîæíî-
ãî k ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí Uk,j äèç'þíêòíà.
Çâiäñè âèïëèâàc, ùî ìíîæèíà IN ñêií÷åí-
íà. Òîäi ìíîæèíà F =

⋃
(k,j)∈IN

V k,j çàìêíå-

íà. Çðîçóìiëî, ùî yo 6∈ F . Ñïðàâäi, íåõàé
(k, j) ∈ IN . Òîäi xo ∈ Uk,j ⊆ Gk. Àëå po 6∈
Wk = Gk × Vk. Îòæå, yo 6∈ Vk, à çíà÷èòü,
yo 6∈ V k,j, áî V k,j ⊆ Vk. Ìíîæèíà V = R\F c
âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè yo Â R. Íåõàé y ∈ V
i p = (x0, y) ∈ Wn,m. Òîäi xo ∈ Un,m i y ∈ Vn,m.
Â òàêîìó ðàçi (n, m) ∈ I, ïðè÷îìó n > N , áî
y 6∈ F . Òîìó |r(y)| ≤ dn < ε. Òàêèì ÷èíîì,
âñòàíîâëåíî, ùî ∂f

∂y
(po) = 0, i òåîðåìà äîâå-

äåíà.
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5. Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé
T1-ïðîñòið, Y � ðåãóëÿðíèé òîïîëîãi÷íèé
ïðîñòið, g : X → Y � êâàçiíåïåðåðâíå âiä-
îáðàæåííÿ i Eg = {(x, g(x)) : x ∈ D(g)}.
Òîäi Eg � âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà ìíîæè-
íà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé po = (xo, yo) ∈ Eg.
Òîäi yo = g(x0) i xo ∈ D(g). Îñêiëüêè ïðî-
ñòið Y ðåãóëÿðíèé, òî iñíóc òàêèé çàìêíå-
íèé îêië V òî÷êè yo â Y , ùî g(U) 6⊆ V äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè xo â X. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç U ñèñòåìó âñiõ âiäêðèòèõ îêîëiâ òî-
÷êè xo â ïðîñòîði X. Äëÿ êîæíîãî U ∈ U
iñíóc òî÷êà xU ∈ U òàêà, ùî g(xU) 6∈ V .
Îñêiëüêè g(xo) ∈ V , òî xU 6= xo. Ìíîæè-
íà U \ {xo} c âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè xU , à
ìíîæèíà Y \ V � öå âiäêðèòèé îêië òî÷êè
g(xU). Îñêiëüêè g êâàçiíåïåðåðâíà â òî÷öi
xU , òî iñíóc òàêà âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà GU , ùî GU ⊆ U \{xo} i g(GU) ⊆ Y \V .
Íåõàé G =

⋃
U∈U

GU . Ìíîæèíà G âiäêðèòà â

X i xo ∈ G \G. Êðiì òîãî, g(G)∩V = Ø. Òî-
ìó (G×V )∩Eg = Ø, áî (G×V )∩Gr(g) = Ø,
à Eg ⊆ Gr(g) = {(x, g(x)) : x ∈ X}. Òàêèì
÷èíîì, ìíîæèíà L = G× V c âåðòèêàëüíîþ
ëàêóíîþ ìíîæèíè Eg â òî÷öi po, îòæå, Eg �
âåðòèêàëüíî ëàêóíàðíà ìíîæèíà.

Òåîðåìà 3. Iñíóþòü êâàçiíåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ g : R → R i CD-ôóíêöiÿ f : R2 →
R òàêi, ùî ìíîæèíà Dg(f) = {x ∈ R :
(x, g(x)) ∈ D(f)} âñþäè ùiëüíà â R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A = {an : n ∈ N} �
çëi÷åííà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà â R (íàïðè-
êëàä A = Q), ïðè÷îìó an 6= am ïðè n 6= m.
Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ϕ : R → [−1, 1], äëÿ
ÿêî�� ϕ(x) = sin 1

x
ïðè x 6= 0 i ϕ(0) = 0.

Ôóíêöiÿ ϕ êâàçiíåïåðåðâíà i D(ϕ) = 0. Íå-
õàé un(x) = 1

2n ϕ(x − an) i g(x) =
∞∑

n=1

un(x)

íà R. Ôóíêöi�� gn(x) =
n∑

k=1

uk(x) êâàçiíåïå-
ðåðâíi, áî ñóìà êâàçiíåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� â
òî÷öi xo i íåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� â òî÷öi xo

çàëèøàcòüñÿ êâàçiíåïåðåðâíîþ â òî÷öi xo.
Êðiì òîãî, gn(x) ⇒ g(x) íà R, à ðiâíîìið-
íà ãðàíèöÿ êâàçiíåïåðåðâíèõ ôóíêöié òåæ
êâàçiíåïåðåðâíà. Òîìó g � êâàçiíåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ. Äàëi D(un) = {an} i g(x) = un(x)+
vn(x), äå vn(x) =

∑
k 6=n

uk(x). Ôóíêöiÿ un ðîç-

ðèâíà â òî÷öi an, à ôóíêöiÿ vn íåïåðåðâíà â
öié òî÷öi, ÿê ñóìà ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ðÿäó
íåïåðåðâíèõ â òî÷öi an ôóíêöié. Òîìó g ðîç-
ðèâíà â òî÷öi an i A ⊆ D(g). Ç ðiâíîìiðíî��
çáiæíîñòi ðÿäó

∞∑
n=1

un(x) íà R i íåïåðåðâíîñòi
âñiõ ôóíêöié un ïîçà ìíîæèíîþ A âèïëèâàc,
ùî D(g) ⊆ A. Îòæå, D(g) = A. Çà òåîðåìîþ
2 ìíîæèíà Eg = {(x, g(x) : x ∈ A} âåðòè-
êàëüíî ëàêóíàðíà. Êðiì òîãî, âîíà çëi÷åí-
íà. Òîìó çà òåîðåìîþ 1 iñíóc CD-ôóíêöiÿ
f : R2 → R òàêà, ùî D(f) = Eg. Òîäi
Dg(f) = A, îòæå, ìíîæèíà Dg(f) âñþäè
ùiëüíà â R.
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