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МНОЖИНА ТОЧОК РОЗРИВУ КВАЗIНЕПЕРЕРВНИХ ФУНКЦIЙ НА
КОМПАКТАХ ЕБЕРЛЕЙНА

В данiй роботi встановлюється, що кожна сепарабельна Fσ-пiдмножина першої категорiї
компакту Еберлейна є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної функцiї.

We prove that every separable Fσ-subset of first category of an Eberlein’s compact is the
discontinuity point set of some quasi-continuous function.

Вступ. В роботах багатьох авторiв, та-
ких як Р. Кешнер [1], Дж. Брекенрiдж, Т.
Нiшiура [2], В. Михайлюк, В. Маслюченко
[3] i О. Маслюченко [4], розв’язувалася за-
дача про опис множин точок розриву фун-
кцiй з тих чи iнших функцiональних кла-
сiв. В статтi [5] охарактеризовано множину
точок розриву D(f) квазiнеперервних фун-
кцiй f : X → R для спадково нормального
простору X. Там доведено, що пiдмножина
E спадково нормального простору X буде
множиною точок розриву деякої квазiнепе-
рервної функцiї f : X → Y тодi i тiльки тодi,
коли множина E подається у виглядi об’єд-
нання послiдовностi множин En = An ∩ Bn,
де An ∩ Bn = An ∩ Bn = ∅. Зокрема для
метризовного X ця характеристика множи-
ни рiвносильна тому, що E є Fσ-множиною
першої категорiї.

В роботi [6] було встановлено, що сепара-
бельна Fσ-множина, яка є проективно пер-
шої категорiї (тобто проекцiї цiєї множи-
ни паралельно до кожного зi спiвмножни-
кiв є множинами першої категорiї) в добу-
тку компактiв Еберлейна є множиною точок
розриву деякої нарiзно неперервної функцiї.
Але, як вiдомо, властивiсть квазiнеперерв-
ностi тiсно пов’язана з нарiзною неперерв-
нiстю. Тому природно сподiватися, що подi-
бний результат мав би бути i для квазiнепе-
рервних функцiй. Зауважимо, що компакти
Еберлейна не зобов’язанi бути спадково нор-
мальними. Вiдповiдний приклад наведений
в п.7. цiєї роботи.

В данiй роботi ми встановимо, що кожна
сепарабельна Fσ-пiдмножина першої катего-

рiї в еберлейновому просторi є множиною
точок розриву деякої квазiнеперервної фун-
кцiї.

1. Збiжнiсть послiдовностi пiдмно-
жин в еберлейнових просторах. Нага-
даємо, що компакт називається компактом
Еберлейна, якщо вiн гомеоморфний до де-
якого слабко компактного пiдпростору ба-
нахового простору. Топологiчний простiр ми
будемо називати еберлейновим, якщо вiн го-
меоморфний до деякої пiдмножини компа-
кту Еберлейна. Зауважимо, що метризовнi
простори є еберлейновими.

Нехай T – довiльна множина i c0(T ) – це
множина всiх збiжних до нуля функцiй тоб-
то таких, що множина {t ∈ T : |x(t)| > ε}
скiнченна для всiх ε > 0. Символом cp

0(T )
надалi позначатимемо множину c0(T ) iз то-
пологiєю поточкової збiжностi на нiй. З тео-
реми Амiра-Лiнденштрауса [7] випливає, що
довiльний еберлейновий простiр гомеомор-
фний до деякої вiдносно компактної пiдмно-
жини c0(T ).

Ми казатимемо, що послiдовнiсть мно-
жин An топологiчного простору X збiгає-
ться до точки x (An → x), якщо в будь-
якому околi цiєї точки мiстяться всi An,
починаючи з деякого номера. Якщо An ⊆
c0(T ) i S ⊆ T , то казатимемо, що An рiвно-
мiрно збiгається до x0 на S (An ⇒ x0 на S),
якщо для кожного ε > 0 iснує номер n0, що
для довiльних n > n0, x ∈ An i t ∈ S вико-
нується нерiвнiсть |x(t)− x0(t)| < ε.

Для довiльної не бiльш нiж злiчен-
ної множини S ⊆ T зафiксуємо де-
яку її нумерацiю S = {sk : k ∈ N}

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2. 113



i покладемо ‖x‖∞S = supt∈T\S |x(t)|,
‖x‖0

S =
∑∞

n=1
1
2n |x(sn)|. Тодi формулою

‖x‖S = ‖x‖0
S + ‖x‖∞S визначається деяка

норма на c0(T ). Зауважимо, що для довiль-
ного y ∈ cp

0(T ) куля V = B‖·‖0S(y, ε) вiдносно
норми ‖ · ‖0

S є вiдкритою множиною.
Лема 1.1. Нехай T – деяка множина,

S – не бiльш нiж злiченна пiдмножина
T , (An)∞n=1 – послiдовнiсть непорожнiх пiд-
множин c0(T ) i a ∈ c0(T ). Тодi наступнi
умови рiвносильнi:

(i) An → a в (c0(T ), ‖ · ‖S) ;
(ii) An → a в cp

0(T ) i An ⇒ a на T \ S.
Доведення. По-перше зауважимо, що

розглядаючи замiсть множин An множини
An − a, ми зведемо нашу лему до випадку
a = 0.

Доведемо iмплiкацiю (i) ⇒ (ii). Нехай
An → 0 в (c0(T ),‖ · ‖S). Вiзьмемо ε > 0 i
знайдемо такий номер n0, що для довiльно-
го n ≥ n0 виконується, що ‖x‖S < ε при
x ∈ An. Тодi, для t ∈ T \ S i x ∈ An викону-
ється нерiвнiсть |x(t)| ≤ ‖x‖S < ε. Якщо ж
s = sk ∈ S i x ∈ An, то 1

2k |x(s)| ≤ ‖x‖S < ε.
Отже, An ⇒ 0 на T \ S i An → 0 в cp

0(t).
Тепер покажемо, що (ii) ⇒ (i). Нехай

An ⇒ 0 на T \ S i An → 0 в cp
0(t). Вiзьме-

мо ε > 0. Тодi iснує номер n0 такий, що для
довiльного n > n0 i x ∈ An виконується, що
|x(t)| < ε

3
при t ∈ T \ S. Далi, iснує таке

k0 ∈ N, що
∑

k>k0

1
2k < ε

3
. Окрiм того, оскiль-

ки An → 0 в cp
0(t), то для довiльного k ≤ k0

iснує nk ∈ N таке, що для довiльного n ≥ nk

i x ∈ An виконується, що 1
2k |x(tk)| < ε

3k0
.

Нехай N = max{n0, n1, . . . , nk0}. Тодi при
n ≥ N матимемо, що для довiльного x ∈ An

виконується, що

‖x‖S = sup
t∈T\S

|x(t)| +
∞∑

n=1

1

2n
|x(sn)| ≤

≤ sup
t∈T\S

|x(t)| +

k0∑

k=1

1

2k
|x(sk)|+

∑

k>k0

1

2k
<

<
ε

3
+ k0

ε

3k0

+
ε

3
= ε.

2. Одне уточнення теореми Прейса-
Симона. Наступна лема доведена в [4], але

для повноти викладу ми помiстили тут її до-
ведення.

Лема 2.1. Нехай X – вiдносно компа-
ктна в c0(T ) i U – непорожня вiдкрита в
X множина. Тодi для кожного ε > 0 iсну-
ють вiдкрита в X непорожня множина
V ⊆ U i скiнченна множина T0 ⊆ T , такi,
що |x(t)| ≤ ε для всiх x ∈ V i t ∈ T \ T0.

Доведення. Не буде обмеженням вважа-
ти, що X – компакт, адже, якщо це не так,
то замiсть X слiд розглянути його поточко-
ве замикання. Нехай

FE = {x ∈ X : |x(t)| ≥ ε для всiх t ∈ T}
для довiльного E ⊆ T . Зрозумiло, що FE

замкненi в X, причому FE = ∅, якщо E –
нескiнченна i F∅ = X. Покладемо

GE = {x ∈ X : |x(t)| > ε}.
Розглянемо систему E усiх множин E ⊆ T
для яких GE 6= ∅. Зрозумiло, що всi E ∈ E
скiнченi i ∅ ∈ E . Покажемо, що iснує ма-
ксимальний елемент в E вiдносно включе-
ння ⊆. Якщо це не так, то в E iснує стро-
го зростаюча послiдовнiсть множин En. Не-
хай Fn – це замикання GEn ∩ U . Тодi (Fn) –
спадна послiдовнiсть непорожнiх компактiв

Fn ⊆ FEn . Отже,
∞⋂

n=1

Fn 6= ∅. Але, з iншо-

го боку,
∞⋂

n=1

Fn ⊆ FEn = FE = ∅, бо E = En

нескiнченна. Нехай T0 – максимальний еле-
мент E i V = GT0 ∩ U . Тодi виконуватиме-
ться, що |x(t)| ≤ ε для x ∈ V i t ∈ T \ T0.

Теорема 2.2. Нехай X – вiдносно ком-
пактна в c0(T ) i x0 ∈ X, (Gn)∞n=1 – спадна
послiдовнiсть вiдкритих в X множин та-
ких, що x0 ∈ Gn. Тодi iснують вiдкритi в X
непорожнi множини Vn, для яких Vn ⊆ Gn,
i злiченна множина T0 ⊆ T , такi, що Vn

збiгається до x0 i рiвномiрно збiгається до
нуля на T \ T0.

Доведення. Нехай En = {t ∈ T :
|x0(t)| > 1/n}. Побудуємо iндуктивно зро-
стаючу послiдовнiсть скiнченних множин
Tn ⊇ En i послiдовнiсть вiдкритих в X мно-
жин Vn 6= ∅ таких, що для Vn ⊆ Gn i x ∈ Vn

нерiвнiсть |x(t) − x0(t)| ≤ 1/n виконується

114 Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2.



для t ∈ Tn−1, а |x(t)| ≤ 1/n для t ∈ T \ Tn.
Покладемо U0 = X. Оскiльки x0 ∈ G1 i U0 –
окiл x0, то G1∩U0 6= ∅. Але X – регулярний,
тому iснує вiдкрита непорожня множина W1

така, що W1 ⊆ G1 ∩ U0. За лемою 2.1 iсну-
ють скiнченна множина T1 i вiдкрита непо-
рожня множина V1 ⊆ W1 такi, що |x(t)| ≤ 1
для x ∈ V1, причому можна вважати, що
T1 ⊇ E1. Нехай

U1 = {x ∈ X : |x(t)−x0(t)| ≤ 1/2 при t ∈ T1}.
З того, що x0 ∈ G2 матимемо, що iснує
множина W2, така, що W2 ⊆ G2

⋂
U1 6= ∅.

За лемою 2.1 iснує скiнченна множина
T2 ⊇ E2 ∪ T1 i вiдкрита непорожня множи-
на V2 ⊆ W2 такi, що |x(t)| ≤ 1/2 для x ∈ V2

i t ∈ T \ T1.
Продовжуючи аналогiчним чином побу-

дову, одержимо множини Vn i Tn, якi задо-
вольняють потрiбнi властивостi. Покладемо

T0 =
∞⋃

n=1

Tn. Зрозумiло, що |x(t)| ≤ 1/n для

n ∈ N, t ∈ T \T0 i x ∈ Vn. Тому Vn рiвномiр-
но прямують до нуля на T \ T0. Покажемо,
що Vn збiгаються до x0. Нехай U – окiл x0.
Можна вважати, що

U = {x ∈ X : |x(t0)− x0(t0)| ≤ ε}
для деяких t0 ∈ T i ε > 0. Якщо t0 /∈ T0,
то x0(t0) = 0 i тому для n > 1/ε матимемо,
що Vn ⊆ U . Нехай тепер t0 ∈ T0. Тодi t0 ∈ Tn

для всiх n бiльших деякого n0. Отже, |x(t0)−
x0(t0)| ≤ 1/n для n > n0 i x ∈ Vn. Значить,
знову Vn ⊆ U при n > n0. Теорему доведено!

3. Апроксимацiя сепарабельних пiд-
множин еберлейнового простору. Нага-
даємо, що сiм’я (As)s∈S називається дискре-
тною в точцi x, якщо iснує окiл U точки x,
що |{s ∈ S : As ∩ U 6= ∅}| ≤ 1. Казатимемо,
що сiм’я (As)s∈S дискретна на множинi E,
якщо вона є дискретною в кожнi точцi цiєї
множини.

Носiєм функцiї x : T → R називається
множина, що позначається suppx i складає-
ться з усiх таких t ∈ T , що x(t) 6= 0.

Лема 3.1. Нехай X – вiдносно компа-
ктна в c0(T ) i E – не бiльш нiж злiчен-
на нiде не щiльна пiдмножина X, Gn – вiд-
критi непорожнi в X, причому Gn+1 ⊆ Gn

i E ⊆ frGn для кожного n. Тодi для ко-
жного x ∈ E iснує послiдовнiсть (Gn(x))∞n=1

вiдкритих непорожнiх пiдмножин X така,
що:

(3.1) Gn(x) ⊆ Gn;
(3.2) Gn(x) → x при n →∞;
(3.3) (Gn(x))x∈E,n∈N – дискретна сiм’я на

X \ E.
Доведення. За умовою |E| ≤ ℵ0. То-

дi |N × E| = ℵ0. Отже, iснує бiєкцiя
ν : N× E → N. Оскiльки E ⊆ frGn, то x ∈
Gn для довiльних n ∈ N i x ∈ E. Тодi за те-
оремою 2.2. для кожного x ∈ E iснують по-
слiдовнiсть вiдкритих не порожнiх множин
(Vk(x))∞k=1 з X i злiченна множина Sx ⊆ T
такi, що

(1) Vk(x) → x в cp
0(T );

(2) Vk(x) ⇒ 0 на T \ Sx;
(3) Vk(x) ⊆ Gk.
Зрозумiло, що множина S =

⋃
x∈E

Sx – злi-

ченна. Доведемо, що для кожного x ∈ E ви-
конується, що x(t) = 0 на T \ S. Вiзьмемо
x ∈ E i t ∈ T \ S. Для довiльного k ∈ N
виберемо точку xk ∈ Vk(x). Зрозумiло, що
тодi xk → x в топологiї поточкової збiжно-
стi i тому xk(t) → x(t). Але, з iншого боку,
xk(t) ⇒ 0 на T \ S. Тому xk(t) → 0. Отже,
x(t) = 0. Таким чином, suppx ⊆ S для до-
вiльного x ∈ E.

Зокрема, матимемо, що Vk(x) ⇒ 0 на
T \ S. Значить, за лемою 1.1 одержимо, що
для кожного x ∈ E виконується, що

(4) Vk(x) → x в (c0(T ), ‖ · ‖S).
Зараз ми iндукцiєю по ν(n, x) побудуємо

сiм’ю (Gn(x))x∈E,n∈N вiдкритих непорожнiх
множин, таку, що виконується умова (3.1) i
умови

(5) для довiльного x ∈ E, n ∈ N,
y ∈ Gn(x) : ‖x− y‖S < 1

ν(n,x)
;

(6) сiм’я (Gn(x))ν(n,x)<l диз’юнктна, для
кожного l ∈ N.

Припустимо, що для деякого l уже побу-
дованi множини Gn(x) при ν(n, x) < l так,
що виконуються потрiбнi умови. Вiзьмемо
m ∈ N i y ∈ E з ν(m, y) = l i побуду-
ємо множину Gn(y) зi збереженням потрi-
бних умов. З (3.1) випливає, що множина
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U = X \ ⋃
ν(n,x)<l

Gn(x) є вiдкритим околом то-

чки y в cp
0(T ). За рахунок властивостей (1)

i (4) матимемо, що iснує k0 ∈ N такий, що
для довiльного k ≥ k0 виконується, що

(7) Vk(y) ⊆ U ∩B‖·‖S

(
y, 1

ν(m,y)

)
.

Виберемо k∗ = max{m, k0}. Оскiльки
k∗ ≥ m, то для довiльного k ≥ k∗ матимемо,
що Gk ⊆ Gm. Крiм того, згiдно з умовою (6)
Vk(y) ⊆ Gk, тому i Vk(y) ⊆ Gk. З того, що X
регулярний i E нiде не щiльна, випливає, що
iснує вiдкрита не порожня множина Gm(y)

таке, що Gm(y) ⊆ Vk0(y)\E. Перевiримо, що
Gm(y) задовольняє потрiбнi умови.

Згiдно з умовою (3) маємо, що Vk(y) ⊆
Gk. Оскiльки k ≥ k∗ ≥ m, то Gk ⊆ Gm.
Звiдси Gm(y) ⊆ Vk(y) ⊆ Gk ⊆ Gm. Отже,
умова (3.1) виконується.

Перевiримо умову (3.2). Вiзьмемо точку
x ∈ E. За рахунок умови (5) матимемо, що
Gn(x) → x в (c0(T ), ‖ · ‖S). Тому за лемою
1.1 матимемо, що Gn(x) → x в cp

0(T ).
Приступимо до перевiрки (3.3). Перш за

все, зауважимо, що з умови (6) випливає
диз’юнктнiсть сiм’ї (Gn(x))x∈E,n∈N. Тому до-
сить перевiрити, що сiм’я (Gn(x))x∈E,n∈N є
локально скiнченною на X \ E. Зафiксуємо
деяку точку y ∈ X \ E.

Розглянемо спочатку випадок, коли
suppy * S. Тодi iснує таке t0 ∈ T \ S,
для якого |y(t0)| > 0. Нехай ε = 1

2
|y(t0)| i

V = {z ∈ X : |z(t0)| > ε}. Вiзьмемо x ∈ E i
n ∈ N такi, що ν(n, x) ≥ 1

ε
. Тодi з (5) випли-

ватиме, що для довiльного z ∈ Gn(x) вико-
нується нерiвнiсть ‖x− z‖S < 1

ν(n,x)
≤ ε. Але

suppx ⊆ S. Тому |z(t0)| = |x(t0) − z(t0)| ≤
‖x− z‖∞S ≤ ‖x− z‖S < ε. Отже, z /∈ V i
тому Gn(x) ∩ V = ∅. Таким чином V може
перетинатись тiльки з такими множинами,
для яких ν(n, x) ≤ 1

ε
.

Нехай тепер suppy ∈ S. Доведемо, що то-
дi

2ε = inf{‖y − x‖0
S : x ∈ E} > 0.

Нехай це не так. Тодi для довiльного n ∈ N
iснує xn ∈ E таке, що ‖y − xn‖0

S < 1
n
. Але

suppxn ⊆ S i suppy ⊆ S. Тому xn|T\S =
y|T\S. Отже, ‖y − xn‖∞S = 0. Таким чином

‖y − xn‖S = ‖y − xn‖0
S < 1

n
. Значить, xn → y

в (c0(T ), ‖ · ‖S). Отже, за лемою 1.1 маємо,
що xn → y в cp

0(T ), а це не можливо, бо
y /∈ E.

Покладемо V = B‖·‖0S(y, ε). Тодi V є вiд-
критим околом точки y. З умови (5) мати-
мемо, що якщо ν(n, x) > 1

ε
, i z ∈ Gn(x), то

‖y − z‖0
S ≤ ‖y − z‖S < 1

ν(n,x)
< ε. А значить,

z /∈ V , бо якби z ∈ V , то 2ε ≤ ‖y − x‖0
S ≤

‖y − z‖0
S + ‖z − x‖0

S < 2ε, а це неможливо.
Отже, V ∩Gn(x) = ∅ при ν(n, x) > 1

ε
.

Таким чином, ця сiм’я є локально скiн-
ченною в довiльнiй точцi y ∈ X \E, а отже,
i на всiй множинi.

4. Парна досяжнiсть замкненої нi-
де не щiльної множини. Позначатиме-
мо Limn An =

⋂
n

⋃
k≥n

An, для довiльної послi-

довностi множин (An)∞n=1. Замкнена нiде не
щiльна множина F ⊆ X називається парно
досяжною [6], якщо для довiльної спадної
послiдовностi вiдкритих множин Gn ⊆ X
таких, що F ⊆ frGn , iснують послiдовно-
стi (Un) i (Vn) вiдкритих множин в X таких,
що

(8) Un, Vn ⊆ Gn;
(9) E = Limn Un = Limn Vn ;
(10) Um ∩ Vn = ∅ для довiльних m та n.
Теорема 4.1. Нехай X – еберлейновий

простiр, F – замкнена нiде не щiльна пiд-
множина X. Тодi F парно досяжна в X.

Доведення. Не буде обмеженням вважа-
ти, що X є деякою вiдносно компактною пiд-
множиною простору c0(T ), для деякої мно-
жини T. Нехай E – злiченна щiльна пiд-
множина F . Занумеруємо E = {xj : j ∈
N}. Розглянемо деяку спадну послiдовнiсть
(Gn) вiдкритих непорожнiх множин в X та-
ких, що F ⊆ frGn. За лемою 3.1. побуду-
ємо множини Gn(x), такi, що виконуються
властивостi (3.1) − (3.3). Покладемо Uk =⋃k

j=1 G2k(xj), Vk =
⋃k

j=1 G2k+1(xj). Перевiри-
мо умови (8)− (10).

Умова (8) випливає з (3.1), а умова (10)
випливає з властивостi (3.3). Перевiримо
умову (9). Доведемо лише, що F = Limn Un.

Позначимо A = Limn Un. Перевiримо спо-
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чатку, що F ⊆ A =
⋂
n

⋃
k≥n

Uk. Нехай x ∈ E,

n ∈ N i U – окiл точки x. Виберемо но-
мер j так, що x = xj. З умови (2) ви-
пливає, що G2k(x) → x при k → ∞. От-
же, iснує k0 такий, що для k ≥ k0 вико-
нується включення G2k(x) ⊆ U . Покладемо
k1 = max{k0, j, n}. Тодi оскiльки k1 ≥ k0, то
G2k1(x) ⊆ U . З iншого боку, оскiльки k1 ≥ j,
то G2k1(x) = G2k1(xj) ⊆ Uk1 . Таким чином,( ⋃

k≥n

Uk

)∩U ⊇ G2k1(x) 6= ∅. Отже, x ∈ ⋃
k≥n

Uk.

Значить, E ⊆ ⋂
n

⋃
k≥n

Uk. Але
⋂
n

⋃
k≥n

Uk – за-

мкнена множина, тому F ⊆ E ⊆ A = A.
Доведемо, що A ⊆ E = F . Припусти-

мо, що A * F . Тодi iснує a ∈ A така, що
a /∈ F . Оскiльки (Gn(x))x∈E,n∈N дискретна
на X \ F 3 a, то iснує окiл V точки a,
що перетинається не бiльш нiж з однiєю з
множин Gn(x). Отже, iснує таке xj ∈ E i
m ∈ N такий, що Gn(x) ∩ V = ∅, якщо
(n, x) 6= (m,xj). Вiзьмемо n ∈ N з 2n > m.
Тодi a ∈ A ⊆ ⋃

k≥n

Uk. Тому V ∩ (
⋃

k≥n

Uk) 6= ∅.
Звiдси матимемо, що iснує k ≥ n, для яко-

го Uk ∩ V 6= ∅. Але Uk =
k⋃

i=1

G2k(xi). Тому

iснує i ∈ N таке, що G2k(xi) ∩ V 6= ∅. Але
2k ≥ 2n > m, i тому (2k, xi) 6= (m,xi). Тодi
G2k(x)∩U = ∅, що неможливо. Таким чином,
F = A = LimnUn. Аналогiчно доводимо, що
F = LimnVn.

5. Побудова функцiї з нiде не щiль-
ною множиною точок розриву.

Теорема 5.1. Нехай X – еберлейновий
простiр, F – замкнена нiде не щiльна сепа-
рабельна пiдмножина X i G – вiдкрита пiд-
множина X така, що F ⊆ frG. Тодi iснує
функцiя f : X → R така, що D(f) = F i
suppf ⊆ G.

Доведення. Оскiльки X еберлейновий
простiр, то не буде обмеженням вважати, що
X є деякою вiдносно компактною пiдмножи-
ною в cp

0(T ).
Користуючись сепарабельнiстю множини

F , виберемо не бiльш нiж злiченну щiльну
пiдмножину E множини F . Виберемо сiм’ю
(Gn(x))n∈N,x∈E за лемою 3.1, де в ролi Gn ви-

ступає множина G. Для довiльного n ∈ N i
x ∈ E вiзьмемо деяку точку an(x) ∈ Gn(x).
Оскiльки простiр X цiлком регулярний, то
для довiльних n ∈ N i x ∈ E iснує непе-
рервна функцiя fx

n : X → [0; 1] така, що
fx

n (an(x)) = 1 i fx
n (y) = 0 при y ∈ X \Gn(x).

Покладемо

f(y) =
∞∑

n=1

∑
x∈E

fx
n (y), y ∈ X

i перевiримо, що f є шуканою. Очевидно,
що suppf ⊆ G, бо fx

n (y) = 0 на X\Gn(x).
Оскiльки сiм’я (Gn(x))n∈N,x∈E дискретна на
множинi X\E = X\F i функцiї fx

n неперерв-
нi, то функцiя f буде неперервною в кожнiй
точцi множини X\F , а значить D(f) ⊆ F .

Покажемо, що D(f) = F . Вiзьмемо де-
яку точку a ∈ F . Оскiльки Gn(x)∩F = ∅, то
fx

n (a) = 0 для довiльних n ∈ N i x ∈ E, а зна-
чить, f(a)=0. Розглянемо деякий вiдкритий
окiл U точки a. Оскiльки E = F , вибере-
мо деяку точку x ∈ U ∩ E. Але Gn(x) → x.
Тому an(x) → x. Значить iснує n ∈ N та-
кий, що a2n(x) ∈ U . I, крiм того, f(a2n(x)) =
fx

2n(a2n(x)) = 1. Таким чином, f розривна в
точцi a.

6. Побудова квазiнеперервної фун-
кцiї з даною множиною точок розри-
ву. Функцiя f : X → Y називається ква-
зiнеперервною, якщо для довiльної точки x,
її околу U i околу V точки f(x) iснує вiд-
крита не порожня множина U1 ⊆ U така,
що f(U1) ⊆ V . Як вiдомо, сума квазiнепе-
рервних функцiй не зобов’язана бути ква-
зiнеперервною. Наступна теорема дозволяє
будувати квазiнiеперервнi функцiї у виглядi
суми рiвномiрно збiжного ряду.

Теорема 6.1. [6, Theorem 3.2] Нехай
(En)∞n=1 – послiдовнiсть нiде не щiльних пiд-
множин топологiчного простору X таких,
що Em парно досяжнi i Em

⋂
En = ∅ при

m < n. Тодi iснує послiдовнiсть вiдкритих
пiдмножин Gn, таких, що Gm ∩Gn ∩Em =
∅ для всiх m < n, En ⊆ frGn для довiль-
ного n. Крiм того, для будь яких функцiй
fn : X → R з suppfn ⊆ Gn i D(fn) ⊆ En

виконується, що f =
∞∑

n=1

fn квазiнеперервна
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на X, якщо цей ряд збiгається рiвномiрно.
Наступнi два твердження є добре вiдоми-

ми, але для повноти викладу ми наведемо їх
з доведеннями.

Лема 6.2. Нехай X – топологiчний про-
стiр i f, g : X → R – напiвнеперервнi знизу
функцiї. Тодi D(f + g) = D(f) ∪D(g).

Доведення. Вiзьмемо x0 ∈ X. Якщо
x0 /∈ D(f)∪D(g), то функцiї f i g неперервнi
в точцi x0, а значить, i функцiя f + g не-
перервна в точцi x0, а тому x0 /∈ D(f + g).
Таким чином, D(f + g) ⊆ D(f) ∪D(g).

Розглянемо тепер точку x0 ∈ D(f)∪D(g).
Нехай, для певностi, x0 ∈ D(f). Покажемо,
що h = f +g – розривна в точцi x0. Оскiльки
x0 ∈ D(f), то iснує ε > 0 таке, що для до-
вiльного околу U точки x0 iснує xU ∈ U , для
якого виконується, що |f(xU) − f(x0)| ≥ ε.
Далi з означення напiвнеперервностi фун-
кцiї f матимемо, що iснує окiл U0 точки x0,
що для довiльного x ∈ U0 матимемо, що
f(x) > f(x0)− ε.

Нехай U ⊆ U0 i виберемо xU ∈ U ⊆ U0.
Тодi виконується, що

f(xU)− f(x0) ≥ ε або f(xU)− f(x0) ≤ −ε,
а також

f(xU)− f(x0) > −ε.
В такому разi, f(xU)− f(x0) ≥ ε.

Оскiльки g – напiвнепервна знизу, то
iснує U1 ⊆ U0, що для довiльного x ∈ U1

матимемо, що g(x) > g(x0)− ε/2. Крiм того,
U ⊆ U1, тому f(xU) + g(xU) > f(x0) + ε +
g(x0) − ε/2. Тодi для кожного U ⊆ U1 iснує
точка xU ∈ U така, що h(xU) > h(x0) + ε/2.
Отже, x0 ∈ D(h).

Лема 6.3. Нехай X – топологiчний про-
стiр, fn : X → R – напiвнепервнi знизу

функцiї, такi, що ряд f =
∞∑

n=1

fn рiвномiр-

но збiжний. Тодi D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn).

Доведення. Нехай x0 /∈
∞⋃

n=1

D(fn). Тодi

fn буде неперервною в точцi x0 для довiль-
ного n, а тому i

∑∞
n=1 fn неперервна в цiй

точцi. Звiдси матимемо, що x0 /∈ D(
∞∑

n=1

fn).

Тому D(f) ⊆
∞⋃

n=1

D(fn).

Якщо x0 ∈
⋃∞

n=1 D(fn), то iснує такий но-
мер n, що x0 ∈ D(fn). Нехай g =

∑
k 6=n fk.

Функцiї fn i g - напiвнеперервнi знизу, то-
дi, користуючись лемою 7.1, матимемо, що
x0 ∈ D(fn) ⊆ D(fn) ∪ D(g) = D(fn + g) =

D(f). Тому
∞⋃

n=1

D(fn) ⊆ D(f).

Наступна теорема є основним результа-
том нашої роботи.

Теорема 6.4. Нехай X – еберлейновий
простiр i E – сепарабельна Fσ-множина
першої категорiї в X. Тодi iснує квазiне-
перервна функцiя f : X → R така, що
D(f) = E.

Доведення. Оскiльки E є Fσ-множиною

першої категорiї, то E =
∞⋃

n=1

F ′
n =

∞⋃
n=1

E ′
n,

де F ′
n – деякi замкненi множини, а E ′

n нiде
не щiльнi. Для кожного n визначимо Fn =( n⋃

k=1

F ′
k

) ⋂(⋃n
k=1 E ′

k

)
. Множина

n⋃
k=1

F ′
k є за-

мкненою як скiнченне об’єднання замкне-

них множин, i
n⋃

k=1

E ′
k – замкнена нiде не

щiльна множина для кожного n. Тодi мати-

мемо, що E =
∞⋃

n=1

Fn. За побудовою послi-

довнiсть множин Fn зростає. Тодi поклавши
E1 = F1 i En = Fn \ Fn−1 для n > 1, матиме-
мо, що Em ∩ En = ∅ при m < n.

Оскiльки в еберлейновому просторi пiд-
множина сепарабельної множини знову буде
сепарабельною, то множини En будуть се-
парабельними. Отже, за теоремою 4.1 вони
є парно досяжними. Тепер побудуємо мно-
жини Gn користуючись теоремою 6.1. Вико-
риставши теорему 5.1 для множин F = En

i G = Gn для довiльного номера n побу-
дуємо таку функцїю fn : X → [0, 1], для
якої D(f) = En i suppfn ⊆ Gn. Оскiльки

| 1
2n fn(x)| ≤ 1

2n , то ряд
∞∑

n=1

1
2n fn(x) рiвномiр-

но збiжний. Тому за вибором множин Gn

матимемо, що функцiя f(x) =
∞∑

n=1

1
2n fn(x)

квазiнеперервна. Крiм того, оскiльки En =

En ⊆ Fn, то
∞⋃

n=1

=
∞⋃

n=1

En =
∞⋃

n=1

Fn = E. То-

му, скориставшись лемою 6.3 одержимо, що
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D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn) =
∞⋃

n=1

En = E.

7. Приклад не спадково нормально-
го компакту Еберлейна. Нехай T – незлi-
ченний дискретний простiр i X = αT – його
компактифiкацiя Александрова. Тобто, око-
лами точки x 6= ∞ є усi множини U ⊆ X,
якi мiстять x, а околом точки x = ∞ є будь-
яка множина U ⊆ X, що мiстить ∞ i така,
що X \U – скiнченна. Легко перевiрити, що
X – компакт Еберлейна, адже вiдображен-
ня ϕ : X → cp

0(T ), визначене за правилом
ϕ(∞) = 0, ϕ(t) = χ{t}, здiйснює гомеомор-
фне вкладення простору X в c0(T ). Нехай
Y = [0, 1]. Тодi простiр P = X × Y також
буде компактом Еберлейна.

Покажемо, що P не спадково нормаль-
ний простiр. Досить показати, що простiр
P ′ = P \ {(0,∞)} не є нормальним. Для
цього виберемо множини A = T × {0} i
B = {∞} × (0, 1]. Множини A i B замкне-
нi в P ′ i, крiм того, A ∩B = ∅. Припустимо,
що iснують вiдкритi в P ′ множини U та V
такi, що A ⊆ U , B ⊆ V i U ∩ V = ∅. Для
довiльного t ∈ T матимемо, що (t, 0) ∈ A ⊆
U , а значить, U є околом точки (t, 0). То-
дi iснує εt > 0 таке, що {t} × [0, εt) ⊆ U .
Нехай Tn = {t ∈ T : εt > 1/n}. Множи-
на T =

⋃∞
n=1 Tn незлiченна. Тодi iснує номер

n такий, що множина Tn незлiченна. Зро-
зумiло, що E = {(t, 1

n
) : t ∈ Tn} ⊆ U . То-

дi точка (∞, 1/n) ∈ E ⊆ U i, крiм того,
(∞, 1/n) ∈ B ⊆ V . Звiдси отримуємо, що
U ∩ V 6= ∅. Отже, U ∩ V 6= ∅, а це супере-
чить вибору множин U та V . Тому простiр
P ′ не є нормальним, а, отже, P не є спадково
нормальним простором.
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