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ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÍß ÒÅÎÐÅÌÈ ÂÀËIÐÎÍÀ ÏÐÎ ÍÀËÅÆÍIÑÒÜ
ÊÀÍÎÍI×ÍÈÕ ÄÎÁÓÒÊIÂ ÄÎ ÊËÀÑÓ ÇÁIÆÍÎÑÒI

Ó òåðìiíàõ òåéëîðîâèõ êîåôiöicíòiâ i ðîçïîäiëó íóëiâ îïèñàíî êëàñ êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ
f ðîäó p ∈ Z+, îçíà÷åíèé çáiæíiñòþ iíòåãðàëó

∞∫
r0

ln Mf (r)

rω(r)+1 dr, äå ω � äîäàòíà íà (−∞, +∞)

ôóíêöiÿ òàêà, ùî p < %1 ≤ ω(r) ≤ %2 < p + 1 i rω′(r) ln r → 0, r0 ≤ r → +∞.

In terms of the Taylor coe�cients and the zeros distribution a class of canonical products f

of genus p ∈ Z+ de�ned by the convergence of the integral
∞∫
r0

ln Mf (r)

rω(r)+1 dr is described, where ω is a

positive on (−∞, +∞) function such that p < %1 ≤ ω(r) ≤ %2 < p + 1 and rω′(r) ln r → 0, r0 ≤
r → +∞.

1.Âñòóï. Äëÿ öiëî�� ôóíêöi�� f ç íóëÿ-
ìè zk 6= 0 ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Mf (r) =

max{|f(z)| : |z| = r}, % = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)

ln r
�

ïîðÿäîê ôóíêöi�� f , τ = lim
r→+∞

ln Mf (r)

r% � ���� òèï.
Çâ'ÿçîê ìiæ çðîñòàííÿì Mf (r), ðîçïîäiëîì
íóëiâ zk òà ñïàäàííÿì êîåôiöicíòiâ an â òåð-
ìiíàõ ïîðÿäêó i òèïó äîáðå âiäîìèé (äèâ.,
íàïðèêëàä, [1]). Ó âèïàäêó, êîëè τ = 0,
Æ. Âàëiðîí [2] óâiâ êëàñ çáiæíîñòi, ÿêèé

âèçíà÷àcòüñÿ óìîâîþ
∞∫

1

ln Mf (r)

r%+1
dr < +∞,

i ïîêàçàâ, ùî ÿêùî ôóíêöiÿ (1) íàëåæèòü
äî êëàñó çáiæíîñòi, òî

∑+∞
n=1 |an|%/n < +∞ i

∞∑
k=1

|zk|−% < +∞. ßêùî |an/an+1| ↗ +∞, òî

óìîâà
∞∑

n=1

|an|%/n < +∞ c äîñòàòíüîþ [3] äëÿ
íàëåæíîñòi f äî êëàñó çáiæíîñòi, à ÿêùî %

� íåöiëå ÷èñëî, òî i óìîâà
∞∑

k=1

|zk|−% < +∞
c äîñòàòíüîþ [4] äëÿ íàëåæíîñòi f äî êëà-
ñó çáiæíîñòi (çàóâàæèìî, ùî ïðè íåöiëîìó
% çà òåîðåìîþ Àäàìàðà ïðî çîáðàæåííÿ öi-
ëî�� ôóíêöi�� çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïèòàííÿ
íàëåæíîñòi äî êëàñó çáiæíîñòi êàíîíi÷íèõ
äîáóòêiâ). Îòæå, íåõàé p ∈ Z+,

∞∑
k=1

1
|zk|p =

+∞ i
∞∑

k=1

1
|zk|p+1 < +∞, à

f(z) =
∞∏

n=1

E

(
z

zn

, p

)
=

∞∑
n=0

anz
n (a0 = 1)

(1)
� êàíîíi÷íèé äîáóòîê ðîäó p, äå E(z, p)
� ïåðâèííèé ìíîæíèê Âåécðøòðàñà. Ó âè-
ïàäêó, êîëè p = 0, çâ'ÿçîê ìiæ çðîñòàí-
íÿì ln Mf (r), ñïàäàííÿì êîåôiöicíòiâ an òà
ðîçïîäiëîì íóëiâ zn â òåðìiíàõ êëàñó çáiæ-
íîñòi, ÿêèé âèçíà÷åíèé çáiæíiñòþ iíòåãðà-
ëó

∞∫
r0

ln Mf (r)

l(r)
dr, äå l � äîäàòíà íåïåðåðâ-

íà íåñïàäíà íà [r0, +∞) ôóíêöiÿ òàêà, ùî
l(r)/r ↗ +∞ (r → +∞), âèâ÷åíî â [5]. Òóò
ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äîâiëüíîãî p, à êëàñ
çáiæíîñòi îçíà÷èìî óìîâîþ

∞∫

r0

ln Mf (r)

rω(r)+1
dr < +∞, (2)

äå ω � ïåâíà äîäàòíà ôóíêöiÿ. Äëÿ ω(r) ≡
% çâiäñè îòðèìócìî îçíà÷åííÿ âàëiðîíîâîãî
êëàñó çáiæíîñòi.

Íàøîþ ìåòîþ c äîâåäåííÿ äâîõ òàêèõ òå-
îðåì.

Òåîðåìà 1. Íåõàé íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâàíà íà [r0, +∞) ôóíêöiÿ ω òàêà, ùî
p < %1 ≤ ω(r) ≤ %2 < p + 1 i rω′(r) ln r →

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2004. Âèïóñê 191�192. Ìàòåìàòèêà. 33



0, r0 ≤ r → +∞. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá
äëÿ ôóíêöi�� (1) ñïðàâäæóâàëàñü óìîâà (2),
íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè |an/an+1| ↗
+∞ (n →∞), i äîñèòü, ùîá

∞∑
n=n0

(
n
√
|an|

)ω
(
1/ n
√
|an|

)

< +∞. (3)

Òåîðåìà 2 Íåõàé ôóíêöiÿ ω òàêà, ÿê ó
òåîðåìi 1. Òîäi äëÿ òîãî, ùîá äëÿ ôóíêöi��
(1) ñïðàâäæóâàëàñü óìîâà (2), íåîáõiäíî i
äîñèòü, ùîá

∞∑
n=n0

1

|zn|ω(|zn|) < +∞. (4)

2. Äîâåäåííÿ òåîðåì. Áóäåìî âèêîðèñòî-
âóâàòè òàêó ëåìó ç [5].

Ëåìà. Íåõàé 0 = λ0 < λn ↑ +∞ (n →
∞), ðÿä Äiðiõëå

F (s) =
∞∑
n0

an exp{sλn}, s = σ + it, (5)

c öiëèì i µ(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} : n ≥
0} � éîãî ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí. Ïðèïóñòèìî,
ùî äîäàòíà íåïåðåðâíà íà [σ0, +∞) ôóíêöiÿ
β òàêà, ùî

∞∫
σ0

σdσ
β(σ)

< +∞. Òîäi ðiâíîñèëüíè-

ìè c íàñòóïíi òðè òâåðäæåííÿ:
a)

∞∫
σ0

ln µ(σ,F )
β(σ)

dσ < +∞;

á)
∞∑

n=n0

(λn − λn−1)B
(

1
λn

ln 1
a0

n

)
< +∞;

â)
∞∑

n=n0

(λn − λn−1)B(χ0
n−1) < +∞,

äå B(x) =
∞∫
x

σ−x
β(σ)

dσ, a0
n � êîåôiöicíòè

ìàæîðàíòè Íüþòîíà ðÿäó Äiðiõëå (5), à
χ0

n = (ln a0
n − ln a0

n+1)/(λn+1 − λn).
Äîâåäåìî òåîðåìó 1. Äëÿ öüîãî â ðÿ-

äi (1) çðîáèìî çàìiíó z = es. Îòðèìàcìî
ðÿä (2) ç λn = n, äëÿ ÿêîãî µ(ln r, F ) =
µf (r), äå µf (r) = max{|an|rn : n ≥ 0}
� ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (1). Çà òåîðå-
ìîþ Áîðåëÿ ln Mf (r) ∼ ln µf (r) ïðè r →
+∞. Òîìó (2) âèêîíócòüñÿ òîäi i òiëüêè

òîäi, êîëè
∞∫
r0

ln µf (r)

rω(r)+1 dr < +∞, òîáòî, êîëè
∞∫
σ0

ln µ(σ,F )
exp{σω(eσ)}dσ < +∞. Çà ëåìîþ îñòàííc

ñïiââiäíîøåííÿ ñïðàâäæócòüñÿ òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè âèêîíócòüñÿ óìîâà á) ç λn = n i
B(x) =

∞∫
x

σ−x
exp{σω(eσ)}dσ. Àëå, çàâäÿêè óìîâàì

òåîðåìè 1, íàêëàäåíèì íà ôóíêöiþ ω,

B(x) =

∞∫

x

(σ − x)d(− exp{−σω(eσ)}
ω(eσ) + σω(eσ)eσ

dσ ³

³
∞∫

x

(σ − x)d(− exp{−σω(eσ)} =

=

∞∫

x

exp{−σω(eσ)}dσ ∼ exp{−xω(ex)}
ω(ex)

³

³ exp{−xω(ex)}, x → +∞. (6)

Òîìó (2) âèêîíócòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè

∞∑
n=n0

exp
{
− 1

n
ln 1

a0
n
ω

(
exp

{
− 1

n
ln 1

a0
n

})}
<

+∞, äå a0
n � êîåôiöicíòè ìàæîðàíòè Íüþ-

òîíà ðÿäó (1). Îñêiëüêè |an| ≤ a0
n äëÿ êîæ-

íîãî ðÿäó (1) i |an| = a0
n ó âèïàäêó, êîëè

|an/an+1| ↗ +∞ (n → +∞), òî ç îãëÿäó íà
çðîñòàííÿ ôóíêöi�� exp{σω(eσ)} çâiäñè ëåãêî
îòðèìócìî ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè 1.

Äîâåäåìî òåïåð òåîðåìó 2. Íåõàé n(t) =∑
|zn|≤t

1 � ëi÷èëüíà ôóíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi (zn)

i N(r) =
r∫
0

n(t)d ln t � íåâàíëiííîâà ëi÷èëü-
íà ôóíêöiÿ. Òîäi [5] N(r) = ln µ(ln r, F ∗),
äå F ∗(s) =

∞∑
n=1

(
n∏

k=1

1
|zk|

)
esn � öiëèé ðÿä

Äiðiõëå. Îñêiëüêè äëÿ öüîãî ðÿäó χ0
n =

ln |zn+1| ↗ +∞, n → ∞, òî çà ëåìîþ äëÿ
òîãî, ùîá

∞∫
σ0

ln µ(σ,F ∗)
β(σ)

dσ < +∞, íåîáõiäíî

i äîñèòü, ùîá
∞∑

n=n0

B(ln |zn|) < +∞. Çâiä-

ñè ç β(σ) = exp{σω(eσ)} ç îãëÿäó íà (6)
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âèïëèâàc: äëÿ òîãî, ùîá
∞∫

r0

N(r)

rω(r)+1
dr < +∞, (7)

íåîáõiäíî i äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëîñü ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (4).

Îòæå, çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ñïiââiä-
íîøåííÿ (2) i (7) ðiâíîñèëüíi.

Ç íåðiâíîñòi Écíñåíà N(r) ≤ ln Mf (r) áà-
÷èìî, ùî ç (2) âèïëèâàc (7).

Ç iíøîãî áîêó [1, c. 22], ln Mf (r) ≤
kpr

p

(
r∫
0

n(t)
tp+1 dt + r

∞∫
r

n(t)
tp+2 dt

)
, äå kp � äîäàòíà

ñòàëà, çàëåæíà òiëüêè âiä p. Çâiäñè

ln Mf (r) ≤ kpr
p




r∫

0

dN(t)

tp
+ r

∞∫

r

dN(t)

tp+1


 =

= kpr
p


p

r∫

0

N(t)

tp+1
dt + (p + 1)r

∞∫

r

N(t)

tp+2
dt


 ,

∞∫

r0

ln Mf (r)

rω(r)+1
dr ≤ pkp

∞∫

r0

dr

rω(r)+1−p

r∫

0

N(t)

tp+1
dt+

+(p + 1)kp

∞∫

r0

dr

rω(r)−p

∞∫

r

N(t)

tp+2
dt. (8)

Àëå ∞∫

r0

dr

rω(r)+1−p

r∫

0

N(t)

tp+1
dt =

=

∞∫

r0

d(−rp−ω(r))

ω(r)− p− rω′(r) ln r

r∫

0

N(t)

tp+1
dt

i, îñêiëüêè ω(r) − p − rω′(r) ln r ≥ %1 − p +
o(1), r → +∞, à
∞∫

r0

r∫

0

N(t)

tp+1
dtd(−rp−ω(r)) ≤ K +

∞∫

r0

N(r)

rω(r)+1
dr,

K = const > 0,

òî ïåðøèé iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi (8) c
çáiæíèì.

Ïîäiáíî, çáiæíiñòü äðóãîãî iíòåãðàëà ó
ïðàâié ÷àñòèíi (8) çâîäèòüñÿ äî çáiæ-
íîñòi iíòåãðàëà

∞∫
r0

∞∫
r

N(t)
tp+2 dtd(rp+1−ω(r)) =

rp+1−ω(r)
∞∫
r

N(t)
tp+2 dt

∣∣∣
∞

r0

+
∞∫
r0

N(r)

rω(r)+1 dr, i äëÿ çàâåð-
øåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 äîñèòü ïîêàçà-
òè, ùî

rp+1−ω(r)

∞∫

r

N(t)

tp+2
dt → 0, r → +∞. (9)

Àëå ç óìîâè (7) äëÿ áóäü-ÿêîãî c > 0
i âñiõ äîñèòü âåëèêèõ r, âèêîðèñòîâóþ-
÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ìàcìî

∞∫
r

N(t)

tω(r)+1 dt ≥

N(r)
∞∫
r

dt
tω(r)+1 ∼ N(r)

ω(r)rω(r) , r → +∞, òîá-

òî N(r) = o(rω(r)), r → +∞. Òîìó, ùå
ðàç âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, ëåã-
êî îòðèìócìî ñïiââiäíîøåííÿ (8). Òåîðåìó 2
äîâåäåíî.

3. Çàóâàæåííÿ. Òåîðåìà 1 ïðàâèëüíà
äëÿ áóäü-ÿêî�� öiëî�� ôóíêöi�� (íå îáîâ'ÿçêîâî
çîáðàæåíî�� êàíîíi÷íèì äîáóòêîì), ïðè÷îìó
óìîâó p < %1 ≤ ω(r) ≤ %2 < p + 1 ìîæíà
çàìiíèòè óìîâîþ 0 < h ≤ ω(r) ≤ H < +∞.

Óìîâè òåîðåìè 2 çàäîâîëüíÿc, íàïðè-
êëàä, ôóíêöiÿ ω(r) = 1

2
(%2 + %1 + (%2 −

%1) sin ln ln ln r).
Àâòîðè âèñëîâëþþòü ùèðó ïîäÿêó

Ì.Ì.Øåðåìåòi çà ïîñòàíîâêó çàäà÷i òà
îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
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