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Ó ðîáîòi äîñëiäæócòüñÿ ïèòàííÿ ñòiéêîñòi òà íåñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó
òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì ñòîõàñòè÷íèõ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ïóàñ-
ñîíiâñüêèìè çáóðåííÿìè i íåñêií÷åííîþ ïiñëÿäicþ â êðèòè÷íîìó âèïàäêó.

The problem of stability and destability in the mean square of the trivial solution of the
stochastic functional di�erential equations systems with Poisson switchings and in�nite aftere�ect
is investigated in the critical case.

Ïèòàííÿ ñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðà-
òè÷íîìó òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì ñòî-
õàñòè÷íèõ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ïóàññîíiâñüêèìè çáóðåííÿìè ó
âèïàäêó ñêií÷åííî�� ïiñëÿäi�� ðîçãëÿäàëèñÿ
â áàãàòüîõ ïðàöÿõ, çîêðåìà â [2�4, 6, 8].
Àíàëîãi÷íi äîñëiäæåííÿ äëÿ âèïàäêó íå-
ñêií÷åííî�� ïiñëÿäi�� áóëè ïðîâåäåíi â ïðà-
öi [11] äëÿ äåòåðìiíîâàíèõ ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì. Äåÿêi àñïåêòè òå-
îði�� ñòiéêîñòi ñòîõàñòè÷íèõ ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ ñèñòåì iç íåñêií÷åííîþ
ïiñëÿäicþ ðîçãëÿäàëèñÿ â [7, 9, 10, 12�14].
Ó äàíié ñòàòòi äîñëiäæócòüñÿ ïèòàííÿ ñòié-
êîñòi òà íåñòiéêîñòi â ñåðåäíüîìó êâàäðà-
òè÷íîìó òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåì ñòî-
õàñòè÷íèõ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü iç ïóàññîíiâñüêèìè çáóðåííÿìè òà
íåñêií÷åííîþ ïiñëÿäicþ â êðèòè÷íîìó âè-
ïàäêó. Ïîäiáíi ðiâíÿííÿ ó âèïàäêó ñêií÷åí-
íî�� ïiñëÿäi�� ðîçãëÿäàëèñü ó [8].

Íåõàé (Ω, F,P) � éìîâiðíiñíèé ïðîñòið,
{Ft, t ≥ 0} � ïîòiê σ-àëãåáð, Ft ⊂
F ; Rn � n-âèìiðíèé åâêëiäiâ ïðîñòið;
Dn ≡ D([−∞, 0],Rn) � ïðîñòið îáìåæå-
íèõ êóñêîâî-íåïåðåðâíèõ íà [−∞, 0] ôóíê-
öié {ϕ(s), s ∈ [−∞, 0]}, çi çíà÷åííÿìè â Rn,
íåïåðåðâíèõ ñïðàâà ïðè s < 0, ÿêi ìàþòü
ëiâîñòîðîííi ãðàíèöi ïðè s = 0, ç íîðìîþ

‖ϕ‖0 = sup
−∞≤s≤0

|ϕ(s)|;

N1 � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ íà [0,∞) äåòåð-
ìiíîâàíèõ äiéñíèõ ôóíêöié {α(t)} ⊂ R1 òà-
êèõ, ùî

∞∫

0

‖2α(t) + α2(t)‖dt < ∞;

N2 � ìíîæèíà íåïåðåðâíèõ íà [0,∞) äî-
äàòíèõ ñêàëÿðíèõ ôóíêöié {β(t) ≥ 0}, äëÿ
ÿêèõ ∞∫

0

(2β(t) + β2(t))dt < ∞;

{xt ≡ x(t + θ),−∞ < θ ≤ 0} ∈ Dn, {x(t)} ⊂
Rn.

Ðîçãëÿíåìî ñòîõàñòè÷íó äèíàìi÷íó ñè-
ñòåìó Iòî-Ñêîðîõîäà ç ïiñëÿäicþ âèãëÿäó

dx(t) = a(xt)dt + [I + B1(t)]dW (t)b(xt)+

+

∫

U

[I + B2(t)]g(xt, u)ν̃(dt, du) (1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

x(t) = ϕ(t), t ∈ [−∞, 0], (2)

äå ϕ(s) ∈ Dn, a : Dn → Rn, b : Dn → Rn,
g : Dn × U → Rn � ëiíiéíi íåïåðåðâíi
ôóíêöiîíàëè, U ⊂ Rn, I = diag {1, 1, ..., 1},
Bi(t) = diag {bi1(t), ..., bin(t)},

bij(t) ∈ N1 ∪N2; i = 1, 2; j = 1, n;
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ìàòðèöÿ W (t) = {wlj(t)}, l, j = 1, n,
ñêëàäàcòüñÿ ç îäíîðiäíèõ ïîïàðíî íåçàëåæ-
íèõ âiíåðiâñüêèõ ïðîöåñiâ [2]; ν̃(t, A) � öåí-
òðîâàíà ïóàññîíiâñüêà ìiðà ç ïàðàìåòðîì
tΠ(A) [4], ïðè öüîìó {wlj(t)} i ν̃(t, A) ïîïàð-
íî íåçàëåæíi.

Äëÿ çàäà÷i (1), (2) iñíóc cäèíèé ç òî÷íi-
ñòþ äî ñòîõàñòè÷íî�� åêâiâàëåíòíîñòi ðîçâ'ÿ-
çîê, ÿêèé ìàc ñêií÷åííèé ìîìåíò äðóãîãî
ïîðÿäêó íà [0, T ], T > 0 [3].

Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ
dy(t) = a(yt)dt, t ≥ 0, (3)

ïîçíà÷èìî ÷åðåç h(t); h(0) = I, h(s) ≡ 0 äëÿ
s ∈ (−∞, 0],

h(t) =
1

2πi

∫

Γ

eλtΛ−1(λ)dλ

äëÿ t > s > 0, äå Λ(λ) = λI − Ia(eλs), à
Γ � êîíòóð, ÿêèé îõîïëþc âñi íóëi ôóíêöi��
det Λ(λ) = 0 [6].

Òåîðåìà. Íåõàé
1) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3)

åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé;
2) ìàòðèöÿ

Q ≡ 1

π

∞∫

0

[
(Λ−1(it))

©2
+ (b(eits))

©2
+ +

+

∫

U

(Λ−1(it))
©2
+ (g(eits, u))

©2
+

du

|u|n+1

]
dt

ìàc êîðiíü Ïåððîíà, ÿêèé äîðiâíþc îäèíèöi
(r(Q) = 1).

Òîäi:
I) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1),

(2) ñòiéêèé ó ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íî-
ìó, ÿêùî åëåìåíòè ìàòðèöi Bmax(t) =
max{Bi(t)} íàëåæàòü äî N1 i ìîíîòîííî
ñïàäàþòü;

II) {x(t)} ≡ 0 íåñòiéêèé â ñåðåäíüî-
ìó êâàäðàòè÷íîìó, ÿêùî åëåìåíòè ìàòðè-
öi Bmin(t) = min{Bi(t)} íàëåæàòü äî N2 i
ìîíòîííî çðîñòàþòü.

Çàóâàæåííÿ. ©2 îçíà÷àc, ùî êîæåí åëå-
ìåíò ìàòðèöi àáî âåêòîðà ïiäíåñåíèé äî êâà-
äðàòó; "+� åëåìåíòè ìàòðèöi áåðóòüñÿ çà

ìîäóëåì. Ïiä max{Bi(t)} ðîçóìicìî íèæíþ
ìåæó ìàòðèöü-ôóíêöié B(t) òàêèõ, ùî

Bi(t) ≤ B(t), i = 1, 2, ∀ t ≥ 0;

min{Bi(t)} � âåðõíÿ ìåæà ìàòðèöü-ôóíêöié
B(t), äëÿ ÿêèõ B(t) ≤ Bi(t) äëÿ äîâiëüíîãî
t ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. I) Äîâåäåìî ñòiéêiñòü ó
ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó òðèâiàëüíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1), (2) ó âèïàäêó r(Q) = 1.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿ-
çîê ðiâíÿííÿ (3), ìîæíà âiä çàäà÷i (1), (2)
ïåðåéòè äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ [8]

x(t) = y(t)+

t∫

0

h(t−τ)[I+B1(τ)]dW (τ)b(xτ )+

+

t∫

0

∫

U

h(t− τ)[I + B2(τ)]g(xτ , u)ν̃(dτ, du),

t ≥ 0, (4)

äå y(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (3), ÿêèé
çàäîâîëüíÿc óìîâó (2).

Çàñòîñîâóþ÷è äî îáîõ ÷àñòèí ðiâíÿíü
(4) âiäïîâiäíî îïåðàòîðè [I + B1(t)]b(·) i
[I + B2(t)]g(·, u), ïiäíîñÿ÷è îáèäâi ÷àñòèíè
îäåðæàíèõ ðiâíÿíü äî êâàäðàòó, iíòåãðóþ-
÷è äðóãå ðiâíÿííÿ çà u ∈ U ç âàãîâîþ
ôóíêöicþ 1

|u|n+1
, îá÷èñëþþ÷è ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ E (·) i äîäàþ÷è îäåðæàíi ðiâíî-
ñòi, îòðèìàcìî

m(t) = f(t) +

t∫

0

[
(I + B1(t))b

©2 (ht−τ )+

+(I + B2(t))

∫

U

g©2 (ht−τ , u)
du

|u|n+1

]
m(τ)dτ,

t ≥ 0, (5)

äå
m(t) = (I + B1(t))

©2 µb(t)+

+(I + B2(t))
©2

∫

U

µg(t, u)
du

|u|n+1
,
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f(t) = (I + B1(t))
©2 b©2 (yt)+

+(I + B2(t))
©2

∫

U

g©2 (yt, u)
du

|u|n+1
,

µb(t) = E{b©2 (xt)}, µg(t, u) = E{g©2 (xt, u)}.
Íåõàé Bi(t) ∈ N1, i = 1, 2, é åëåìåíòè

äàíèõ ìàòðèöü ìîíîòîííî ñïàäàþòü. Äîâå-
äåìî ñïî÷àòêó îáìåæåíiñòü m(t). Äëÿ öüîãî
ïîêàæåìî îáìåæåíiñòü m̃(t) ÿê ðîçâ'ÿçêó ñè-
ñòåìè

m̃(t) = f(t)+

+

t∫

0

[I + Bmax(t)]
©2 k(t− s)m̃(s)ds, (6)

äå

k(t) = b©2 (ht) +

∫

U

g©2 (ht, u)
du

|u|n+1
.

Ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (5), (6) ïîâ'ÿçàíi íåðiâ-
íiñòþ m(t) ≤ m̃(t), à {f(t)} i {k(t)} çàäî-
âîëüíÿþòü çãiäíî ç óìîâîþ 1) òåîðåìè íå-
ðiâíiñòü

‖f(t)‖+ ‖k(t)‖ ≤ N exp(−εt), ∀ t ≥ 0, (7)

äå N > 0, ε > 0.
Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìå ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà [5] i ïîâåðòàþ÷èñü äî îðèãiíàëó,
ðiâíÿííÿ (6) ìîæíà çàïèñàòè â òàêîìó
âèãëÿäi

m̃(t) = f(t) +

t∫

0

H(t− τ)f(τ)dτ+

+

t∫

0

H(t− τ)B∗(τ)m̃(τ)dτ, (8)

äå

B∗(τ) = diag{2bmax,1(τ) + b2
max,1(τ), ...,

2bmax,n(τ) + b2
max,n(τ)},

H(t) = k(t) +

t∫

0

k(t− τ)k(τ)dτ+

+

t∫

0

τ∫

0

k(t− τ)k(τ − τ1)dτdτ1 + ...

Ç óìîâè 2) òåîðåìè îäåðæócìî, ùî

H(t) = A + ∆(t),

äå A � ìàòðèöÿ ðîçìiðíîñòi n×n ç äîäàòíè-
ìè åëåìåíòàìè, à åëåìåíòè {δij(t)} ìàòðèöi
{∆(t)} � íåïåðåðâíi ôóíêöi�� íà [0,∞) òàêi,
ùî

lim
t→∞

δij(t) = 0, i, j = 1, n. (9)

Ç óðàõóâàííÿì (9) îäåðæèìî, ùî

m̃(t) ≤ M + L

t∫

0

‖B∗(τ)‖m̃(τ)dτ, ∀ t ≥ 0,

äå

M = sup
t≥0

t∫

0

H(t− τ)f(τ)dτ, L = sup
t≥0

H(t).

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà
[1], ìîæíà çàïèñàòè íåðiâíiñòü

m̃(t) ≤ M exp

{
L

t∫

0

‖B∗(τ)‖dτ

}
, ∀ t ≥ 0.

ßêùî Bi(t) ∈ N1, i = 1, 2, òîäi
∞∫

0

‖B∗(τ)‖dτ < ∞

i, îòæå, sup
t≥0

‖m̃(t)‖ < ∞, à çíà÷èòü i
sup
t≥0

‖m(t)‖ < ∞.
Ç (4) ìîæíà îäåðæàòè ñïiââiäíîøåííÿ

äëÿ äðóãèõ ìîìåíòiâ ðîçâ'ÿçêó âèõiäíîãî
ðiâíÿííÿ (1), (2)

µ(t) = y©2 (t)+

+

t∫

0

h©2 (t− τ)[I + B∗(τ)]m(τ)dτ, (10)

äå t ≥ 0, µ(t) = E{x©2 (t)}.
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Çãiäíî ç óìîâîþ 1) òåîðåìè îäåðæócìî
íåðiâíiñòü

‖y©2 (t)‖+ ‖h©2 (t)‖ ≤ R exp{−βt}, ∀ t ≥ 0,

R > 0 i β > 0.
Âðàõîâóþ÷è, ùî sup

t≥0
‖m(t)‖ < ∞

i
∞∫

0

‖B∗(τ)‖dτ < ∞, îäåðæèìî, ùî

sup
t≥0

‖µ(t)‖ < ∞.
Öå äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè,

îñêiëüêè ïî÷àòêîâi ôóíêöi�� ϕ(s) ∈ K
c äîâiëüíèìè, à ñòiéêiñòü ó ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó ëiíiéíèõ ñèñòåì
åêâiâàëåíòíà îáìåæåíîñòi â ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó êîæíîãî ðîçâ'ÿçêó [7].

II) Äîâåäåìî íåñòiéêiñòü ó ñåðåäíüîìó
êâàäðàòè÷íîìó òðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çà-
äà÷i (1), (2) ó êðèòè÷íîìó âèïàäêó r(Q) = 1.

Ïîêëàäåìî Bi(t) ∈ N2, i = 1, 2. Äëÿ ïî-
áóäîâè ðîçâ'ÿçêó y(t) ðiâíÿííÿ (3) âiçüìåìî
ôóíêöiþ ϕ(s) ∈ Dn òàêó, ùî

∞∫

0

f(t)dt > 0̄, (11)

äå f(t) = b©2 (θty) (ñïiââiäíîøåííÿ (11)
âèêîíócòüñÿ âíàñëiäîê óìîâè 2)).

Äëÿ äîâåäåííÿ ìîæíà ðîçãëÿíóòè ðiâ-
íÿííÿ

≈
m(t) = f(t)+

+

t∫

0

[I + Bmin(t)]
©2 k(t− τ)

≈
m(τ)dτ, (12)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü
≈
m(t) ≤ m(t).

Ïîêàæåìî, ùî lim
t→∞

‖ ≈
m(t)‖ = ∞.

Çàóâàæèìî, ùî ðiâíÿííÿ (12) åêâiâàëåíò-
íå òàêîìó iíòåãðàëüíîìó ðiâíÿííþ

≈
m(t) = f(t) +

t∫

0

H(t− τ)f(τ)dτ+

+

t∫

0

H(t− τ)B∗(τ)
≈
m(τ)dτ, (13)

äå B∗(t) i H(t) âèçíà÷åíi âèùå.
Âèõîäÿ÷è iç ñïiââiäíîøåíü (7), (9) i (11),

ìîæíà îäåðæàòè íåðiâíiñòü

lim
t→∞

t∫

0

H(t− τ)f(τ)dτ > 0̄,

òîìó

lim
t→∞

∥∥∥∥
t∫

0

H(t− τ)B∗(τ)×

×
[ τ∫

0

H(τ − τ1)f(τ1)dτ1

]
dτ

∥∥∥∥ = ∞. (14)

Ñïiââiäíîøåííÿ (14) âèïëèâàc ç
∞∫

0

‖B∗(τ)‖dτ = ∞.

Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî

≈
m(t) ≥

t∫

0

H(t− τ)f(τ)dτ+

+

t∫

0

H(t− τ)B∗(τ)

[ τ∫

0

H(τ − τ1)f(τ1)dτ1

]
dτ,

∀ t ≥ 0.

Îòæå, çãiäíî ç (13),

lim
t→∞

‖ ≈
m(t)‖ = ∞,

lim
t→∞

‖m(t)‖ = ∞. (15)

Ñïiââiäíîøåííÿ (10) i (15) ïðèâîäÿòü äî
lim
t→∞

‖µ(t)‖ = ∞, ùî é äîâîäèòü òåîðåìó.
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