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ÂIÄÒÂÎÐÞÂÀÍIÑÒÜ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ Ó ÁÀÍÀÕÎÂÈÕ ÏÐÎÑÒÎÐÀÕ
Ïðîïîíó¹òüñÿ íîâèé ìåòîä äîâåäåííÿ ðÿäó âiäîìèõ òåîðåì ïðî âëàñòèâîñòi äåÿêèõ êëà-

ñè÷íèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ. Ìåòîä ãðóíòó¹òüñÿ íà çàñòîñóâàííi åëåìåíòàðíî¨ ëåìè (ëåìè 1),
ÿêà äîçâîëÿ¹ çíà÷íî åêîíîìèòè áiëüøiñòü äîâåäåíü, âiäîìèõ ðàíiøå. Îäåðæàíi òàêîæ óçàãàëü-
íåííÿ òåîðåìè I.Ëiíäåíøòðàóñà, À.Îëåâñüêîãî òà À.Ïåë÷èíüñüêîãî ïðî òî÷íó âiäòâîðþâàí-
íiñòü ñèñòåìè Ãààðà òà òåîðåìè Äæ.Áóðãåéíà òà Ã.Ðîçåíòàëÿ ïðî âiäñóòíiñòü çíàêîâêëàäåíü
ïðîñòîðó L1 â c0.

We present a new method to prove a number of the well-known theorems on properties of
some classical Banach spaces. It is based on an elementary lemma (Lemma 1) which makes the
most of the known proofs more short. Besides, we prove generalizations of the J.Lindenstrauss,
A.M.Olevskii and A.PeÃlczy�nski theorem on precise reproducibility of the Haar system and the
J.Bourgain and H.Rosenthal theorem on the non-existence of sign-embeddings of the space L1 into
c0.

1. Ïîïåðåäíi âiäîìîñòi.Ìè âèêîðèñòî-
âó¹ìî ñòàíäàðòíi ïîíÿòòÿ òà ïîçíà÷åííÿ ç
òåîði¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (äèâ. [5,6]).

Íåîäíîðàçîâî ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâà-
òè ëåìó ïðî áëèçüêi áàçèñè [5, c.5] (äàëi {xn}
îçíà÷à¹ {xn}∞n=1).

Ëåìà 0. Íåõàé {xn} � íîðìàëiçîâàíèé
(òîáòî ‖xn‖ = 1) áàçèñ (Øàóäåðà) â áàíàõî-
âîìó ïðîñòîði X ç áàçèñíîþ êîíñòàíòîþ
K. Íåõàé {yn} � ïîñëiäîâíiñòü âåêòîðiâ ç
X, äëÿ ÿêî¨

∞∑
n=1

‖xn − yn‖ <
1

2K
.

Òîäi {yn} � òàêîæ áàçèñ, åêâiâàëåíòíèé áà-
çèñó {xn} (ÿêùî {xn} � áàçèñíà ïîñëiäîâ-
íiñòü, òîáòî áàçèñ ó çàìèêàííi ñâî¹¨ ëiíié-
íî¨ îáîëîíêè, òî {yn} � òàêîæ áàçèñíà ïî-
ñëiäîâíiñòü, åêâiâàëåíòíà {xn}).

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî ñòàí-
äàðòíèé áàçèñ ó ïðîñòîði c0 àáî lp ç
1 ≤ p < ∞ (òîáòî áàçèñ

en =< 0, . . . , 0,︸ ︷︷ ︸
n−1

1, 0, . . . >,

n ≥ 1) åêâiâàëåíòíèé êîæíîìó êâàçiíîð-
ìàëiçîâàíîìó ñâî¹ìó áëîê-áàçèñó (ïîñëiäîâ-
íiñòü {xn} íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíîðìàëiçîâà-

íîþ, ÿêùî 0 < inf
n
‖xn‖ òà sup

n
‖xn‖ < ∞).

Áàçèñ ç òàêîþ âëàñòèâiñòþ íàçèâà¹òüñÿ äî-
ñêîíàëî îäíîðiäíèì. Äëÿ çðó÷íîñòi áàíà-
õiâ ïðîñòið, â ÿêîìó iñíó¹ äîñêîíàëî îäíîði-
äíèé áàçèñ, íàçâåìî òàêîæ äîñêîíàëî îäíî-
ðiäíèì. Ì.Öèïií [5, c.59; 11] äîâiâ, ùî êî-
æíèé äîñêîíàëî îäíîðiäíèé áàíàõiâ ïðîñòið
içîìîðôíèé îäíîìó ç ïðîñòîðiâ c0, lp, 1 ≤
p < ∞ (õî÷à öåé ôàêò ìè íå âèêîðèñòîâó¹-
ìî).

×åðåç L(X,Y ) ìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið
óñiõ ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äi-
þòü ç X â Y , à ÷åðåç [xi : i ∈ I] � çàìèêàííÿ
ëiíiéíî¨ îáîëîíêè ìíîæèíè {xi : i ∈ I}.

Çàïèñ {xn} ∼ {yn} îçíà÷à¹, ùî áàçèñè
{xn} òà {yn} åêâiâàëåíòíi.

Ñèñòåìîþ òèïó Ðàäåìàõåðà íà âèìiðíié
ìíîæèíi A ⊆ [0, 1] äîäàòíî¨ ìiðè áóäåìî íà-
çèâàòè äîâiëüíó ñèñòåìó âèìiðíèõ ôóíêöié
{rn(A)} ç âëàñòèâîñòÿìè

(i) (rn(A))2 = χA (õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ ìíîæèíè A);

(ii)
∫

rn(A)dµ = 0 òà
∫

rn(A)rm(A)dµ = 0
ïðè n 6= m.

Íåõàé X òà Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè ç êâàçi-
íîðìàëiçîâàíèìè áàçèñàìè {xn} òà {yn} âiä-
ïîâiäíî. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî áàçèñ {xn}
ìàæîðó¹òüñÿ áàçèñîì {yn} ({yn} ìàæîðó¹
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{xn}) òà çàïèñóâàòè: {xn} ≤ {yn}, ÿêùî
iñíó¹ T ∈ L(X,Y ) ç Txn = yn. Iíøèìè ñëî-
âàìè, {xn} ≤ {yn}, ÿêùî iç çáiæíîñòi ðÿäó∑

n

αnxn âèïëèâà¹ çáiæíiñòü ðÿäó
∑

n

αnyn.

Îòæå, óìîâà {xn} ∼ {yn} ðiâíîñèëüíà òîìó,
ùî {xn} ≤ {yn} ≤ {xn}.

2. Îñíîâíà ëåìà ïðî âiäòâîðþâàí-
íiñòü.

Ëåìà 1. Íåõàé T ∈ L(X,Y ), äëÿ ÿêîãî
dim ker T < ∞; {yn} � íîðìàëiçîâàíèé áàçèñ
â Y ; ε > 0 òà n0 � íàòóðàëüíå ÷èñëî.

à) Äëÿ êîæíîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî
ïiäïðîñòîðó X0 ⊆ X iñíóþòü x0 ∈ X0

(‖x0‖ = 1) òà y0 =

n1∑
i=n0+1

αiyi ïðè äå-

ÿêèõ n1 > n0 òà {αi}n1
i=n0+1 òàêi, ùî

‖Tx0 − y0‖ < ε.
á) Äëÿ êîæíî¨ ñëàáêî çáiæíî¨ äî íóëÿ

ïîñëiäîâíîñòi {xn} ⊆ X iñíóþòü xj ∈ {xn}
òà y0 =

n1∑
i=n0+1

αiyi ïðè äåÿêèõ n1 > n0 òà

{αi}n1
i=n0+1 òàêi, ùî ‖Txj − y0‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X1 = T−1

([yi : i > n0]). Îñêiëüêè dim kerT < ∞,
òî codimX1 < ∞.

à) Âèáåðåìî x0 ∈ X0

⋂
X1 ç ‖x0‖ = 1.

Îñêiëüêè Tx0 ∈ [yi : i > n0], òî iñíó¹ y0 ç
ïîòðiáíîþ âëàñòèâiñòþ.

á) Âèáåðåìî xj ∈ {xn} òà x0 ∈ X1 òàê,
ùîá ‖xj−x0‖ <

ε

2‖T‖ . Òîäi ‖Txj−Tx0‖ <
ε

2
.

ßê i ó âèïàäêó à), îñêiëüêè Tx0 ∈ [yi : i >
n0], òî iñíó¹ y0 ç ïîòðiáíîþ âëàñòèâiñòþ.

Çàóâàæåííÿ 1. Çàìiñòü áàçèñó {yn}
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ñêií÷åííîâèìiðíèé ðîç-

êëàä Y =
∞∑

n=1

Yn; ïðè öüîìó y0 áóäå ìàòè

âèãëÿä y0 =

n1∑
i=n0+1

yi, äå yi ∈ Yi.

Çàóâàæåííÿ 2. Çàìiñòü íåñêií÷åííîâè-
ìiðíîãî ïiäïðîñòðó X0 ⊂ X ìîæíà ðîçãëÿ-
äàòè ñêií÷åíííîâèìiðíèé ç óìîâîþ

dim X0 > n0 + dim ker T.

3. Äîñêîíàëî îäíîðiäíi áàíàõîâi
ïðîñòîðè. Öåé ïàðàãðàô íå ìiñòèòü íîâèõ
ðåçóëüòàòiâ, îäíàê óñi âîíè ¹ íàñëiäêàìè ëåì
0 òà 1.

Òâåðäæåííÿ 2. Êîæíèé íåñêií÷åííî-
âèìiðíèé ïiäïðîñòið X0 äîñêîíàëî îäíîði-
äíîãî áàíàõîâîãî ïðîñòîðó X ìiñòèòü ïiä-
ïðîñòið X1 ⊆ X0, içîìîðôíèé X.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî ëåìó 1 (ÿê
êðîê ðåêóðñi¨) äî òîòîæíîãî îïåðàòîðà
I ∈ L(X, X) òà äîñêîíàëî îäíîðiäíîãî áà-
çèñó {yn} â X i ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü
{yn} ⊆ X0 (‖xn‖ = 1), ÿêà áóäå, çà ëåìîþ
0, åêâiâàëåíòíà ïåâíîìó áëîê-áàçèñó áàçèñà
{yn}. Îòæå, X1 = [xn : n ≥ 1] içîìîðôíèé
X.

Òâåðäæåííÿ 3. Äîñêîíàëî îäíîðiäíèé
áàíàõiâ ïðîñòið ìà¹ îäèí (ç òî÷íiñòþ äî
åêâiâàëåíòíîñòi) äîñêîíàëî îäíîðiäíèé áà-
çèñ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {xn} òà {yn} � äîñêî-
íàëî îäíîðiäíi áàçèñè â X. Çàñòîñîâóþ÷è ëå-
ìó 1à äî òîòîæíüîãî îïåðàòîðà I ∈ L(X,X),
à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 0, ïîáóäó¹ìî
äâà åêâiâàëåíòíi ìiæ ñîáîþ áëîê-áàçèñè âiä-
ïîâiäíî áàçèñiâ {xn} òà {yn}.

Òâåðäæåííÿ 4. Êîæíà êâàçiíîðìàëiçî-
âàíà ñëàáêî çáiæíà äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü
ó äîñêîíàëî îäíîðiäíîìó áàíàõîâîìó ïðî-
ñòîði X ç äîñêîíàëî îäíîðiäíèì áàçèñîì
{xn} ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, åêâiâàëåí-
òíó {xn}.

Äîâåäåííÿ î÷åâèäíå ç âèêîðèñòàííÿì
ëåì 0 òà 1.

Äâà íåñêií÷åííîâèìiðíi áàíàõîâi ïðîñòî-
ðè X òà Y íàçèâàþòüñÿ öiëêîì íåïîðiâíÿí-
íèìè, ÿêùî íå iñíó¹ íåñêií÷åííîâèìiðíèõ
içîìîðôíèõ ïiäïðîñòîðiâ X0 ⊆ X òà Y0 ⊆ Y .

Òâåðäæåííÿ 5. Êîæíi äâà íåiçîìîðôíi
äîñêîíàëî îäíîðiäíi áàíàõîâi ïðîñòîðè öië-
êîì íåïîðiâíÿííi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X òà Y � äîñêî-
íàëî îäíîðiäíi ïðîñòîðè; X0 ⊆ X òà
Y0 ⊆ Y � íåñêií÷åííîâèìiðíi ïiäïðîñòîðè òà
T : X0 → Y0 � içîìîðôiçì. Íåõàé X̃0 � ïiä-
ïðîñòið X0, içîìîðôíèé X (äèâ. òâåðäæåí-
íÿ 2) i T̃ � çâóæåííÿ T íà X̃0. Íåõàé {xn} òà
{yn} � äîñêîíàëî îäíîðiäíi áàçèñè â X̃0 òà Y
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âiäïîâiäíî. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìè 0 òà 1, ïî-
áóäó¹ìî íîðìàëiçîâàíi áëîê-áàçèñè {un} áà-
çèñó {xn} òà {vn} áàçèñó {yn} òàêi, ùî

∞∑
n=1

‖Tun − vn‖ <
1

2k
,

äå K � êîíñòàíòà áàçèñó {yn}. Ìà¹ìî

{xn} ∼ {un} ∼ {Tun} ∼ {vn} ∼ {yn},
îòæå, X içîìîðôíèé Y .

Òâåðäæåííÿ 6 (Òåîðåìà Ïiòòà).
Êîæíèé îïåðàòîð T ∈ L(lp, lr) ïðè
1 ≤ r < p < ∞ � êîìïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé T ∈ L(lp, lr). Ó ñèëó
ðåôëåêñèâíîñòi lp, äîñòàòíüî ç êîæíî¨ ñëàá-
êî çáiæíî¨ äî íóëÿ íîðìàëiçîâàíî¨ ïîñëiäîâ-
íîñòi {un} ⊆ lp âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü
{ukn}, äëÿ ÿêî¨ ‖Tukn‖ ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Íå-
õàé, íàâïàêè, {Tun} � êâàçiíîðìàëiçîâàíà.
Çà òâåðäæåííÿì 4 âèäiëèìî ç {un} ïiäïîñëi-
äîâíiñòü {ukn}, åêâiâàëåíòíó ñòàíäàðòíîìó
áàçèñó â ïðîñòîði lp, à ç {Tukn} (íàãàäà¹-
ìî, ùî îáìåæåíèé îïåðàòîð ñëàáêî çáiæíó
äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü ïåðåâîäèòü ó ñëàáêî
çáiæíó äî íóëÿ) � ïiäïîñëiäîâíiñòü {Tukn},
åêâiâàëåíòíó áàçèñó â ïðîñòîði lr. Çâiäñè áè
âèïëèâàëî, ùî ÿêùî

∑
n

‖αn‖p < ∞, òî ðÿä
∑

n

αnuikn
çáiæíèé â lp, òîìó

∑
n

‖αn‖r < ∞.

Öå íåìîæëèâî, íàïðèêëàä, äëÿ αn = n−1/r.

4. Âiäòâîðþâàííiñòü ñèñòåìè Ãààðà
â ïåðåñòàâëÿëüíî-iíâàðiàíòíèõ áàíàõî-
âèõ ïðîñòîðàõ ôóíêöié íà [0, 1].

Áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åííÿ:
�ÏIÁÏ� � ïåðåñòàâëÿëüíî-iíâàðiàíòíèé
áàíàõiâ ïðîñòið (êëàñiâ åêâiâàëåíòíèõ âè-
ìiðíèõ) ôóíêöié íà âiäðiçêó [0, 1] (äèâ. [6]).
Ìîäåëüíi òà íàéâàæëèâiøi ïðèêëàäè ÏIÁÏ
� êëàñè÷íi ïðîñòîðè Lp, 1 ≤ p < ∞.

Ïiä ñèñòåìîþ Ãààðà â ÏIÁÏ E ìè áóäåìî
ðîçóìiòè íîðìàëiçîâàíó â E ñèñòåìó Ãààðà
(îçíà÷åííÿ äèâ. [5, c.3]).

Áàçèñ {xn} ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði X
íàçèâà¹òüñÿ òî÷íî âiäòâîðþâàííèì, ÿêùî

äëÿ êîæíîãî içîìåòðè÷íîãî âêëàäåííÿ T ∈
L(X, Y ) ïðîñòîðó X ó ïðîñòið Y ç áàçèñîì
{yn} òà äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ áëîê-áàçèñ
{zn} áàçèñà {yn}, (1+ε) � åêâiâàëåíòíèé {xn}
(äèâ. [6, c.158]).

Íàñòóïíà òåîðåìà àíîíñîâàíà À.Ì.Îëåâ-
ñüêèì â [7] òà äîâåäåíà â [4] òà [6, ñ.158].

Òåîðåìà (I.Ëiíäåíøòðàóñ, À.Ì.Îëåâ-
ñüêèé, À.Ïåë÷èíüñüêèé). Ñèñòåìà Ãà-
àðà â êîæíîìó ñåïàðàáåëüíîìó ÏIÁÏ íà
[0, 1] òî÷íî âiäòâîðþâàíà.

Ìè äîâåäåìî çàãàëüíó òåîðåìó ïðîñòi-
øèì øëÿõîì.

Òåîðåìà 7. Íåõàé E � ñåïàðàáåëüíèé
ÏIÁÏ; X � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìàëiçîâà-
íèì áàçèñîì {en}; T ∈ L(E, X) ç ker T < ∞:
ε > 0. Iñíóþòü: ïîñëiäîâíiñòü {hn} â E,
içîìåòðè÷íî åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi Ãààðà â
E, òà áëîê-áàçèñ {un} áàçèñà {en} òàêi, ùî∑

n

‖Thn − un‖ < ε.

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ
Â.À.Ðîäiíà òà �.Ì.Ñåìåíîâà ([8], [6, ñ.160]),
êîæíà ñèñòåìà òèïó Ðàäåìàõåðà â ñåïàðà-
áåëüíîìó ÏIÁÏ ñëàáêî ïðÿìó¹ äî íóëÿ (ó
âèïàäêó ïðîñòîðiâ Lp, 1 ≤ p < ∞, â öüî-
ìó íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî).
Äàëi øóêàíi ïîñëiäîâíîñòi {hn} òà {un}
áóäó¹ìî î÷åâèäíèì øëÿõîì ¹ç âèêîðèñòà-
ííÿì ëåìè 1á, äå â ÿêîñòi íàñòóïíî¨ äî
ïîáóäîâàíèõ ôóíêöié h1, ..., hk âèáèðà¹ìî
hk+1 ∈ {rn(Ak+1)} ç íàïåðåä îáðàíèì íîñi¹ì
Ak+1 òà äîâiëüíî¨ (íîðìàëiçîâàíî¨ â E)
ñèñòåìè òèïó Ðàäåìàõåðà {rn(Ak+1)}.

Íàñëiäîê 8 (Óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ëií-
äåíøòðàóñà-Îëåâñüêîãî-Ïåë÷èíñüêîãî). Íå-
õàé E � ñåïàðàáåëüíèé ÏIÁÏ; X � áàíà-
õiâ ïðîñòið ç íîðìàëiçîâàíèì áàçèñîì {en};
T ∈ L(E, X)� içîìîðôíå âêëàäåííÿ; ε > 0.
Iñíó¹ áëîê-áàçèñ {un} áàçèñó {en}, (1 + ε) ·
‖T‖ · ‖T−1‖ � åêâiâàëåíòíèé ñèñòåìi Ãààðà
â E.

Äîâåäåííÿ.Äîñòàòíüî óòî÷íèòè Ëåìó 0:
äëÿ êîæíîãî ε > 0 iñíó¹ δ òàêå, ùî ç óìîâè∑

n

‖xn − yn‖ < δ âèïëèâà¹, ùî {xn} (1 + ε)

� åêâiâàëåíòíà {yn}; öå óòî÷íåííÿ âèïëèâà¹
ç äîâåäåííÿ [5, ñ.6].
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5. Çíàêîâêëàäåííÿ ïðîñòîðiâ Lp,
1 ≤ p < ∞. Çãiäíî ç [8], ií'¹êòèâíèé îïå-
ðàòîð T ∈ L(L1, X) íàçèâà¹òüñÿ çíàêî-
âêëàäåííÿì, ÿêùî âií îáìåæåíèé çíèçó íà
"çíàêàõ", òîáòî iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî äëÿ
äîâiëüíî¨ A ⊂ [0, 1] ç µ(A) > 0 òà äîâiëü-
íîãî x ∈ L1 ç âëàñòèâiñòþ x2 = χA ìà¹ ìi-
ñöå ‖Tx‖ ≥ δ‖x‖. ßê ïîìiòèâ Ã.Ðîçåíòàëü [9]
(äèâ. òàêîæ [2]), ÿêùî çâóæåííÿ ií'¹êòèâíî-
ãî îïåðàòîðà T ∈ L(L1, X) íà áóäü-ÿêèé ïiä-
ïðîñòið L1(A), A ⊂ [0, 1], µ(A) > 0 íå ¹ çíà-
êîâêàëàäåííÿì, òî ìà¹ ìiñöå ñèëüíiøà óìî-
âà, íiæ áåçïîñåðåäí¹ çàïåðå÷åííÿ îçíà÷åí-
íÿ: äëÿ êîæíîãî ε > 0 òà êîæíî¨ A ⊂ [0, 1],
µ(A) > 0 iñíó¹ x ∈ L1 ç x2 = χA,

∫
x dµ = 0

òà ‖Tx‖ < ε‖x‖.
Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîíÿòòÿ çíàêî-

âêëàäåííÿ äëÿ îïåðàòîðiâ T ∈ L(L1, X) ç
1 ≤ p < ∞; ïðè öüîìó îçíà÷åííÿ çáåðiãà¹-
òüñÿ áåç çìií. Òiëüêè ïðè p > 1 çàóâàæåí-
íÿ Ðîçåíòàëÿ âæå íå ìà¹ ìiñöÿ (ðîçãëÿíåìî,
íàïðèêëàä, îïåðàòîð òîòîæíîãî âêëàäåííÿ
I : Lp → Lr ïðè 1 ≤ r < p < ∞).

Äæ.Áóðãåéí òà Ã.Ðîçåíòàëü [1] äîâåëè,
ùî íå iñíó¹ çíàêîâêëàäåííÿ ïðîñòîðó L1 ó
ïðîñòið c0 (äèâ. ëåìà 2.8 ç [1]). Áiëüø êîðî-
òêå äîâåäåííÿ öüîãî ðåçóëüòàòó ¹ â [3].

Íàñòóïíèé íàñëiäîê òåîðåìè 7 äîïîìîæå
íàì ùå ïðîñòiøå äîâåñòè óçàãàëüíåíèé âà-
ðiàíò öüîãî ðåçóëüòàòó.

Íàñëiäîê 9. Íåõàé X � áàíàõiâ ïðî-
ñòið ç áàçèñîì {en}, 1 ≤ p < ∞; T ∈
∈ L(L1, X) � çíàêîâêëàäåííÿ òà ε > 0. Iñíó-
þòü: êâàçiíîðìîâàíèé áëîê-áàçèñ {un} áà-
çèñó {en} òà ñèñòåìà {hn}, içîìåòðè÷íî
åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi Ãààðà â Lp, òàêi, ùî∑

‖Thn − un‖ < ε òà {hn} ≤ {un}.
Äîâåäåííÿ. ßêùî ðàïòîì ε >

1

2k
, òî

ñêîðèñòà¹ìîñü òåîðåìîþ 7 ç ε1 =
1

2k
(äå k

� êîíñòàíòà áàçèñó {en}). Îñêiëüêè T � çíà-
êîâêëàäåííÿ, òî {Thn} � êâàçiíîðìàëiçîâà-
íà ñèñòåìà, à, îòæå, i {un} � êâàçiíîðìàëi-
çîâàíà áàçèñíà ïîñëiäîâíiñòü, åêâiâàëåíòíà
{Thn} (çà ëåìîþ 0). Òîäi {hn} ≤ {Thn} ∼
{un}.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïèòàííÿ ïðî ìî-

æëèâiñòü çíàêîâêëàäåííÿ ïðîñòîðó Lp,
1 ≤ p < ∞ â iíøi áàíàõîâi ïðîñòîðè, çîêðå-
ìà â äîñêîíàëî îäíîðiäíi. Âiäçíà÷èìî,
ùî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ çíàêîâêëàäåí-
íÿ ïðîñòîðó L1 â iíøèé áàíàõiâ ïðîñòið,
ÿêèé íå ìiñòèòü ïiäïðîñòîðiâ, içîìîð-
ôíèõ L1, ÿêå áóëî ñôîðìóëüîâàíî â [9],
ðîçâ'ÿçàíî ïîçèòèâíî â [10]: ïîáóäîâàíî
ïiäïðîñòið X ïðîñòîðó L1 ÿêèé íå ìiñòèòü
ïiäïðîñòîðiâ, içîìîðôíèõ L1 (ïðè öüîìó
ôàêòîð-âiäîáðàæåííÿ T : L1 → L1/X çîáî-
â'ÿçàíî áóòè çíàêîâêëàäåííÿì), ïðè÷îìó
ôàêòîð-ïðîñòið L1/X òàêîæ íå ìiñòèòü
içîìîðôíî¨ êîïi¨ L1.

Òåîðåìà 10. Íåõàé 1 ≤ p < ∞; X ∈
∈ {c0, lr : 1 ≤ r < ∞} òà T ∈ L(Lp, X) � çíà-
êîâêëàäåííÿ. Òîäi

(i) X 6= c0;
(ii) p = r;
(iii) p ≥ 2.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé δ > 0 òàêå, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî çíàêà h ∈ Lp: ‖Th‖ ≥ δ‖h‖. Ñêî-
ðèñòà¹ìîñü íàñëiäêîì 9 ç ε = δ

4
òà ñòàíäàð-

òíèì áàçèñîì ó ïðîñòîði X. Òîäi

‖un‖ ≥ ‖Thn‖ − ‖un − Thn‖ ≥ δ − δ

2
=

δ

2
òà
∑

n

∥∥∥∥
Thn

‖un‖ −
un

‖un‖

∥∥∥∥ ≤
δ

2
,

∑
n

‖Thn−un‖ <
1

2
,

îòæå, {Thn} åêâiâàëåíòíà ñòàíäàðòíîìó áà-
çèñó â X.

Äîâåäåìî îäíî÷àñíî (i) òà (ii). Ç äîâåäå-
ííÿ òåîðåìè 7 âèïëèâà¹, ùî (ÿê i ó âèõi-
äíié ñèñòåìi Ãààðà) ÿêùî ðîçãëÿíóòè ñóìó
z = h2n+1 + ... + h2n+1 òàê çâàíî¨ �n-¨ ïà÷êè�
íàøî¨ ñèñòåìè {hi}, òî z ¹ çíàê, ïîìíîæåíèé
íà 2n/p. Îòæå,

δ · 2n/p = δ‖z‖ ≤ ‖Tz‖ ≤ α

∥∥∥∥∥
2n∑

k=1

ek

∥∥∥∥∥ ≤

≤ β‖Tz‖ ≤ β · ‖T‖ · ‖z‖ = β · ‖T‖ · 2n/p,

äå α òà β � äåÿêi êîíñòàíòè, íåçàëåæíi âiä
n. Çâiäñè îäåðæó¹ìî (i) òà (ii).

Îñêiëüêè ñèñòåìà òèïó Ðàäåìàõåðà {rn}
¹ áëîê-áàçèñîì ñèñòåìè Ãààðà, òî {Trn} ¹
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áëîê-áàçèñîì áàçèñó {Thn} i òàêîæ åêâiâà-
ëåíòíà {en}. Ç íåðiâíîñòi Õií÷èíà [5, ñ.66]
ìà¹ìî

γ

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

≤
∥∥∥∥∥

n∑
i=1

aiTri

∥∥∥∥∥ ≤

≤ ‖T‖ · λ ·
(

n∑
i=1

|ai|2
)1/2

,

îòæå, (iii) äîâåäåíî.
Çàóâàæåííÿ. Ïîíÿòòÿ çíàêîâêëàäåííÿ

ìîæíà áóëî á òàêîæ ðîçãëÿäàòè äëÿ îïå-
ðàòîðiâ T ∈ L(E, X) ç äîâiëüíîãî ñåïàðà-
áåëüíîãî ÏIÁÏ E é óòî÷íèòè ç äîïîìîãîþ
öüîãî òåîðåìó 10.

Òåîðåìà 11. Íåõàé

X ∈ {c0, lp : 1 ≤ p < ∞};
E � ñåïàðàáåëüíèé ÏIÁÏ íà [0, 1] ç iíäåêñà-
ìè Áîéäà pE òà qE < ∞. Íåõàé T ∈ L(E, X)
� çíàêîâêëàäåííÿ. Òîäi

(i) X 6= c0;
(ii) pE = p = qE;
(iii) p ≥ 2.
Äîâåäåííÿ òàêå æ ñàìå, òiëüêè ùå âèêî-

ðèñòîâó¹òüñÿ òåîðåìà 2.b.6 ç [6, ñ.141].

Ïðîáëåìà 1. Íåõàé p > 2. ×è iñíó¹ çíà-
êîâêëàäåííÿ T ∈ L(Lp, lp)?

Ïðîáëåìà 2. Íåõàé 1 < p < ∞; p 6= 2 òà
T ∈ L(Lp, X) � çíàêîâêëàäåííÿ. ×è âêëàäà-
¹òüñÿ içîìîðôíî Lp â X?

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ
1. Bourgain J, Rosenthal H.P. Applications of the

theory of semi-embeddings to Banach space theory //
J. Funct. Anal., 1983. � V.52. � P.149-188.

2. Ghoussoub N., Rosenthal H.P. Martingales, Gδ-
embeddings and quotients of L1 // Math. Ann., 1983.
� V.264, N3. � P.321-332.

3. Kadets V.M, Popov M.M. On the Li-
apunov convexity theorem with applications to sign-
embeddings // Óêð. ìàò. æóðí., 1992. � T.44, N9. �
C.1192-1200.

4. Lindenstrauss J, PeÃlczy�nski. Contributions to the
theory of classical Banach Spaces // J. Funct. Anal.,
1971. � V.8. � P.225-249.

5. Lindenstrauss J, Tzafriri L. Classical Banach
Spaces. I. � 1977. � Springer. � Berlin etc. 190p.

6. Lindenstrauss J, Tzafriri L. Classical Banach
Spaces. II. � 1979. � Springer. � Berlin etc. 243p.

7. Îëåâñêèé À.Ì. Ðÿäû Ôóðüå è ôóíêöèè Ëåáåãà
// Óñïåõè ìàò. íàóê, 1967. � T.22. � Ñ.236-239.

8. Rodin V.A, Semyonov E.M. Rademacher series
in symnetric spaces // Anal. Math., 1975. � V.1, N3. �
P.207-222.

9. Rosenthal H.P. Sign-embeddings of L1. � Lect.
Notes in Math. � Springer. � 1983. � N995. � P.155-165.

10. Talagrand M. The three-space problem for L1//
J. Amer. Math. Soc, 1990. � V.3, N1. � P.9-29.

11. Zippin M. On perfectly homogeneous bases in
Banach spaces // Isr. J. Math, 1966. � V.4. � P.265-
272.

Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi�� 20.12.2002

108 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2003. Âèïóñê 160. Ìàòåìàòèêà.


