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ÏÐÎ ÏÎÂÍÓ ÅÊÂIÂÀËÅHÒHIÑÒÜ ËÎÃÀÐÈÔÌIÂ ÑÓÌÈ É
ÌÀÊÑÈÌÀËÜHÎÃÎ ×ËÅHÀ ÐßÄIÂ ÒÅÉËÎÐÀ-ÄIÐIÕËÅ

Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî ïîâíó åêâiâàëåíòíiñòü ëîãàðèôìiâ ñóìè é ìàêñèìàëüíîãî ÷ëåíà
äëÿ äîäàòíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà-Äiðiõëå é êðàòíèõ ðÿäiâ Äiðiõëå.

The theorems of asymptotic equality of logarithms of a sum and maximum term of positive
Taylor-Dirichlet series and multiple Dirichlet series are proved.

Håõàé τ (σ) - íåñïàäíà íåïåpåpâíà íà
[0, +∞) ôóíêöiÿ, ψ (x) ↑ +∞ (x → +∞) -
íåïåpåpâíà íà [0, +∞) ôóíêöiÿ, à λ= (λn)
i β= (βn) - ïîñëiäîâíîñòi íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë.
×åpåç S (λ, β, τ) ïîçíà÷èìî êëàñ ôóíêöié F,
âèçíà÷åíèõ çáiæíèì ïpè σ ≥ 0 pÿäîì

F (σ) =
+∞∑
n=0

Fneσλn+τ(σ)βn , Fn ≥ 0 (n ≥ 0) ,

à ÷åpåç S (λ, β, τ, ψ) éîãî ïiäêëàñ, ùî âèçíà-
÷à¹òüñÿ óìîâîþ

Fn ≤ e−αnψ(αn) (n ≥ n0) (1)

(òóò i âñþäè äàëi αn = λn + βn). Äëÿ F ∈
S (λ, β, τ, ψ) i σ ≥ 0 âèçíà÷èìî

µ (σ, F ) = max
{
Fne

σλn+τ(σ)βn : n ≥ 0
}

.

Â [1] ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó, êîëè τ (σ) ≤
σ (σ > 0) i sup {λn : n ≥ 0} = +∞, óìîâà

ln n = O (ψ (αn)) (n → +∞) (2)

¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî, ùîá ñïiââiäíîøåííÿ

ln F (σ) = (1 + o (1)) ln µ (σ, F ) (3)

âèêîíóâàëîñü ïpè σ → +∞ äëÿ êîæíî¨ ôóí-
êöi¨ F ∈ S (λ, β, τ, ψ). Ç iíøîãî áîêó [1], äëÿ
êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi αn = λn + βn ↗ òàêî¨,
ùî sup

{
βn

λn
: n ≥ 1

}
< +∞,

ln n = o (αnψ (αn)) (n → +∞)

i óìîâà (2) íå âèêîíó¹òüñÿ, à òàêîæ äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ τ (σ) òàêî¨, ùî 0 < τ ′ (σ) ≤
1 (σ > 0) i êîæíî¨ äîäàòíî¨ ñòàëî¨ h iñíó-
þòü ôóíêöiÿ F ∈ S (λ, β, τ, ψ) i ïîñëiäîâ-
íiñòü σn ↑ + ∞ òàêi, ùî äëÿ âñiõ k ≥ 1

ln F (σk) ≥ (1 + h) ln µ (σk, F ) ,

òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (3) íå ìîæå âèêîíóâà-
òèñü.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â ïiäêëàñi SΦ (λ, β, τ, ψ)
êëàñó S (λ, β, τ, ψ), ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ óìî-
âîþ

ln µ (σ) ≥ Φ (σ) (σ ≥ σ0) , (4)

äå Φ (σ) - äîäàòíà íåïåpåpâíà çpîñòàþ÷à äî
+∞ íà [0, +∞) ôóíêöiÿ, óìîâó (2) ìîæíà
óòî÷íèòè. Ñïpàâåäëèâå íàñòóïíå òâåpäæåí-
íÿ.

Òåîpåìà 1. ßêùî sup {λn : n ≥ 0} =
+∞, τ (σ) ≤ σ (σ > 0) , F ∈ SΦ (λ, β, τ, ψ) i

ln n = o

(
Φ

(
ψ (αn)− 2 ln n

αn

))
(n → +∞) ,

(5)
òî ïpè σ → +∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿ (3).

Òåîpåìà 2. ßêùî sup {λn : n ≥ 0} =
+∞, τ (σ) ≤ σ (σ > 0) , F ∈ S (λ, β, τ, ψ) i
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

lim
σ→+∞

ln µ (σ, F )

Φ (σ)
= +∞,
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ln n = O

(
Φ

(
ψ (αn)− 2 ln n

αn

))
(n → +∞) ,

òî ïpè σ → +∞ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíî-
øåííÿ (3).

Håñêëàäíî ïåpåâipèòè, ùî òåîpåìè 1 i 2
piâíîñèëüíi. Òîìó íàâåäåìî ëèøå äîâåäåííÿ
òåîpåìè 1.

Äîâåäåííÿ òåîpåìè 1. Çàóâàæèìî ñïî-
÷àòêó, ùî iç óìîâè (5) âèïëèâà¹, ùî ψ (αn)−
2 ln n

αn

→ +∞ (n → +∞),

ln n <
1

2
αnψ (αn) (n → +∞) .

Òîìó αn → +∞ (n → +∞) i, îòæå, äëÿ âñiõ
äîñèòü âåëèêèõ n

ln n

αnψ (αn)
<

1

2
<

2

3

(
1− σ

ψ (αn)

)
,

òîáòî

−αnψ (αn) + σαn < −3

2
ln n. (6)

Håõàé N (σ) - íàéìåíøå ç òèõ çíà÷åíü
m ≥ n0, ùî äëÿ âñiõ n ≥ m i ïpè ôi-
êñîâàíîìó σ > 0 âèêîíó¹òüñÿ íåpiâíiñòü
(6). Òîäi, ñêîpèñòàâøèñü îçíà÷åííÿì êëà-
ñó S (λ, β, τ, ψ), íåpiâíîñòÿìè τ (σ) ≤ σ,
(6) i Fn exp {σλn + τ (σ) βn} ≤ µ (σ, F ) , ïpè
σ → +∞ îòpèìó¹ìî

F (σ) ≤
N(σ)−1∑

n=0

Fn exp {σλn + τ (σ) βn}+

+
+∞∑

n=N(σ)

exp {−αnψ (αn) + σαn} ≤

≤ µ (σ, F ) N (σ) +
+∞∑

n=N(σ)

1

n3/2
.

Âpàõîâóþ÷è, ùî ïpè öüîìó N (σ) → +∞
(σ → +∞), ïðè σ → +∞ ìà¹ìî

ln F (σ)

ln µ (σ, F )
≤ 1 +

ln (N (σ)− 1)

ln µ (σ, F )
+ o (1) . (7)

Çà îçíà÷åííÿì N (σ), ìà¹ìî ïpè n = N (σ)−
1

−αnψ (αn) + σαn ≥ −2 ln n,

çâiäêè σ ≥ ψ (αn) − 2 ln n
αn

(σ → +∞), n =

N (σ)− 1.
Iç (7) çà óìîâàìè (4) i (5) îñòàòî÷íî ïpè

n = N (σ)− 1 i σ → +∞ îòpèìó¹ìî

1 ≤ ln F (σ)

ln µ (σ, F )
≤

≤ 1 +
ln n

Φ

(
ψ (αn)− 2 ln n

αn

) + o (1) = 1 + o (1) .

Òåîpåìó 1 äîâåäåíî.
Âiäçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó öiëèõ pÿäiâ

Äipiõëå (òîáòî βn = 0, n ≥ 0 i êëàñ
S (λ, 0, ψ, 0)

def≡ S (λ, ψ))

F (σ) =
+∞∑
n=0

Fneσλn (8)

îòpèìó¹ìî íàñòóïíi íàñëiäêè.
Hàñëiäîê 1. Håõàé Φ0 (σ) - íåïåpåpâíî

äèôåpåíöiéîâíà ôóíêöiÿ iç çpîñòàþ÷îþ ïî-
õiäíîþ, ϕ0 (σ) ôóíêöiÿ, îáåpíåíà äî Φ0 (σ),
ψ0 (σ) = σ − Φ0(σ)

Φ
′
0(σ)

- àñîöiéîâàíà çà Hüþòî-
íîì ç Φ0. ßêùî äëÿ öiëîãî pÿäó Äipiõëå (8)
âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Φ (σ) ≤ ln µ (σ, F ) ≤ Φ0 (σ) (σ ≥ σ0) ,

òà ïðè n → +∞

ln n = o

(
Φ

(
ψ0 (ϕ0 (λn))− 2 ln n

λn

))
, (9)

òî ïpè σ → +∞ ¹ ïpàâèëüíèì ñïiââiäíîøå-
ííÿ (3).

Äîâåäåííÿ. Ó [2,ñ.18-19] äîâåäåíî, ùî
íåpiâíiñòü ln µ(σ, F ) ≤ Φ0(σ) (σ ≥ σ0) âè-
êîíó¹òüñÿ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè

ln Fn ≤ −λnψ0 (ϕ0 (λn)) (n ≥ n0) .

Òîìó, âèáèpàþ÷è â òåîpåìi 1 ψ (t) =
ψ0 (ϕ0 (t)), íåãàéíî îòpèìó¹ìî òâåpäæåííÿ
íàñëiäêó 1.
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Áåçïîñåpåäíüî ç íàñëiäêó 1 ïpè
Φ (σ) =Beσω i Φ0 (σ) =Aeρσ îòpèìó¹ìî
íàñòóïíèé íàñëiäîê.

Hàñëiäîê 2. ßêùî äëÿ öiëîãî pÿäó Äipi-
õëå (8) âèêîíóþòüñÿ óìîâè

Beσω ≤ ln µ (σ, F ) ≤ Aeρσ (σ ≥ σ0) , (10)

lim
n→+∞

(
ln n

λ
ω/ρ
n

)
= 0, (11)

äå ω, ρ, A, B ∈ (0, +∞), òî ñïiââiäíîøåí-
íÿ (3) ¹ ïpàâèëüíèì ïpè σ → +∞.

Ñïpàâäi,

ψ0 (x) = x− 1

ρ
, ϕ0 (x) =

1

ρ
ln

σ

Aρ
,

òîìó

Φ

(
ψ0 (ϕ0 (λn))− 2ω

λn

ln n

)
=

= exp

{
ω

ρ
ln

λn

Aeρ
− 2ω

λn

ln n

}

i çà óìîâîþ (11) ìà¹ìî ln n = o

(
λ
ω/ρ
n

)
(n →

+∞).
Ïîçàÿê, íåîáõiäíî ω ≤ ρ, òî ln n = o (λn)

(n → +∞) i, îòæå, óìîâà (9) piâíîñèëüíà
óìîâi (11).

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî âèápàòè λn= ln n i
ln Fn= − 1

ρ
λn ln λn

A
, òî áåçïîñåpåäíüî ïåpåâi-

pÿ¹òüñÿ (äèâ.[3]), ùî ïpè σ → +∞

ln µ (σ, F ) =
A

eρ
eρσ + o (1)

òà

ln F (σ) ≥ (eρ + o (1)) ln µ (σ) ,

äå A, ρ > 0. Òîáòî ïpè ω = ρ â (10) óìîâà
(11) ¹, âçàãàëi êàæó÷è, íåïîêpàùóâàíîþ.

Hàâåäåìî òàêîæ íàñòóïíèé íàñëiäîê.
Hàñëiäîê 3. ßêùî äëÿ öiëîãî pÿäó

Äipiõëå (8) âèêîíóþòüñÿ óìîâè Aσ2 ≤
ln µ (σ, F ) ≤ ≤ Beρσ (σ ≥ σ0), äå A, B , ρ ∈
(0, +∞) òà

ln n = o
(
ln2 λn

)
(n → +∞), (12)

òî ñïiââiäíîøåííÿ (3) ¹ ïpàâèëüíèìè ïpè
σ → +∞.

Ñïpàâäi,

Φ

(
ψ0 (ϕ0 (λn))− 2 ln n

λn

)
=

= B

(
1

ρ
ln

λn

Aeρ
− 2 ln n

λn

)2

,

òîìó çà óìîâîþ (12) ln n = o
(
ln2 λn

)
(n →

+∞) i ln n = o (λn) (n → +∞). Îòæå, óìîâè
(9) i (12) piâíîñèëüíi.

Öiêàâî ïîpiâíÿòè óìîâó (12) ç óìîâîþ
ln n = O (ln λn) (n → +∞), ÿêà çàáåçïå-
÷ó¹ (äèâ. [4]) ñïpàâåäëèâiñòü ñïiâââiäíîøå-
ííÿ (3) â êëàñi öiëèõ pÿäiâ Äipiõëå ñêií÷åí-
íîãî ïîpÿäêó çà Ðiòòîì (òîáòî ln µ (σ, F ) ≤
Beρσ).

Ãiïîòåçà. Óìîâè (12), (11), (9), (5) ¹ íå-
îáõiäíèìè äëÿ ñïpàâåäëèâîñòi ïpè σ → +∞
ñïiââiäíîøåííÿ (3) ó âiäïîâiäíèõ êëàñàõ.

Hà æàëü, äîâåñòè ïpàâèëüíiñòü öi¹¨ ãiïî-
òåçè àâòîpàì íå âäàëîñü.

Ïîäiáíî äî òåîpåìè 1 i 2, ìîæíà äîâåñòè
íàñòóïíó òåîpåìó.

Håõàé Sp (λ) , p ≥ 1 - êëàñ öiëèõ êpà-
òíèõ pÿäiâ Äipiõëå âèãëÿäó

F (z) =
+∞∑

‖n‖=0

Fn exp 〈z, λn〉,

äå λ = {λn} ⊂ Rp
+, λn =

(
λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np

)
,

n = (n1, . . . , np) ∈ Zp
+, ‖n‖ = n1+. . .+np, z =

(z1, . . . , zp) ∈ Cp, 〈z, λn〉 = z1λ
(1)
n1 + . . .+zpλ

(p)
np .

ßêùî ψ (t) - äîäàòíà íåïåpåpâíà çpîñòàþ-
÷à äî +∞ íà [0, +∞) ôóíêöiÿ, òî ÷åpåç
Sp (λ, ψ) ïîçíà÷èìî ïiäêëàñ Sp (λ) òàêèé, ùî

|Fn| ≤ exp {−αnψ (αn)} (‖n‖ ≥ k0) ,

òóò i íàäàëi αn = ‖λn‖.
Håõàé

γ (F )
def
=

{
σ ∈ Rp : lim

t→+∞
1

t
ln µ (tσ, F ) = +∞

}

� êîíóñ çpîñòàííÿ ôóíêöi¨ F, òóò
|σ| =

√
σ2

1 + . . . + σ2
p, µ (σ, F ) =

max
{|Fn| e〈σ,λn〉 : n ∈ Zp

+

}
.
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Òåîpåìà 3. Håõàé Φ (t) - äîäàòíà íå-
ïåpåpâíà çpîñòàþ÷à äî +∞ ôóíêöiÿ. ßêùî
F ∈ Sp (λ, ψ) i (∃β > p) :

lim
‖n‖→+∞

ln ‖n‖
Φ

(
ψ (αn)− β

ln ‖n‖
αn

) < +∞, (13)

à òàêîæ äëÿ äåÿêîãî êîíóñà Ê ç âåpøèíîþ
â ïî÷àòêó êîîpäèíàò Î

lim
|σ|→+∞,σ∈K

ln µ (σ, F )

Φ (|σ|) = +∞,

òî
ln M (σ, F ) = (1 + o (1)) ln µ (σ, F ) (14)

ïpè |σ| → +∞ (σ ∈ K), äå M (σ, F ) =
sup {|F (σ + it)| : t ∈ Rp}.

Hàñëiäîê 4. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ F ∈ Sp (λ, ψ) ïpè |σ| →
+∞ (σ ∈ K) âèêîíóâàëîñü ñïiââiäíîøåííÿ
(11), íåîáõiäíî é äîñèòü, ùîá

ln ‖n‖ = O (ψ (αn)) (‖n‖ → +∞) , (15)

äå Ê � äîâiëüíèé êîíóñ iç âåpøèíîþ â òî÷öi
O òàêèé, ùîK\ {} ⊂ γ (F ).

Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4. Âiäîìî ([5]), ùî

lim
|σ|→+∞,σ∈K

ln µ (σ, F )

|σ| = +∞.

Òîìó, âèáèpàþ÷è â òåîpåìi 3 Φ (t) ≡ t, îòpè-
ìó¹ìî äîñòàòíiñòü óìîâè (15) â íàñëiäêó 4.

Äëÿ òîãî, ùîá äîâåñòè íåîáõiäíiñòü, ïî-
òpiáíî ó âèïàäêó, êîëè óìîâà (15) íå âèêî-
íó¹òüñÿ, ïîäiáíî ÿê i â [4], ïîáóäóâàòè öiëèé
pÿä Äipiõëå âèãëÿäó

f (t) =
+∞∑

‖n‖=0

fne
αnt, fn ≥ 0, t ∈ R ,

äëÿ ÿêîãî |fn| ≤
exp {−αnψ (αn)} (‖n‖ ≥ 1) i äëÿ äå-
ÿêîãî h > 0 i äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi
tk ↑ +∞ (k → +∞)

ln f (tk) > (1 + h) ln µ (tk, f) .

Òîäi î÷åâèäíî, ùî ôóíêöiÿ F, ÿêà âèçíà÷åíà
pÿäîì

F (z) =
+∞∑

‖n‖=0

fn exp〈z, λn〉

íàëåæèòü äî Sp (λ, ψ), à òàêîæ
µ (σk, F ) =µ (tk, f) äëÿ σk= (tk, tk, . . . , tk)∈Rp

òà ln F (σk) > (1 + h) ln µ (σk, F ).
Çàëèøà¹òüñÿ çàóâàæèòè, ùî çàâæäè ïpî-

ìiíü l0 = {σ = (σ1, . . ., σp) ∈ Rp: σ1 = σ2 ==
. . . = σp > 0} íàëåæèòü äî êîæíîãî êîíóñà
γ (F ). I òîìó äëÿ êîæíîãî êîíóñà Ê, ÿêèé
ìiñòèòü ïpîìiíü l0, ñïiââiäíîøåííÿ (14) âè-
êîíóâàòèñü íå ìîæå.

Äîâåäåííÿ òåîpåìè 3. Çà óìîâîþ (13)
òåîpåìè 3 äëÿ β > p ìà¹ìî

ψ (αn)− β
ln ‖n‖

αn

→ +∞ (‖n‖ → +∞) .

Òîìó äëÿ ‖n‖ ≥ k1 i p < β1 < β

ln ‖n‖
αnψ (αn)

<
1

β
<

1

β1

(
1− σ∧

ψ (αn)

)
,

äå
σ∧ = max

{
σj : 1 ≤ j ≤ p,

σ = (σ1, . . . , σp)

}

i σ ∈ K.
Î÷åâèäíî, ùî σ∧ > 0. Òîìó äëÿ ‖n‖ ≥ k1

−αnψ (αn) + 〈σ, λn〉 ≤ −αnψ (αn) + σ∧αn <

< −β1 ln ‖n‖ . (16)

ßêùî òåïåp ïîçíà÷èòè N (σ) - íàéìåíøå ç
òèõ k1, ùî äëÿ âñiõ ‖n‖ ≥ k1 âèêîíó¹òüñÿ
äpóãà íåpiâíiñòü ç (16), òî, ÿê i âèùå, îòpè-
ìà¹ìî äëÿ σ ∈ K

M (σ, F ) ≤ µ (σ, F ) (N (σ))p +

+∞∑

‖n‖=N(σ)

exp {−β ln ‖n‖} ≤ µ (σ, F ) (N (σ))p +

+
+∞∑

k=N(σ)

(k + 1)p−1 exp {−β ln k}.
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Çâiäêè ïpè |σ| → +∞ (σ ∈ K)

ln M (σ, F )

ln µ (σ, F )
≤ 1 +

p ln (N (σ)− 1)

ln µ (σ, F )
+ o (1) .

Çà îçíà÷åííÿì N(σ), iñíó¹ n òàêå, ùî
‖n‖ = N (σ) − 1 òà −αnψ (αn) + σ∧αn ≥
−β1 ln ‖n‖, òîáòî |σ| ≥ σ∧ ≥ ψ (αn)−β1

ln ‖n‖
αn

,
òîìó

ln(N(σ)− 1)

ln µ(σ, F )
≤

≤ o


 ln ||n||

Φ
(
ψ(αn)− β1

ln‖n‖
αn

)

 = o(1)

ïðè |σ| → +∞, σ ∈ K. Ïpè öüîìó ìè ñêî-
pèñòàëèñü òèì, ùî óìîâà (13) âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ êîæíîãî β1 < β. Òåîpåìó 3 äîâåäåíî.
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