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ДОБУТОК СIДРА ТА ВИЧЕРПНI ПРОСТОРИ

Для топологiчних просторiв X та Y i точки b ∈ Y введено нове поняття добутку Сiдра
X×b Y , яке має своїм джерелом поняття площини Сiдра M = R×0 [0,+∞). Доведено, що для
вичерпних (зокрема, метризовних) просторiв X i Y i добуток Сiдра X ×b Y буде вичерпний,
якщо множина {b} замкнена в Y .

We introduce a new notion of a Ceder product X ×b Y for any topological spaces X and Y
and a point b ∈ Y . This notion generalizes the notion of the Ceder plane M = R ×0 [0, +∞). We
prove that the Ceder product X ×b Y of stratifiable (in particular, metrizable) spaces X and Y is
stratifiable if the set {b} is closed in Y .

1. Вступ
У працi [1] Дж. Ciдр увiв три класи про-

сторiв Mi (i = 1, 2, 3) з допомогою вiдпо-
вiдно баз, квазiбаз чи парабаз, якi зберiга-
ють замикання, при цьому M1 ⊆ M2 ⊆ M3.
Пiзнiше К. Борґес [2] запропонував iнший
пiдхiд до означення просторiв з класу M3,
ввiвши для них нову назву: вичерпнi про-
стори (stratifiable spaces). Щодо еквiвален-
тностi цих двох означень у [2] зроблено ли-
ше скупi вказiвки з посиланням на дисерта-
цiю Дж. Сiдра (1959). Крiм того, Дж. Сiдр
навiв приклад [1, example 9.1] неметризов-
ного простору класу M1, який задовольняє
першу аксiому злiченностi. Як i вiдома пло-
щина Немицького [3, с. 47], цей простiр –
це пiвплощина R × [0, +∞) зi спецiальним
чином введеною топологiчною структурою.
Його ми позначаємо символом M i назива-
ємо площиною Сiдра. Оскiльки M1 ⊆ M3,
то, як оголошено в [2], площина Сiдра буде
вичерпним простором. Але реконструювати
доведення цього факту за статею [2] непро-
сто. Тому постало питання про його безпосе-
реднє доведення. В результатi пошукiв тако-
го доведення ми ввели загальнiшi простори
i дослiдили коли на цих просторах можна
явно побудувати вичерпування.

Топологiчний простiр Z називається ви-
черпним /напiввичерпним/, якщо iснує та-
ке вiдображення s : T (Z) × N → F(Z), яке
кожнiй вiдкритiй в Z множинi U i кожному
номеру n ставить у вiдповiднiсть замкнену

в Z множину Fn(U) = s(U, n) так, що для
довiльних U i V з T (Z) виконуються умови:

(i) (∀n)(Fn(U) ⊆ U) i
∞⋃

n=1

intFn(U) = U

/
∞⋃

n=1

Fn(U) = U/;

(ii) (U ⊆ V ) ⇒ (∀n)(Fn(U) ⊆ Fn(V )).

При цьому вiдображення s називається
вичерпуванням простору Z. Як правило, в
означеннi вичерпних i напiввичерпних про-
сторiв вимагається ще виконання аксiоми
вiдокремностi T1 про те, що одноточковi
множини замкненi, але ми опускаємо цю ви-
могу. Щоб побудувати вичерпування в ме-
тризовному просторi, досить розглянути ме-
трику d, що породжує топологiю простору,
вiдстань d(z, E) вiд точки z до непорожньої
множини E у просторi (Z, d) i для вiдкритої
множини U в Z покласти Fn(U) = Z, якщо
U = Z i Fn(U) = {z ∈ U : d(z, Z \ U) ≥ 1

n
},

якщо U 6= Z.
2. Означення добутку Сiдра i при-

клади
Нехай X i Y – топологiчнi простори i

b ∈ Y . Гребiнцем або добутком Сiдра ми на-
зиваємо топологiчний простiр P = X ×b Y ,
який складається з точок добутку X × Y i
топологiчна структура на ньому вводиться
так: множина W в P буде околом точки
p = (x, y), y 6= b, якщо iснує окiл V точки
y в Y , такий, що {x} × V ⊆ W , i околом то-
чки p = (x, b), якщо iснують окiл U точки x
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в X i окiл V точки b в Y , такi, що

U
x×V = (U × V ) \ ({x} × V̇ ) =

= (U̇ × V ) ∪ {p} ⊆ W,

де U̇ = U \ {x} i V̇ = V \ {b}.
Приклад 1. Нехай X = R – числова пря-

ма, Y = [0, +∞) = R+ – додатна пiввiсь i
b = 0. Добуток Сiдра R ×0 R+ називається
площиною Сiдра i позначається символом
M. Базу околiв точки p = (x, 0) у просто-
рi M будуть утворювати множини

Wε(p) = (x− ε, x + ε)
x×[0, ε) =

= ((x− ε, x + ε)× [0, ε)) \ ({x} × (0, ε)),

де ε > 0, а точки p = (x, y) з y > 0 – множи-
ни

Wε(p) = {x} × (y − ε, y + ε),

де 0 < ε < y. Топологiчний простiр M був
уведений у працi [1].

Приклад 2. Нехай X = S = {z ∈ C :
|z| = 1} – одиничне коло на комплекснiй
площинi C, Y = {0, 1}0 – зв’язна двоточка
з неiзольованою точкою 0, тобто топологi-
чний простiр, що складається з двох точок
0 i 1, причому його топологiя складається з
множин ∅, Y , {1}. Виявляється, що добуток
Сiдра A = S×0{0, 1}0 гомеоморфний подвiй-
ному колу Александрова W = C1 t C2, яке
є диз’юнктним об’єднанням двох кiл C1 = S
i C2 = {z ∈ C : |z| = 2}, що топологiзоване
вiдповiдним чином [3, c.204]. Цей гомеомор-
фiзм ϕ : A→W можна задати таким чином:
ϕ(z, 0) = z, якщо z ∈ S, i ϕ(z, 1) = π(z), де
π(z) = 2z. Це легко перевiрити, зазначивши,
що базу околiв точки p = (z, 0) в A утворю-
ють множини U

z×V , де U – окiл точки z на
колi S, а V = {0, 1}0, а для них

U
z×V = (U × V ) \ ({z} × V̇ ) =

= (U × {0}) ∪ ((U × {1}) \ {(z, 1)}),
а у точок p = (z, 1) одноточкова множина
{p} буде околом точки p, бо {p} = {z}×{1},
а {1} – це окiл точки 1 в {0, 1}0.

3. Вичерпнiсть добутку Сiдра для
метризовних спiвмножникiв

Надалi для множини E ⊆ X × Y i точок
x ∈ X i y ∈ Y ми будемо розглядати множи-
ни

Ex = {v ∈ Y : (x, v) ∈ E}
i

Ey = {u ∈ X : (u, y) ∈ E},
якi називаються вiдповiдно вертикальним
x-перерiзом i горизонтальним y-перерiзом
множини E.

Нехай X i Y – метризовнi простори, топо-
логiчнi структури яких породженi вiдповiд-
но метриками ρ i d. Для вiдкритих множин
G i H вiдповiдно в просторах X i Y i номера
n покладемо

An(G) =

{
x ∈ G : ρ(x,X \G) ≥ 1

n

}

i

Bn(H) =

{
y ∈ H : d(y, Y \H) ≥ 1

n

}

(ми вважаємо, що ρ(x,∅) = d(y,∅) = +∞
для довiльних x ∈ X i y ∈ Y ). Для 0 ≤ δ ≤
+∞ розглянемо замкненi кулi Vδ[y] = {v ∈
Y : d(v, y) ≤ δ} i вiдкритi кулi Vδ(y) = {v ∈
Y : d(v, y) < δ} у просторi Y .

Для вiдкритої множини U в просторi P =
X ×b Y розглянемо вiдкриту множину G =
G(U) = Ub у просторi X i визначимо фун-
кцiю h = hU : G → [0, +∞], поклавши

h(x) = sup{δ ≥ 0 : Vδ[b] ⊆ Ux}.
Нехай hn = hU,n = n−1

n
h, U̇x = Ux \ {b},

X(U) = prX(U) i An(U) = An(G(U)). Вве-
демо множини

Cn(U) =
⋃

x∈X(U)

{x} ×Bn(U̇x),

Dn(U) =
⋃

x∈An(U)

{x} × Vhn(x)[b]

i
Fn(U) = Cn(U) ∪Dn(U).

Теорема 1. Для метризовних просто-
рiв X i Y , топологiї яких породжуються
вiдповiдно метриками ρ i d, вiдображення
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(U, n) 7→ Fn(U) є вичерпуванням добутку
Сiдра P = X ×b Y .

Доведення.
Для доведення замкненостi множини

Fn(U) покажемо, що замкненими є множини
Cn(U) та Dn(U).

Доведемо, що множина Cn(U) є замкне-
ною, для цього розглянемо довiльну точку
p0 = (x0, y0) з множини P \ Cn(U) i покаже-
мо, що вона входить в цю множину разом з
деяким околом.

Нехай y0 = b. Оскiльки, b /∈ U̇x для до-
вiльного x ∈ X(U), то b ∈ Y \ U̇x для таких
x. Для точки y ∈ Bn(U̇x) вiдстань d(y, b) ≥
d(y, Y \ U̇x) ≥ 1

n
. Отже, для x ∈ X(U)

({x} × V1/n(b)) ∩Bn(U̇x) = ∅.

Таким чином, ми знайшли вiдкритий окiл
W = X × V1/n(b) точки p0 в P , такий, що
W ∩ Cn(U) = ∅.

Нехай y0 6= b. Тодi для p0 = (x0, y0) мо-
жливi два випадки: x0 /∈ X(U) i x0 ∈ X(U).

Якщо x0 /∈ X(U), то множина W = {x0}×
Ẏ – вiдкритий окiл точки p0, який не пере-
тинається з Cn(U).

Якщо ж x0 ∈ X(U), то y0 /∈ Bn(U̇x0).
Множина Bn(U̇x0) замкнена в Y , значить,
множина V = Y \Bn(U̇x0) вiдкрита в Y . То-
дi W = {x0} × V – це вiдкритий окiл точки
p0, такий, що W ∩ Cn(U) = ∅.

Отже, Cn(U) замкненi для всiх n ∈ N.
Перевiримо тепер, що множина Dn(U) за-

мкнена. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ P \ Dn(U).
Припустимо спочатку, що x0 /∈ An(U). Мно-
жина An(U) замкнена в X, отже, доповне-
ння до неї X \ An(U) – вiдкрита множина
в X. Множина W = (X \ An(U)) × Y – це
окiл точки p0 в P , який не перетинається з
Dn(U).

Нехай тепер x0 ∈ An(U). Тодi y0 /∈
Vhn(x0)[b]. Множина Vhn(x0)[b] замкнена, а її
доповнення V = Y \ Vhn(x0)[b] є вiдкритою
множиною в Y . Тодi W = {x0}×V – це окiл
точки p0 в P , такий, що W ∩Dn(U) = ∅.

Перевiримо виконання умов (i) та (ii) з
означення вичерпного простору.

Покажемо, що U =
⋃∞

n=1 intFn(U). Вi-
зьмемо точку p0 = (x0, y0) ∈ U i покажемо,
що p0 ∈

⋃∞
n=1 intFn(U).

Нехай y0 6= b. Тодi x0 ∈ X(U) = prX(U)
i y0 ∈ U̇x0 . Оскiльки Bn(U̇x0) – вичерпуван-
ня множини U̇x0 , то U̇x0 =

⋃∞
n=1 intBn(U̇x0).

Тому iснує номер n, такий, що y0 ∈ V =
intBn(U̇x0). Множина V вiдкрита в Y , отже
W = {x0} × V – це окiл точки p0, причому
W ⊆ Cn(U) ⊆ Fn(U). Тому p0 ∈ intFn(U).

Нехай тепер y0 = b. Тодi p0 = (x0, b) ∈ U ,
отже x0 ∈ G(U). Оскiльки An(U) – вичер-
пування множини G(U), то iснує номер n,
такий що x0 ∈ intAn(U). Крiм того, множи-
на U вiдкрита в P . Тому iснує таке δ > 0,
що

Uδ(x0) = {x ∈ X : ρ(x, x0) < δ} ⊆ An(U)

i
Wδ(p0) = Uδ(x0)

x0×Vδ(b) ⊆ U.

Нехай x ∈ U̇δ(x0) = Uδ(x0) \ {x0}. Оскiль-
ки {x} × Vδ(b) ⊆ Wδ(p0) ⊆ U , то Vδ(b) ⊆ Ux.
Але Vδ′ [b] ⊆ Vδ(b) для кожного δ′ ∈ (0, δ).
Тому h(x) ≥ δ.

Виберемо δ0 з iнтервалу (0, δ). З того, що
m−1

m
δ → δ > δ0 при m → ∞, випливає, що

iснує номер m, такий, що m−1
m

δ ≥ δ0 i m ≥ n.
Для нього hm(x) ≥ δ0.

Таким чином, Vδ0(b) ⊆ Vhm(x)[b] для всiх
x ∈ U̇δ0(x0). Крiм того,

U̇δ0(x0) ⊆ Uδ(x0) ⊆ An(U) ⊆ Am(U)

i

Wδ0(p0) = (U̇δ0(x0)× Vδ0(b)) ∪ {p0} ⊆
⊆ (U̇δ0(x0)× Vhm(x)[b]) ∪ {p0} =

= (
⋃

x∈U̇δ0
(x0)

{x} × Vhm(x)[b]) ∪ {p0} ⊆

⊆ (
⋃

x∈Am(U)

{x} × Vhm(x)[b]) ∪ {p0} =

= Dm(U) ⊆ Fm(U).

Звiдси випливає, що p0 ∈ intFm(U).
Нехай тепер U, V – вiдкритi множини в

P , такi, що U ⊆ V . Покажемо, що Cn(U) ⊆
Cn(V ) i Dn(U) ⊆ Dn(V ).

Оскiльки U ⊆ V , то prX(U) ⊆ prX(V ),
тобто X(U) ⊆ X(V ). Крiм того, U̇x ⊆ V̇ x,

Буковинський математичний журнал. 2013. – Т. 1, № 1-2. 109



звiдки отримуємо, що Bn(U̇x) ⊆ Bn(V̇ x). От-
же, Cn(U) ⊆ Cn(V ).

Далi, маємо, що An(U) ⊆ An(V ), бо
G(U) ⊆ G(V ). Оскiльки Ux ⊆ V x, то {δ ≥
0 : Vδ[b] ⊆ Ux} ⊆ {δ ≥ 0 : Vδ[b] ⊆ V x}. От-
же, hU,n(x) ≤ hV,n(x), а тодi i VhU,n(x)[b] ⊆
VhV,n(x)[b]. Звiдси отримуємо, що

Dn(U) =
⋃

x∈An(U)

{x} × VhU,n(x)[b] ⊆

⊆
⋃

x∈An(V )

{x} × VhV,n(x)[b] = Dn(V ).

Зауважимо, що {x} × Bn(U̇x) ⊆ {x} ×
Ux ⊆ U для кожного x ∈ X(U), а то-
му Cn(U) ⊆ U . З другого боку, вiзьмемо
x ∈ An(U). Тодi точка (x, b) ∈ U , адже
An(U) ⊆ G(U). Якщо h(x) = 0, то i hn(x) =
0, бо 0 ≤ hn(x) ≤ h(x) за побудовою. Тому
{x} × Vhn(x)(b) = {x} × {b} = {(x, b)} ⊆ U .
Якщо ж 0 < h(x) < +∞, то hn(x) < h(x),
отже, iснує таке δ > 0, що Vδ[b] ⊆ Ux i
δ > hn(x). Тодi {x}×Vhn(x)[b] ⊆ {x}×Vδ[b] ⊆
{x} × Ux ⊆ U . Нарештi, при h(x) = +∞ i
hn(x) = +∞, а тому Ux = Y = Vhn(x)[b], от-
же, i тут {x}×Vhn(x)[b] ⊆ U . Це показує, що i
Dn(U) ⊆ U . Тому i Fn(U) = Cn(U)∪Dn(U) ⊆
U .

4. Неметризовнiсть площини Сiдра
Наступний результат поданий в [1] без до-

ведення. Ми дамо його тут, спираючись на
метризацiйну теорему Бiнґа [3, c. 418]: для
того, щоб топологiчний простiр був метри-
зовним, необхiдно i досить, щоб вiн був ре-
гулярним i мав σ-дискретну базу.

Теорема 2. Площина Сiдра M – неме-
тризовний простiр.

Доведення. Припустимо, що це не так
i M – метризовний простiр. Тодi за метри-
зацiйною теоремою Бiнґа, матимемо, що в
M iснує σ-дискретна база B. Виберемо такi

дискретнi системи Bn, що B =
∞⋃

n=1

Bn. Для

кожного x ∈ R розглянемо вiдкритi околи
Wx = (x − 1, x + 1)

x×[0, 1) точки px = (x, 0)
в M i виберемо такий елемент Bx ∈ B, що
px ∈ Bx ⊆ Wx. Розглянемо для кожного
n ∈ N множину An = {x ∈ R : Bx ∈ Bn}.

Оскiльки
∞⋃

n=1

Bn = B, то
∞⋃

n=1

An = R. Множи-

на R незлiченна, тому для деякого номера
m множина Am також незлiченна. Покладе-
мо B′ = {Bx : x ∈ Am} та покажемо, що i
система B′ незлiченна. Для цього розгляне-
мо деяку множину B ∈ B′ i покажемо, що
множина A = A(B) = {x ∈ Am : Bx = B}
не бiльш, нiж злiченна. Для кожного x ∈ A
iснує таке εx > 0, що множина

Vx = (x− εx, x + εx)
x×[0, εx)

мiститься в B = Bx, адже Bx є околом то-
чки px. Нехай Ux = (x− εx, x+ εx). Оскiльки
A ⊆ ⋃

x∈A

Ux i A – лiнделефовий простiр, як

пiдпростiр числової прямої R, то iснує послi-
довнiсть точок x1, x2, ..., xn, ... з A, така, що

A ⊆
∞⋃

n=1

Uxn . Доведемо, що A ⊆ {xn : n ∈ N}.
Нехай це не так, тобто iснує таке x ∈ A,
що x 6= xn для всiх n ∈ N. Виберемо та-
кий номер k, що x ∈ Uxk

. Але x 6= xk, то-
му x ∈ (xk − εxk

, xk) або x ∈ (xk, xk + εxk
).

Нехай, для певностi, x ∈ (xk − εxk
, xk). Тодi

(xk−εxk
, xk)× [0, εxk

) ⊆ Vxk
⊆ B = Bx ⊆ Wx,

що неможливо, бо точка (x,
εxk

2
) попадає в

(xk−εxk
, xk)× [0, εxk

), але не мiститься у Wx,
бо (x, y) /∈ Wx при y > 0. Отже, A ⊆ {xn :
n ∈ N}, а тому A = {xn : n ∈ N} – не бiльш,
нiж злiченна множина.

Звiдси легко вивести, що множина B′ не-
злiченна. Будемо мiркувати вiд супротивно-
го. Нехай це не так i множина B′ не бiльш,
нiж злiченна. Тодi оскiльки A(B) не бiльш,
нiж злiченна для кожного B ∈ B′ i Am =⊔
B∈B′

A(B), то Am – не бiльш, нiж злiченна,

що суперечить вибору m. Отже, B′ – незлi-
ченна множина.

Але кожний елемент B ∈ B′ є околом де-
якої точки px в M. Тому GB = intR2B 6= ∅
для всiх B з B′. Зрозумiло, що GB ⊆ B для
кожного B ∈ B′. Оскiльки B′ ⊆ Bm i система
Bm дискретна, а значить, диз’юнктна, то i
система B′ диз’юнктна, а з нею диз’юнктни-
ми будуть i множини GB при B ∈ B′. Таким
чином, {GB : B ∈ B′} – диз’юнктна вiдкри-
та незлiченна система в R2, що суперечить
сепарабельностi R2.
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5. Вичерпнiсть добутку Сiдра для
вичерпних спiвмножникiв

Тепер ми узагальнимо теорему 1.
Теорема 3. Нехай X, Y – вичерпнi про-

стори, b ∈ Y , одноточкова множина {b}
замкнена в Y i P = X ×b Y – добуток Сi-
дра. Тодi P – вичерпний простiр.

Доведення. Нехай An(U) та Bn(V ) –
зростаючi вичерпування вiдкритих множин
U i V вiдповiдно в просторах X та Y . Для
довiльної вiдкритої множини W в P покла-
демо W̃ = W \ (X × {b}). Далi покладемо

Cn(W ) =
⋃
x∈X

{x} ×Bn(W̃ x),

Sn(W ) = {x ∈ An(Wb) : W x − окiл b в Y },
Dn(W ) =

= (An(Wb)× {b}) ∪
⋃

x∈Sn(W )

{x} × Bn(W x),

i Fn(W ) = Cn(W ) ∪ Dn(W ). Покажемо, що
так побудованi множини Fn(W ) утворюють
вичерпування в P .

Одразу зауважимо, що Fn(W ) ⊆ W за
побудовою.

Перевiримо замкненiсть множини
Cn(W ). Вiзьмемо деяку точку p0 = (x0, y0)
з доповнення P \ Cn(W ) i покажемо, що
P \ Cn(W ) є її околом.

Розглянемо спочатку випадок, коли y0 =
b. Покладемо V0 = Y \ Bn(Y \ {b}) i W0 =
X × V0. Оскiльки Bn(Y \ {b}) ⊆ Y \ {b} i
множина Bn(Y \ {b}) замкнена, то V0 є око-
лом точки b в Y . Тому W0 – окiл точки p0 в
P . Покажемо, що W0∩Cn(W ) = ∅. Вiзьмемо
x ∈ X. Оскiльки W̃ x ⊆ Y \{b}, то Bn(W̃ x) ⊆
Bn(Y \{b}). Отже, Bn(W̃ x)∩V0 = ∅. А тому

Cn(W )∩W0 = (
⋃
x∈X

{x}×Bn(W̃ x))∩(X×V0) =

=
⋃
x∈X

{x} × (Bn(W̃ x) ∩ V0) = ∅.

Розглянемо тепер випадок, коли y0 6= b.
Оскiльки p0 /∈ Cn(W ), то y0 /∈ Bn(W̃ x0). От-
же, V0 = Y \Bn(W̃ x0) – вiдкритий окiл точки
y0 в Y . Тому W0 = {x0}×V0 – вiдкритий окiл
точки p0 в P , такий, що W0 ∩ Cn(W ) = ∅.

Доведемо тепер замкненiсть множини
Dn(W ). Вiзьмемо точку p0 = (x0, y0) ∈ P \
Dn(W ).

Нехай спочатку x0 ∈ Sn(W ). Тодi y0 6= b,
адже якщо y0 = b, то

p0 ∈ Sn(W )× {b} ⊆ An(Wb)× {b} ⊆ Dn(W ).

Крiм того, y0 /∈ Bn(W x0), адже p0 /∈ Dn(W ).
Множина Bn(W x0) ∪ {b} буде замкненою в
Y , як об’єднання двох замкнених множин,
а тому її доповнення V0 в Y – це вiдкри-
та множина у просторi Y . Оскiльки y0 6= b
i y0 /∈ Bn(W x0), то V0 – це вiдкритий окiл
точки y0 в Y . А значить, W0 = {x0} × V0 є
околом p0 в P , причому

W0 ∩Dn(W ) = (W0 ∩ (An(Wb)× {b}))∪

∪
⋃

x∈Sn(W )

(({x} × Bn(W x)) ∩W0) =

= ({x0} × (V0 ∩ {b})) ∪ ({x0}×
×(Bn(W x0) ∩ V0)) = ∅.

Нехай тепер x0 ∈ An(Wb) \ Sn(W ). Тодi
знову y0 6= b адже p0 /∈ Dn(W ). Крiм того,
Dn(W )∩({x0}×Y ) = {(x0, b)}. Отже, покла-
даючи V0 = Y \ {b} i W0 = {x0} × V0 мати-
мемо, що W0 ∩Dn(W ) = ∅ i W0 – вiдкритий
окiл точки p0.

Нарештi, розглянемо випадок, коли x0 /∈
An(Wb). Покладемо U0 = X \An(Wb) i W0 =
U0 × Y . Ясно, що W0 – вiдкритий окiл p0 в
P . Крiм того, Dn(W ) ⊆ An(Wb) × Y . Отже,
W0 ∩Dn(W ) = ∅.

Покажемо тепер, що
∞⋃

n=1

intFn(W ) = W .

Оскiльки Fn(W ) ⊆ W , то
∞⋃

n=1

intFn(W ) ⊆ W .

Покажемо, що виконується включення в iн-
ший бiк. Розглянемо довiльну точку p0 =
(x0, y0) ∈ W i знайдемо такий номер n, що
p0 ∈ intFn(W ).

Якщо y0 6= b, то p0 ∈ W̃ , а тому y0 ∈
W̃ x0 . Оскiльки множина W̃ x0 – вiдкрита в Y ,

то W̃ x0 =
∞⋃

n=1

intBn(W̃ x0). Тодi iснує номер

n, такий, що y0 ∈ V0 = intBn(W̃ x0). Отже,
W0 = {x0}×V0 – окiл точки p0 в P , такий, що
W0 ⊆ Cn(W ) ⊆ Fn(W ). Тому p0 ∈ intFn(W ).
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Нехай тепер y0 = b. Вiдкрита множина W
є околом точки p0 = (x0, b) в P . Тому iсну-
ють вiдкритий окiл U точки x0 в X i вiдкри-
тий окiл V точки b в Y , такi, що U

x0×V ⊆ W.
Множини U та V вiдкритi, отже,

U =
∞⋃

n=1

intAn(U) i V =
∞⋃

n=1

intBn(V ).

Тому оскiльки послiдовностi (An(U))∞n=1 i
(Bn(V ))∞n=1 зростають, то iснує номер n, та-
кий, що x0 ∈ intAn(U), i b ∈ intBn(V ). По-
кладемо U0 = intAn(U) i V0 = intBn(V ) i
W0 = U0

x0×V0).
Покажемо, що W0 ⊆ Dn(W ). Розгляне-

мо точку p = (x, y) ∈ W0. Якщо p = p0,
то x = x0 ∈ intAn(U) ⊆ An(Wb), а тому
p = (x0, b) ∈ Dn(W ). Нехай тепер p 6= p0.
Тодi p ∈ W0 \ {p0} = (U0 \ {x0}) × V0.
Отже, x 6= x0. В такому разi {x} × V0 ⊆
W0 ⊆ W . Тому W x є околом точки b, адже
W x ⊇ V0 3 b. Отже, x ∈ Sn(W ). Крiм того,
x ∈ U0 ⊆ An(U) ⊆ An(Wb). Далi, оскiльки
V ⊆ W x, то y ∈ V0 ⊆ Bn(V ) ⊆ Bn(W x).
Отже, p ∈ {x} × Bn(W x) ⊆ Dn(W ). Та-
ким чином, W0 ⊆ Dn(W ), а значить p0 ∈
intDn(W ) ⊆ intFn(W ).

Нехай G i H – вiдкритi множини в P , такi,
що G ⊆ H. Покажемо, що Cn(G) ⊆ Cn(H)
i Dn(G) ⊆ Dn(H). По-перше, оскiльки G̃x =
G \ (X × {b}) ⊆ H \ (X × {b}) = H̃x, то
Bn(G̃x) ⊆ Bn(H̃x), а отже, Cn(G) ⊆ Cn(H).

Далi, оскiльки Gb ⊆ Hb, то An(Gb) ⊆
An(Hb). Але якщо Gx є околом точки b, то
i множина Hx ⊇ Gx також є околом b. От-
же, Sn(G) ⊆ Sn(H). Крiм того, Bn(Gx) ⊆
Bn(Hx). Таким чином, Dn(G) ⊆ Dn(H).
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