
УДК 517.956.4

c©2013 р. А.О. Данилюк

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича

ПРО ВЛАСТИВОСТI ФУНДАМЕНТАЛЬНОЇ МАТРИЦI РОЗВ’ЯЗКIВ
ЗАДАЧI КОШI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОЇ СИСТЕМИ

IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Встановлено деякi властивостi фундаментальної матрицi розв’язкiв задачi Кошi для па-
раболiчної системи iнтегро-диференцiальних рiвнянь.

We establish some properties of the fundamental matrix of solutions of the Cauchy problem for
the parabolic system of integro-differential equations.

У теорiї задачi Кошi (ЗК) для рiзних
класiв параболiчних систем ключову роль
вiдiграє фундаментальна матриця розв’яз-
кiв (ФМР), за допомогою якої визначається
розв’язок задачi [1-3]. Важливим також є
встановлення властивостей ФМР, якi до-
зволяють дослiдити коректнiсть поставленої
задачi, а також становлять самостiйний iн-
терес.

У данiй статтi розглядається параболiчна
система iнтегро-диференцiальних рiвнянь з
оператором типу Фредгольма. ЗК для цi-
єї системи дослiджена в [4]. Крайова зада-
ча для параболiчної системи з iнтеграль-
ним оператором типу Вольтерри-Фредголь-
ма розглядалась в [5]. Тут встановлюються
деякi властивостi ФМР, зокрема нормаль-
нiсть, єдинiсть, зв’язок мiж коефiцiєнтами
системи та ФМР. При цьому, у порiвняннi
з властивостями ФМР для параболiчної си-
стеми диференцiальних рiвнянь [6], тут по-
трiбно накладати додатковi умови на ядро
iнтегрального оператора.

Розглянемо в Π = [0, T ]× Rn систему

L(t, x, D, K)u(t, x) ≡ ∂u

∂t
−

∑

|k|≤2b

Ak(t, x)Dk
xu−

−
∫

Rn

K(t, x, ξ)u(t, ξ)dξ = 0, (1)

У розгорненому записi система має вигляд

∂ui

∂t
=

∑

|k|≤2b

Ai1
(k1,...,kn)(t, x)

∂|k|u1

∂xk1
1 · · · ∂xkn

n

+ · · ·+

+
∑

|k|≤2b

AiN
(k1,...,kn)(t, x)

∂|k|uN

∂xk1
1 · · · ∂xkn

n

+

+
N∑

j=1

∫

Rn

Kij(t, x, ξ)uj(t, ξ)dξ,

i = 1, ..., N, |k| = k1 + ... + kn.

Нехай виконуються наступнi умови.
(I) Система (1) рiвномiрно параболiчна в

шарi Π [1].
(II) Коефiцiєнти системи Ak(t, x) визна-

ченi в шарi Π, обмеженi, неперервнi по t,
причому рiвномiрно щодо x при |k| = 2b, i
Ak ∈ C

(α)
x (Π).

(III) Iснують похiднi Dk
xAk(t, x), |k| ≤ 2b,

якi є обмеженими, неперервними по t i гель-
деровими по x рiвномiрно щодо t з показни-
ком α в Π.

(IV) Елементи ядра K = (Kij)
N
ij=1 задо-

вольняють нерiвностi [4]

|Dm
x Kij(t, x, ξ)| ≤ Cmt−

n+|m|+2b−α
2b e−cρ(t,x,ξ),

(2)
t > 0, x, ξ ∈ Rn, |m| = 0, 1,

ρ(t, τ, x, ξ) =
n∑

i=1

( |xi − ξi|
(t− τ)1/2b

)q

, q =
2b

2b− 1
,

ρ(t, x, ξ) ≡ ρ(t, 0, x, ξ).

(V) Для ФМР Z вiдповiдної параболiчної
системи та iнтегрального ядра K виконує-
ться рiвнiсть∫

Rn

K(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz =
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=

∫

Rn

Z(t, τ, x, z)K(τ, z, ξ)dz.

Остання умова забезпечує нормальнiсть
та єдинiсть ФМР ЗК для системи (1).

За умов (I), (II), (IV) iснує ФМР Γ систе-
ми (1), яка дослiджена в [4] i зображується
наступним чином

Γ(t, τ, x, ξ) = Z(t, τ, x, ξ)+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Z(t, β, x, z)R(β, τ, z, ξ)dz ≡ Z + W,

де

R(t, τ, x, ξ) =
∞∑

ν=1

Hν(t, τ, x, ξ),

Hν(t, τ, x, ξ) =

t∫

τ

dβ

∫

Rn

H1(t, β, x, z)×

×Hν−1(β, τ, z, ξ)dz, ν = 2, 3, ...,

H1(t, τ, x, ξ) = H =

∫

Rn

K(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz.

Для похiдних правильнi оцiнки [4]:

|Dk
xZ(t, τ, x, ξ)| ≤ Ck(t− τ)−

n+|k|
2b e−cρ(t,τ,x,ξ),

|Dk
xW (t, τ, x, ξ)| ≤ Ck(t− τ)−

n+|k|−α
2b ×

×
∞∑

m=1

C
′
m

m∏
p=1

2b
2b+(p−2)α

e−(cνo−ε)ρ((νo+m)t,τ,x,ξ),

|k| ≤ 2b, t > τ, x, ξ ∈ Rn, (3)

де константи C
′
m, cνo , νo визначенi в [4].

Якщо виконується умова (III), то для си-
стеми (1) iснує спряжена за Лагранжем си-
стема

L∗v(τ, ξ) ≡ −∂v

∂τ
−

∑

|k|≤2b

(−1)|k|Dk
ξ

(
Ā
′
k(τ, ξ)v

)
−

−
∫

Rn

K∗(τ, ξ, x)v(τ, x)dx = 0, (4)

K∗(τ, ξ, x) = K̄
′
(τ, x, ξ),

в якiй риска означає комплексне спряження,
а штрих – транспонування матрицi. Анало-
гiчно як i в [4] побудуємо для цiєї системи
ФМР ЗК

Γ∗(τ, t, ξ, x) = Z∗(τ, t, ξ, x)+

+

τ∫

t

dβ

∫

Rn

Z∗(τ, β, ξ, z)R∗(β, t, z, x)dz ≡ Z∗+W ∗,

де

R∗(τ, t, ξ, x) =
∞∑

ν=1

H∗
ν (τ, t, ξ, x),

H∗
ν (τ, t, ξ, x) =

τ∫

t

dβ

∫

Rn

H∗
1 (τ, β, ξ, z)×

×H∗
ν−1(β, t, z, x)dz, ν = 2, 3, ...,

H∗
1 = H∗ =

∫

Rn

K∗(τ, ξ, z)Z∗(τ, t, z, x)dz.

Враховуючи зображення (1) i (4) для опе-
раторiв L i L∗, розглянемо такий вираз для
u, v ∈ C

(1,2b)
t,x (Π):

v̄
′
Lu−(L∗v)

′
u =

∂

∂t
(v̄

′ ·u)+
n∑

i=1

∂

∂xi

Bi(v̄
′
, u)−

−v̄
′
∫

Rn

K(t, x, ξ)u(t, ξ)dξ+

∫

Rn

v̄
′
(t, ξ)K(t, ξ, x)dξ·u,

де Bi(v̄
′
, u) – бiлiнiйнi форми, якi мiстять по-

хiднi Dk
x(v̄

′ · Ak), Dk
xu з |k| ≤ 2b− 1.

Проiнтегруємо дану рiвнiсть по областi
|x| < R, R > 0, t1 ≤ t ≤ t2:

t2∫

t1

dt

∫

|x|<R

(
v̄
′
Lu− (L∗v)

′
u
)

(t, x)dx =

=

∫

|x|<R

(
v̄
′
u
)
(t, x)

∣∣t2
t1
dx+

+

t2∫

t1

dt

∫

|x|=R

n∑
i=1

Bi(v̄
′
, u)(t, x) cos(ν, xi)dSx−

−
t2∫

t1

dt

∫

|x|<R

v̄
′
(t, x)

∫

Rn

K(t, x, ξ)u(t, ξ)dξdx+
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+

t2∫

t1

dt

∫

|x|<R

∫

Rn

v̄
′
(t, ξ)K(t, ξ, x)dξ · u(t, x)dx,

де ν – зовнiшня нормаль до поверхнi |x| = R.
Спрямуємо R → ∞. Якщо бiлiнiйнi фор-

ми Bi(v̄
′
, u) досить швидко прямують до ну-

ля при |x| → ∞, то з попередньої рiвностi
одержимо

t2∫

t1

dt

∫

Rn

(
v̄
′
Lu− (L∗v)

′
u
)

(t, x)dx =

=

∫

Rn

(
v̄
′
u
)
(t, x)

∣∣t2
t1
dx−

−
t2∫

t1

dt

∫

Rn

v̄
′
(t, x)

∫

Rn

K(t, x, ξ)u(t, ξ)dξdx+

+

t2∫

t1

dt

∫

Rn

∫

Rn

v̄
′
(t, ξ)K(t, ξ, x)dξ · u(t, x)dx.

Очевидно, що останнi два iнтеграли рiвнi,
якщо в одному з них змiнити порядок iн-
тегрування. Тому остаточно одержимо таку
формулу

t2∫

t1

dt

∫

Rn

(
v̄
′
Lu− (L∗v)

′
u
)

(t, x)dx =

=

∫

Rn

(
v̄
′
u
)
(t, x)

∣∣∣
t2

t1
dx. (5)

Наслiдок. Якщо u i v – розв’язки одно-
рiдних систем Lu = 0 i L∗v = 0 вiдповiдно,
то iнтеграл

∫

Rn

(
v̄
′
u
)
(t, x)dx

не залежить вiд t.
Встановимо далi властивостi ФМР ЗК

Γ(t, τ, x, ξ).
10. Якщо виконується умова (V), то ФМР

ЗК Γ є нормальною, тобто матриця

Γ∗(τ, t, ξ, x) = Γ̄
′
(t, τ, x, ξ) (6)

по аргументах (τ, ξ) є ФМР ЗК для спряже-
ної до (1) системи (4).

Доведення. Враховуючи конструкцiї
ФМР, достатньо показати, що

W ∗(τ, t, ξ, x) = W̄
′
(t, τ, x, ξ).

Розглянемо спочатку

H∗(τ, t, ξ, x) =

∫

Rn

K∗(τ, ξ, z)Z∗(τ, t, z, x)dz =

=

∫

Rn

K̄
′
(τ, z, ξ)Z̄

′
(t, τ, x, z)dz =

=

∫

Rn

(Z(t, τ, x, z)K(τ, z, ξ))
′
dz =

=

(∫

Rn

K(t, x, z)Z(t, τ, z, ξ)dz

)′

= H̄
′
(t, τ, x, ξ).

Тут ми скористались властивiстю спряже-
них матриць та умовою (V). Використовую-
чи метод iндукцiї, для повторних ядер вста-
новлюємо рiвностi

H∗
ν (τ, t, ξ, x) =

=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

H̄
′
1(β, τ, z, ξ)H̄

′
ν−1(t, β, x, z)dz =

=

( t∫

τ

dβ

∫

Rn

Hν−1(t, β, x, z)H1(β, τ, z, ξ)dz

)′

=

= H̄
′
ν(t, τ, x, ξ), ν = 2, 3, ...

Отже,

R∗(τ, t, ξ, x) =
∞∑

ν=1

H∗
ν =

∞∑
ν=1

H̄
′
ν = R̄

′
(t, τ, x, ξ).

Тодi
W ∗(τ, t, ξ, x) =

=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Z̄
′
(β, τ, z, ξ)R̄

′
(t, β, x, z)dz =

=

t∫

τ

dβ

∫

Rn

(R(t, β, x, z)Z(β, τ, z, ξ))
′
dz ≡
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≡ (R ∗ ∗Z)
′
.

У скорочених позначеннях за допомогою
оператора символiчної згортки розглянемо
детальнiше вираз

R ∗ ∗Z =
∞∑

ν=1

Hν ∗ ∗Z =

= H1 ∗ ∗Z +
∞∑

ν=2

(
H1 ∗ ∗Hν−1

) ∗ ∗Z.

З умови (V) випливає, що

H1 ∗ ∗Z =

t∫

τ

dβ

∫

Rn

∫

Rn

Z(t, β, x, z)×

×K(β, z, y)Z(β, τ, y, ξ)dzdy = Z ∗ ∗H1. (7)

Скористаємось далi асоцiативнiстю опе-
ратора символiчної згортки i рiвнiстю (7)
∞∑

ν=2

(
H1 ∗∗Hν−1

)∗∗Z =
∞∑

ν=2

(
Hν−1 ∗∗H1

)∗∗Z =

=
∞∑

ν=2

Hν−1 ∗ ∗
(
H1 ∗ ∗Z

)
=

=
∞∑

ν=2

Hν−1∗∗
(
Z∗∗H1

)
=

∞∑
ν=2

(
Hν−1∗∗Z

)∗∗H1 =

= Z ∗ ∗
( ∞∑

ν=2

Hν−1 ∗ ∗H1

)
.

Тут останнiй перехiд правильний, оскiльки

Hν−1 ∗ ∗Z =

=
(···((H1 ∗ ∗H1) ∗ ∗H1

) ∗ ∗ · · ·∗ ∗H1︸ ︷︷ ︸
ν−1

) ∗ ∗Z=

=Z ∗ ∗(H1 ∗ ∗
(
H1 ∗ ∗ · · · ∗ ∗(H1 ∗ ∗H1)···

)
︸ ︷︷ ︸

ν−1

)
=

= Z ∗ ∗Hν−1.

Отже,

R ∗ ∗Z = Z ∗ ∗H1+Z ∗ ∗
( ∞∑

ν=2

Hν−1 ∗ ∗H1

)
=

= Z ∗ ∗
∞∑

ν=1

Hν = Z ∗ ∗R,

тому

W ∗(τ, t, ξ, x) = (R ∗ ∗Z)
′
=

= (Z ∗ ∗R)
′
= W̄

′
(t, τ, x, ξ).

А це означає, що твердження про нормаль-
нiсть ФМР ЗК Γ вiрне.

20. Iснує тiльки одна нормальна ФМР ЗК
Γ, що задовольняє нерiвностi (3).

Доведення. Нехай Γ1 i Γ2 – двi нормальнi
ФМР ЗК. Тодi поклавши в (5) v(β, y) =
Γ∗1(β, t, y, x), u(β, y) = Γ2(β, τ, y, ξ), скори-
ставшись рiвнiстю (6) i наслiдком з формули
Грiна, одержимо, що iнтеграл
∫

Rn

Γ1(t, β, x, y)Γ2(β, τ, y, ξ)dy = Φ(t, τ, x, ξ)

не залежить вiд β. Згiдно з означенням
ФМР ЗК Γ1, Γ2 маємо

lim
β→t

∫

Rn

Γ1(t, β, x, y)Γ2(β, τ, y, ξ)dy =

= Γ2(t, τ, x, ξ) = Φ,

lim
β→τ

∫

Rn

Γ1(t, β, x, y)Γ2(β, τ, y, ξ)dy =

= Γ1(t, τ, x, ξ) = Φ,

тобто Γ1 = Γ2.
30. ФМР ЗК Γ задовольняє функцiо-

нальне рiвняння

Γ(t, τ, x, ξ) =

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)Γ(β, τ, y, ξ)dy,

(8)
τ < β < t, x, ξ ∈ Rn.

Доведення. Розглянемо розв’язок ЗК
u1 = Γ(t, τ, x, ξ) з початковою умовою
u1|t=β = Γ(β, τ, x, ξ). З iншого боку, розв’я-
зок u2 =

∫
Rn

Γ(t, β, x, y)Γ(β, τ, y, ξ)dy теж

задовольняє початкову умову u2|t=β =
Γ(β, τ, x, ξ). За теоремою єдиностi в класi
обмежених функцiй u1 = u2, тобто вико-
нується рiвнiсть (8).

40. Правильнi наступнi рiвностi

lim
τ→t

1

t− τ

(∫

Rn

Γ(t, τ, x, ξ)dξ − E

)
=
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= A(0,...,0)(t, x) +

∫

Rn

K(t, x, ξ)dξ, (9)

lim
τ→t

1

t− τ

∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy =

= r1! · ... · rn!A(r1,...,rn)(t, x), (10)

де E – одинична матриця порядку N ,
0 < |r| ≤ 2b.

Якщо ядро K задовольняє нерiвностi (2),
то рiвнiсть (10) правильна тiльки при
|r| = 2b . У випадку |r| < 2b, (10) вико-
нується за умови, що

|Dm
x K(t, x, ξ)| ≤ Cmt−

n+|m|−α
2b e−cρ(t,x,ξ), (11)

t > 0, x, ξ ∈ Rn, |m| = 0, 1.

Доведення. Встановимо рiвнiсть (9). Не-
хай 0 < ε < t − τ . Скористаємось форму-
лою Грiна (5), в якiй покладемо u(β, ξ) =
E, v(β, ξ) = Γ∗(β, t, ξ, x), t1 = τ, t2 =
t − ε. Оскiльки L∗Γ∗(β, ξ) = 0, LE(β, ξ) =

−A0(β, ξ)− ∫
Rn

K(β, ξ, y)dy, а (Γ∗(β, t, ξ, x))
′
=

Γ(t, β, x, ξ) на основi (6), то будемо мати

−
t−ε∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, ξ)A0(β, ξ)dξ−

−
t−ε∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, ξ)

∫

Rn

K(β, ξ, y)dydξ =

=

∫

Rn

Γ(t, t− ε, x, ξ)dξ −
∫

Rn

Γ(t, τ, x, ξ)dξ.

Спрямуємо ε → 0, одержимо

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, ξ)A0(β, ξ)dξ+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, ξ)

∫

Rn

K(β, ξ, y)dydξ =

=

∫

Rn

Γ(t, τ, x, ξ)dξ − E.

На пiдставi теореми про середнє значення
маємо

(t− τ)

∫

Rn

Γ(t, θ, x, ξ)A0(θ, ξ)dξ+

+(t− τ)

∫

Rn

Γ(t, θ, x, ξ)

∫

Rn

K(θ, ξ, y)dydξ =

=

∫

Rn

Γ(t, τ, x, ξ)dξ − E, τ < θ < t,

звiдки подiливши обидвi частини рiвностi на
t − τ i перейшовши до границi, одержимо
рiвнiсть (9).

Для доведення спiввiдношення (10) по-
кладемо у формулi Грiна (5) t1 = τ, t2 = t−ε,

u(β, y) =
n∏

i=1

(yi − xi)
ri , v(β, y) = Γ∗(β, t, y, x).

Одержимо

t−ε∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t,β, x,y)L(β, y,D,K)
n∏

i=1

(yi− xi)
ridy=

=

∫

Rn

Γ(t, t− ε, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy−

−
∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy.

Звiдси згiдно з властивiстю δ-подiбностi
ФМР ЗК, спрямувавши ε → 0, маємо

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)L(β, y,D,K)
n∏

i=1

(yi−xi)
ridy=

= −
∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy. (12)

Розглянемо тепер

L(β, y, D, K)
n∏

i=1

(yi − xi)
ri =

= −
∑

|k|≤2b

Ak(β, y)Dk
y

n∏
i=1

(yi − xi)
ri−
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−
∫

Rn

K(β, y, ξ)
n∏

i=1

(ξi − xi)
ridξ. (13)

Очевидно, що

Dk
y

n∏
i=1

(yi − xi)
ri =

=





r1! · ... · rn!, якщо ∀i ∈ {1, ..., n} : ki = ri;
0, якщо ∃i ∈ {1, ..., n} : ki > ri;
n∏

i=1

ri(ri − 1)... (ri − ki + 1)(yi − xi)
ri−ki ,

якщо ∃j ∈{1, ..., n} : kj < rj,
∀l ∈ {1, ..., n} : kl ≤ rl.

Тому

∑

|k|≤2b

Ak(β, y)Dk
y

n∏
i=1

(yi − xi)
ri =

= r1! · ... · rn!Ar(β, y) + Jr(β, y, x), (14)

де
Jr(β, y, x) ≡

∑

k∈Zn
r

Ak(β, y)×

×
n∏

i=1

ri(ri − 1)...(ri − ki + 1)(yi − xi)
ri−ki ,

Zn
r ≡

{
k = (k1, ..., kn) ∈ Zn

+

∣∣ |k| ≤ 2b,

∃j∈{1,..., n} : kj < rj, ∀l∈{1,..., n} : kl ≤ rl} .

З урахуванням (13) та (14) рiвнiсть (12) за-
пишеться у виглядi

∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy =

= r1! · ... · rn!

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)Ar(β, y)dy+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)Jr(β, y, x)dy+

+

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)

∫

Rn

K(β, y, ξ)×

×
n∏

i=1

(ξi − xi)
ridξdy ≡ I1 + I2 + I3. (15)

Оцiнимо I2, використовуючи оцiнки (3)
для ФМР Γ, обмеженiсть коефiцiєнтiв згi-
дно з умовою (II) i те, що iнтеграл типу∫
Rn

|z|me−c|z|qdz є збiжним:

|I2(t, τ, x)| ≤ C

t∫

τ

dβ

∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

×

×
∑

k∈Zn
r

|y−x||r−k|dy ≤ C
∑

k∈Zn
r

t∫

τ

(t−β)
|r−k|

2b dβ×

×
∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

( |y − x|
(t− β)1/2b

)|r−k|
dy ≤

≤ C
∑

k∈Zn
r

(t− τ)
|r−k|

2b
+1, t > τ, x ∈ Rn.

(16)
Для оцiнки I3 оцiнимо спочатку внутрiшнiй
iнтеграл, враховуючи нерiвностi (2):

∣∣∣∣
∫

Rn

K(β, y, ξ)
n∏

i=1

(ξi − xi)
ridξ

∣∣∣∣ ≤

≤ C

∫

Rn

e−cρ(β,y,ξ)

β
n+2b−α

2b

|ξ − x||r|dξ ≤

≤ C

∫

Rn

e−cρ(β,y,ξ)

β
n+2b−α

2b

(|ξ − y|+ |y − x|)|r| dξ =

=

∫

K

· · ·+
∫

Rn/K

· · · ≡ M1 + M2.

Тут ми скористалися нерiвнiстю трикутника
i розбили iнтеграл на два iнтеграли, де

K = {ξ ∈ Rn : |ξ − y| ≤ |y − x|}.
Тодi

M1 ≤ C1|y − x||r|β− 2b−α
2b

∫

Rn

e−cρ(β,y,ξ)

β
n
2b

dξ ≤

≤ C1β
− 2b−α

2b |y − x||r|,

M2≤C2

∫

Rn

e−cρ(β,y,ξ)

β
n
2b

( |ξ − y|
β

1
2b

)|r|
dξβ

|r|−2b+α
2b ≤
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≤ C2β
|r|−2b+α

2b .

Остаточно одержимо
∣∣∣∣
∫

Rn

K(β, y, ξ)
n∏

i=1

(ξi − xi)
ridξ

∣∣∣∣ ≤

≤ C1β
− 2b−α

2b |y − x||r| + C2β
|r|−2b+α

2b ,

x, y ∈ Rn, τ < β < t.

З урахуванням даної нерiвностi iнтеграл I3

оцiниться
|I3(t, τ, x)| ≤

≤ C1

t∫

τ

dβ

∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

β−
2b−α

2b |y − x||r|dy+

+C2

t∫

τ

dβ

∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

β
|r|−2b+α

2b dy ≤

≤ C1

t∫

τ

dβ

β
2b−α

2b

(t− β)
|r|
2b×

×
∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

( |y − x|
(t− β)1/2b

)|r|
dy+

+C2

t∫

τ

β
|r|−2b+α

2b dβ

∫

Rn

e−cρ(t,β,x,y)

(t− β)
n
2b

dy ≤

≤ C1(t−τ)
|r|
2b

(
t

α
2b − τ

α
2b

)
+C2

(
t
|r|+α

2b − τ
|r|+α

2b

)
,

(17)
t > τ, x ∈ Rn.

У результатi рiвнiсть (15), враховуючи (16)
i (17), можна записати у виглядi

∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy =

= r1! · ... · rn!

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)Ar(β, y)dy+

+O

(∑

k∈Zn
r

(t−τ)
|r−k|

2b
+1

)
+O

(
(t−τ)

|r|
2b (t

α
2b−τ

α
2b )

)
+

+O

(
t
|r|+α

2b − τ
|r|+α

2b

)
, |r| = 2b.

У випадку, коли |r| < 2b, рiвнiсть (15) на
основi нерiвностi (11) набере вигляду

∫

Rn

Γ(t, τ, x, y)
n∏

i=1

(yi − xi)
ridy =

= r1! · ... · rn!

t∫

τ

dβ

∫

Rn

Γ(t, β, x, y)Ar(β, y)dy+

+O

(∑

k∈Zn
r

(t− τ)
|r−k|

2b
+1

)
+

+O

(
(t− τ)

|r|
2b

(
t

α
2b

+1 − τ
α
2b

+1
))

+

+O

(
t
|r|+α

2b
+1 − τ

|r|+α
2b

+1

)
.

Подiливши обидвi частини цих рiвностей на
t − τ i перейшовши до границi при τ → t,
одержимо (10).
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