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Îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè áàçèñíîñòi äåÿêèõ ñèñòåì ó ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé, ùî íàäiëåíi íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå

Necessary and su�cient conditions basis of some systems in space of sequences which to
allotment topology of Kete is obtained.

Íåõàé E � âåêòîðíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíî-
ñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ìiñòèòü ïðîñòið
óñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à Eα � ïðî-
ñòið âçà¹ìíèé çà Êåòå äî ïðîñòîðó E, òîáòî

Eα = {v : pv(x) =
∞∑

k=0

|xkvk| < +∞,

∀x = (xk) ∈ E}.
Íîðìàëüíà òîïîëîãiÿ ν íà E âèçíà÷à¹òüñÿ
íàáîðîì ïåðåäíîðì {pv : v ∈ Eα}. Ïðîñòið E
íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëèì, ÿêùî (Eα)α = E.
Ïðîñòið (E, ν) � ïîâíèé òîäi é òiëüêè òî-
äi, êîëè E � äîñêîíàëèé. Ñèñòåìà îðòiâ
{en :≥ 0}, äå en = (δkn)∞k=0, à δkn � ñèì-
âîë Êðîíåêåðà, óòâîðþ¹ àáñîëþòíèé áàçèñ ó
ïðîñòîði (E, ν). Áàçèñ {xn} ïðîñòîðó (E, ν)
íàçèâà¹òüñÿ åêâiâàëåíòíèì äî áàçèñó {en},
ÿêùî iñíó¹ içîìîðôiçì L ïðîñòîðó (E, ν) òà-
êèé, ùî Len = xn, n = 0, 1, ....

Íåõàé (αn)� ôiêñîâàíà ïîñëiäîâíiñòü êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë. Ó öié ñòàòòi âèâ÷àþòüñÿ íå-
îáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùî ñèñòåìè
{sn =

n∑
k=0

αkek}∞n=0 i {rn =
∞∑

k=n

αkek}∞n=0 óòâî-
ðþþòü ó ïðîñòîði (E, ν) áàçèñ, ùî åêâiâàëåí-
òíèé äî áàçèñó ç îðòiâ.

Íàâåäåìî êàíîíi÷íå çîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ
íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòî-
ðàõ ïîñëiäîâíîñòåé [1].

Òâåðäæåííÿ. Íåõàé E � äîñêîíàëèé
âåêòîðíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé êîì-
ïëåêñíèõ ÷èñåë. Òîäi çàãàëüíèé âèãëÿä ëi-
íiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ L, ùî äiþòü

â (E, ν), äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Lx =
∞∑

n=0

xnan,

äå x = (xn) ∈ E, an ∈ E, n = 0, 1, ... i âèêî-
íó¹òüñÿ óìîâà

(pv(an)) ∈ Eα ∀v ∈ Eα.

Ïðèïóñòèìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë (αn) òàêà, ùî âiäïîâiäíà ñè-
ñòåìà {sn} óòâîðþ¹ â äîñêîíàëîìó ïðîñòî-
ði (E, ν) áàçèñ, ùî åêâiâàëåíòíèé äî áàçè-
ñó ç îðòiâ. Òîäi iñíó¹ içîìîðôiçì L ïðîñòî-
ðó (E, ν) òàêèé, ùî Len = sn, n = 0, 1, ....
Îñêiëüêè L ¹ íåïåðåðâíèì, òî çãiäíî ç òâåð-
äæåííÿì (pv(sn)) ∈ Eα ∀v ∈ Eα, òîáòî

(
n∑

k=0

αkvk) ∈ Eα ∀v ∈ Eα. (1)

Çâiäñè é âëàñòèâîñòi íîðìàëüíîñòi ïðîñòîðó
Eα çîêðåìà âèïëèâà¹ , ùî

(αnvn) ∈ Eα ∀v ∈ Eα. (2)

Îñêiëüêè îïåðàòîð L ¹ ií'¹êòèâíèì, òî

αn 6= 0, n = 0, 1, .... (3)

Íåõàé L−1 � îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî L .
Iíäóêöi¹þ çà n ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó,
ùî

L−1e0 = α−1
0 e0, L−1en =

= α−1
n (en − en−1), n = 1, 2, ....
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Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà L−1 âèïëè-
âà¹, ùî

α−1
n vn ∈ Eα ∀v ∈ Eα. (4)

Íàâïàêè, ïîêàæåìî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâ
(1)-(4) ñèñòåìà {sn} óòâîðþ¹ â (E, ν) áàçèñ,
ÿêèé åêâiâàëåíòíèé äî {en}. Äëÿ öüîãî ðîç-
ãëÿíåìî îïåðàòîð L, ùî äi¹ â (E, ν) çà ïðàâè-
ëîì: Lx =

∞∑
n=0

xnsn, äå x = (xn) ∈ E . Îñêiëü-
êè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1), òî çãiäíî ç òâåð-
äæåííÿì, îïåðàòîð L ëiíiéíî é íåïåðåðâíî
äi¹ â (E, ν). Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð L−1, ùî äi¹
â (E, ν) çà ïðàâèëîì:

L−1x = α−1
0 x0e0+

∞∑
n=1

α−1
n xn(en − en−1), x = (xn) ∈ E.

Ç óìîâ (1), (2), (4) i âëàñòèâîñòi íîðìàëü-
íîñòi ïðîñòîðó Eα âèïëèâà¹, ùî L−1 íåïå-
ðåðâíî äi¹ â (E, ν) . Çðîçóìiëî, ùî îïåðà-
òîð L−1 îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà L. Îñêiëüêè
Len = sn, n = 0, 1, ..., òî ñèñòåìà {sn} äiéñíî
óòâîðþ¹ áàçèñ â (E, ν), ùî åêâiâàëåíòíèé äî
{en}.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîñêîíàëèõ ïðîñòî-
ðiâ E óìîâè (1), (2) i (4) â ñóêóïíîñòi ðiâíî-
ñèëüíi äî íàñòóïíèõ:

(
∞∑

k=n

|xk|) ∈ E ∀x = (xn) ∈ E (5)

(αnxn) ∈ E, (α−1
n xn) ∈ E (6)

∀x = (xn) ∈ E.

Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíà
Òåîðåìà 1. Íåõàé E � äîñêîíàëèé âå-

êòîðíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë i (αn) � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Äëÿ òîãî ùîá ñèñòå-
ìà {sn =

n∑
k=0

αkek} óòâîðþâàëà â ïðîñòîði
(E, ν) áàçèñ, ùî åêâiâàëåíòíèé äî {en}, íå-
îáõiäíî é äîñèòü, ùîá âèêîíóâàëèñÿ óìîâè
(3), (5) i (6).

Àíàëîãi÷íî ÿê i òåîðåìà 1 äîâîäèòüñÿ òå-
îðåìà 2.

Òåîðåìà 2. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðå-
ìè 1 ñèñòåìà {rn =

∞∑
k=n

αkek} òîäi é òiëüêè
òîäi óòâîðþ¹ â ïðîñòîði (E, ν) áàçèñ, ùî
åêâiâàëåíòíèé äî {en}, êîëè âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (3), (6) i

(
n∑

k=0

|xk|) ∈ E ∀x = (xn) ∈ E. (7)

Çàóâàæåííÿ 1. Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè
1 âiäçíà÷àëîñÿ, ùî äëÿ äîñêîíàëîãî ïðîñòî-
ðó E óìîâà (5) ðiâíîñèëüíà òîìó, ùî

(
n∑

k=0

|vk|) ∈ Eα, ∀v ∈ Eα. (8)

Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâè (3) i (6) ðiâ-
íîñèëüíi òîìó, ùî äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð
A, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ Ax =
∞∑

n=0

αnxnen, ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó (E, ν).
Îñêiëüêè óìîâè (5) i (7) íå ìîæóòü îäíî-

÷àñíî âèêîíóâàòèñÿ äëÿ æîäíîãî äîñêîíàëî-
ãî ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé, òî ç òåîðåì 1 i
2 âèïëèâà¹ íàñëiäîê

Íàñëiäîê 1. Íå iñíó¹ äîñêîíàëîãî âå-
êòîðíîãî ïðîñòîðó ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëå-
êñíèõ ÷èñåë E i ïîñëiäîâíîñòi êîìïëåêñíèõ
÷èñåë (αn) òàêî¨, ùîá âiäïîâiäíi ñèñòåìè
{sn} i {rn} îäíî÷àñíî óòâîðþâàëè áàçèñè â
(E, ν), ùî åêâiâàëåíòíi äî {en}.

Âðàõîâóþ÷è ïðèðîäíèé içîìîðôiçì
îñíîâíèõ ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié i
âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé (äèâ.
[2-4]) ëåãêî ïåðåôîðìóëþâàòè òåîðåìè 1
i 2 äëÿ âèïàäêó ïðîñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ
ôóíêöié.

Òàêèì ñïîñîáîì ìè îäåðæèìî êðèòåði¨
òîãî, ùî ñèñòåìè ïîñëiäîâíèõ ÷àñòèííèõ
ñóì

{Sn(z) =
n∑

k=0

αkz
k}

i ïîñëiäîâíèõ çàëèøêiâ

{Rn(z) =
∞∑

k=n

αkz
k}
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äåÿêî¨ àíàëiòè÷íî¨ ôóíêöi¨ f(z) =
∞∑

k=0

αkz
k

óòâîðþþòü êâàçiñòåïåíåâèé ó ðîçóìiííi
Ì.Ã. Õàïëàíîâà áàçèñ ó ïðîñòîði àíàëiòè÷-
íèõ ôóíêöié H.

Íå çóïèíÿþ÷èñü íà ôîðìóëþâàííÿõ âiä-
ïîâiäíèõ òâåðäæåíü, çàóâàæèìî, ùî äëÿ
ïðîñòîðiâ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó êðóãîâèõ
îáëàñòÿõ, íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè êâà-
çiñòåïåíåâî¨ áàçèñíîñòi âêàçàíèõ âèùå ñè-
ñòåì, áóëè îäåðæàíi ìàòðè÷íèì ìåòîäîì
Ì.Ã.Õàïëàíîâèì [5].

Íåõàé vσ (âiäïîâiäíî vσ) � ïðîñòið ôóí-
êöié, ùî çîáðàæàþòüñÿ ðÿäàìè Äiðiõëå âè-
ãëÿäó f(z) =

∞∑
n=0

αneλnz, äå (λn) � ïîñëiäîâ-
íiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, ÿêà ìîíîòîííî çðî-
ñòà¹ i ïðÿìó¹ äî∞, ïðè÷îìó lim

n→∞
lnn
λn

= 0, i ¹
àíàëiòè÷íèìè â ïiâïëîùèíàõ Rez < σ (âiä-
ïîâiäíî Rez ≤ σ ) (äèâ.[6]). Âèêîðèñòîâóþ-
÷è içîìîðôiçì ïðîñòîðiâ vσ òà vσ i âiäïîâiä-
íèõ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ
÷èñåë [6], ç òåîðåì 1 i 2 îäåðæó¹ìî êðèòåði¨
òîãî, ùî ñèñòåìè ôóíêöié

{Sn(z) =
n∑

k=0

αke
λkz}∞n=0

(âiäïîâiäíî

{Rn(z) =
∞∑

k=n

αke
λkz}∞n=0)

óòâîðþþòü êâàçiñòåïåíåâi áàçèñè ó âiäïîâiä-
íèõ ïðîñòîðàõ. Öi óìîâè ïîçíà÷àòèìåìî ÷å-
ðåç A) (âiäïîâiäíî B)). Íàâåäåìî öi êðèòåði¨
(óìîâà αn 6= 0 ñêðiçü íå íàâîäèòüñÿ.)

I.H = vσ,

A)0 < σ < +∞i lim
n→∞

|αn|
1

λn = 1,

àáî σ = +∞ i

0 < lim
n→∞

|αn|
1

λn ≤ lim
n→∞

|αn|
1

λn < +∞;

B)−∞ < σ ≤ 0 i lim
n→∞

|αn|
1

λn = 1.
II.H = vσ,

A)0 ≤ σ < +∞i lim
n→∞

|αn|
1

λn = 1,

B)−∞ < σ < 0 i lim
n→∞

|αn|
1

λn = 1

àáî σ = −∞ i

0 < lim
n→∞

|αn|
1

λn ≤ lim
n→∞

|αn|
1

λn < +∞.

Ðåçóëüòàòè ïðèêëàäiâ I i II äëÿ âèïàäêó
σ = 0 áóëè îäåðæàíi ìàòðè÷íèì ìåòîäîì
Ì.Ã. Õàïëàíîâèì ó [6].
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