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ÐÎÇÂ'ßÇÊÈ IHÒÅÃÐÎ-ÄÈÔÅÐÅHÖIÀËÜHÈÕ ÐIÂHßHÜ Ó ÊËÀÑÀÕ
ÔÓHÊÖIÉ IÇ ÑÒÅÏÅHÅÂÈÌÈ ÎÑÎÁËÈÂÎÑÒßÌÈ

Âñòàíîâëåíi óìîâè iñíóâàííÿ pîçâ'ÿçêó iíòåãpî-äèôåpåíöiàëüíîãî piâíÿííÿ, ùî ¹ óçà-
ãàëüíåííÿì íåëiíiéíîãî iíòåãpàëüíîãî piâíÿííÿ òèïó Ãàììåpøòåéíà, â êëàñi ôóíêöié, ÿêi
ìàþòü òî÷êîâi îñîáëèâîñòi.

The existence of the solution of the integro-di�erential equation, being the generalization of
nonlinear integral equation of Hammershtein type, in the class of the function, having the point
singularities is established.

Håõàé Ω-îáëàñòü â Rn, n > 3 îáìåæåíà
çàìêíåíîþ ïîâåpõíåþ S êëàñó C∞, D(Ω̄) =
C∞(Ω̄), D(S) = C∞(S), D′(Ω̄), D′(S) � ïpî-
ñòîpè ëiíiéíèõ íåïåpåpâíèõ ôóíêöiîíàëiâ
íà D(Ω̄) i D(S) âiäïîâiäíî.

Håõàé x0 ∈ Ω̄, ρ(x, x0) � íåâiä'¹ìíà
íåñêií÷åííî äèôåpåíöiéîâíà â Ω̄ ôóíêöiÿ,
ρ(x0, x0) = 0, à â îêîëi òî÷êè x0 ìà¹ ïîpÿ-
äîê d(x, x0) = |x− x0|, ρ(x, x0) 6 ρ1, x ∈ Ω.

Äëÿ p ∈ R âèçíà÷åíî [1] ïpîñòîpè

Z̃p(Ω̄, x0) =

{
ϕ ∈ C∞ (

Ω̄\x0

)
: ρ|γ|(x, x0)

Dγϕ(x) = ρp(x, x0) hγ(x), hγ ∈ C(Ω̄)

äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ

}
,

Zp(Ω̄, x0) =

{
ϕ ∈ C∞(Ω̄\x0) : |Dγϕ(x)| 6

(
ρp−|γ|(x, x0) + 1

)
hγ(x), hγ ∈ C(Ω̄) äëÿ äî-

âiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ

}
.

Ââåäåìî êëàñ ôóíêöié:

m̃r
k(Ω̄, x0) =

{
u : u ∈ Cr(Ω̄\x0) :

‖u‖m̃r
k(Ω̄,x0) =

∑

|γ|6r

‖u‖k,γ,x0 =

=
∑
|γ|6r

∫
Ω

ρk+|γ|(x, x0) |Dγ
xu(x)| dx < +∞

}
.

Çàóâàæèìî, ùî mr
k2

(Ω̄, x0) ⊂ mr
k1

(Ω̄, x0),

ÿêùî k2 < k1, m̃r
k,C(Ω̄, x0) =

{
u ∈ m̃r

k(Ω̄, x0) :

‖u‖m̃r
k(Ω̄,x0) 6 C

}
� çàìêíåíà oïóêëà ïiäìíî-

æèíà â m̃r
k(Ω̄, x0).

Ëåìà. Håõàé p > −n, K(•, y) ∈ Zp(Ω̄, y)
äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Ω̄ i ¹ pîçâ'ÿçêîì piâíÿ-
ííÿ A(x,D)K(x, y) = 0, x ∈ Ω, x 6= y, äå
A � åëiïòè÷íèé äèôåpåíöiàëüíèé îïåpàòîp
ç íåñêií÷åííî äèôåpåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹í-
òàìè ïîpÿäêó 2m 6 p + n, ϕ ∈ Z̃k(Ω̄, x0),
x0 ∈ Ω̄, k > −n.

Òîäi
∫
Ω

ϕ(x) K(x, •) dx ∈ Zk+p+n(Ω̄, x0),

x0 ∈ Ω̄.
Ëåìà äîâîäèòüñÿ ÿê âiäïîâiäíå òâåpäæå-

ííÿ äëÿ ñïpÿæåíèõ îïåpàòîpiâ Ãpiíà â [1].

Håõàé Dαu =

(
∂|α|

∂xα1
1 ...∂xαn

n

)
, |α| = α1 +

... + αn 6 r, z = (z1, ..., zM), M � ïåâíå
íàòópàëüíå ÷èñëî. Ôóíêöiÿ f = f(y, u, z)
âèçíà÷åíà é íåïåpåpâíà ïpè y ∈ Ω̄, u ∈
(−∞; +∞), zi ∈ (−∞; +∞), i = 1,M .

Ç'ÿñócìî, çà ÿêèõ óìîâ iñíó¹ pîçâ'ÿçîê ó
m̃r

k(Ω̄, x0), k > 0 piâíÿííÿ

u(x) =

∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy+g(x),

(1)
x ∈ Ω.

Òåîpåìà 1. Håõàé p > −n, K(•, y) ∈
Z̃p(Ω̄, y), y ∈ Ω̄, K(•, y) ¹ pîçâ'ÿçêîì piâ-
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íÿííÿ A(x,D)K(x, y) = 0, x ∈ Ω, x 6= y,
äå A � åëiïòè÷íèé äèôåpåíöiàëüíèé îïåpà-
òîp ç íåñêií÷åííî äèôåpåíöiéîâíèìè êîå-
ôiöi¹íòàìè ïîpÿäêó 2m 6 p + n; ôóíêöiÿ
f(y, u, z) âèçíà÷åíà é íåïåðåðâíà äëÿ y ∈ Ω̄,
u ∈ (−∞; +∞), zi ∈ (−∞; +∞) ìàéæå
äëÿ âñiõ y ∈ Ω äèôåðåíöiéîâàíà çà u, zi,
i = 1,M , iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi C0,
C1, C ′

1, C2, C̃α, |α| 6 r, r 6 2m − 1, ùî
g ∈ m̃k,C1(Ω̄), gxj

∈ m̃k−1,C′1(Ω̄), j = 1, n, äëÿ
äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C > max(C0, 2C1)

∫

Ω

|f(y, u(y), Dαu(y))| dy 6 C2, (2)

u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0), ïpè÷îìó

2
∑

|γ|6r

Lγρ
k+|γ|
1 C2 < C, äå ρ1 = max

x∈Ω̄
ρ(x, x0),

Lγ = max
y∈Ω̄

∫

Ω

|Dγ
xK(x, y)| dx.

|f ′u(y, u(y), Dαu(y))| 6 C0ρ
k(y, x0), (3)

u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0),

|f ′Dαu(y, u, Dαu)| 6 C̃αρk+|α|(y, x0), (4)

|α| 6 r, u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0).

Iñíó¹ pîçâ'ÿçîê u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0) piâíÿííÿ

(1).
Äîâåäåííÿ. Âèêîpèñòà¹ìî òåîpåìó Øà-

óäåpà [2,c.291].
Ââåäåìî îïåpàòîp

H : (Hu)(x) =

∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy + g(x),

x ∈ Ω, u ∈ m̃r
k(Ω̄, x0).

Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨
C > max(C0, 2C1) H : m̃r

k,C(Ω̄, x0) →
m̃r

k,C(Ω̄, x0) ¹ íåïåðåðâíèì âiäîáðàæåííÿì
ìíîæèíè m̃r

k,C(Ω̄, x0) â ñåáå i ìíîæèíà ôóí-
êöié

{
Hu : u ∈ m̃r

k,C(Ω̄, x0)
}
¹ âiäíîñíî êîì-

ïàêòíîþ â m̃r
k(Ω̄, x0).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: Vε(x0) =
{x ∈ Ω; |x− x0| < ε}. Ïpè x ∈ Ω\Vε(x0)
çàïèøåìî

(Hu)(x) =∫

Ω\V ε
2
(x0)

K(x, y)f(y, u(y), Dαu(y)) dy+

+g1(x, u) + g(x),

äå

g1(•, u) =

∫

V ε
2
(x0)

K(•, y)f(y, u(y), Dαu(y)) dy.

Ôóíêöiÿ K ∈ C∞
(
Ω\Vε(x0), V ε

2
(y)

)
i îáìå-

æåíà òàì, òîìó g1(•, u) ∈ C∞
(
Ω\Vε(x0)

)

ïpè u ∈ m̃r
k(Ω̄, x0) äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0, òîá-

òî g1(•, u) ∈ C∞(Ω̄\x0) ïpè u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0).

Îñêiëüêè u ∈ Cr(Ω̄\x0), f � íåïåpå-
pâíà, òî iñíó¹ òàêà ñòàëà C̃ > 0, C̃ =
C̃(u), ùî |(fu)(y)| = |f(y, u(y), Dαu(y))| 6
C̃ ïpè y ∈ Ω\V ε

2
(x0), à òîäi iñíóþòü íå-

ïåpåpâíi òà îáìåæåíi â Ω\Vε(x0) ôóíêöi¨∫
Ω\V ε

2
(x0)

Dγ
xK(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy, |γ| 6

r, u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0). Îòæå, ïpè r 6 2m − 1,

g ∈ Cr(Ω̄\x0) òàêîæ Hu ∈ Cr(Ω̄\x0).
Êpiì òîãî,

∣∣∣∣
∫

Ω\V ε
2
(x0)

Dγ
xK(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy

∣∣∣∣ 6

6 max
x∈Ω\Vε(x0),y∈V ε

2
(x0)

|Dγ
xK(x, y)| ×

×
∫

Ω\V ε
2
(x0)

|f(y, u(y), Dαu(y))| dy 6 C ′
γ,

x ∈ Ω̄\Vε(x0).

Òîìó iñíóþòü òàêi ñòàëi C ′′
γ > 0, ùî ïðè äî-

âiëüíîìó ε > 0
∣∣∣∣∣∣
Dγ

x

∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy

∣∣∣∣∣∣
6 C ′′

γ ,

(5)
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x ∈ Ω\Vε(x0), u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0), |γ| 6 r,

‖Hu‖m̃r
k(Ω̄,x0) =

=
∑

|γ|6r

‖Hu‖k,γ,x0 =
∑

|γ|6r

∫

Ω

ρk+|γ|(x, x0)×

×
∣∣∣∣∣∣
Dγ

x




∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), z) dy + g(x)




∣∣∣∣∣∣
dx.

Ïpè k > 0, |γ| 6 r çà òåîpåìîþ ïpî ñåpå-
äí¹

∫
Ω

ρk+|γ|(x, x0) |Dγ
xK(x, y)| dx 6

6 max
x∈Ω̄

ρk+|γ|(x, x0) max
y∈Ω̄

∫

Ω

|Dγ
xK (x, y) | dx =

= ρ
k+| γ |
1 Lγ .

Òîìó ç óìîâè (2) òà òåîpåìè Ôóáiíi âè-
ïëèâà¹, ùî ïpè u ∈ m̃r

k,C(Ω̄, x0)

∑

|γ|6r

∫

Ω

ρk+|γ|(x, x0)×

×
∣∣∣∣∣∣
Dγ

x

∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), (Dαu)(y)) dy

∣∣∣∣∣∣
dx

6 C2

∑

|γ|6r

ρ
k+|γ|
1 Lγ <

C

2
.

Çâiäñè ïðè g ∈ m̃r
k,C1

(Ω̄, x0) òà
C > max(C0, 2C1) îäåðæó¹ìî, ùî

‖Hu ‖m̃r
k(Ω̄,x0) 6 C

2
+ C1 <

C

2
+

C

2
= C, (6)

u ∈ m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
.

Îòæå, ïpè g ∈ m̃r
k,C1

(Ω̄, x0),
C > max(C0, 2C1) òà óìîâi (2)
H : ˜̂m

r

k,C (Ω, x0) → m̃r
k,C (Ω, x0).

Äîâåäåìî êîìïàêòíiñòü ìíîæèíè
{

Hu :

u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0)

}
â m̃r

k(Ω̄, x0). Îñêiëüêè
ïpè u ∈ m̃r

k

(
Ω̄, x0

)
ρk+| γ | (x, x0) Dγ

xu (x) ∈
L1 (Ω) äëÿ äîâiëüíîãî γ, |γ| 6 r, u ∈
Cr

(
Ω\Vε (x0)

)
äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0, òî çà

òåîpåìîþ Ðiñà [2, ñ. 242] òà òåîpåìîþ Àpöåëà
äëÿ öüîãî äîñèòü âèêîíàííÿ óìîâ:

1) Iñíó¹ òàêà ñòàëà C ′ > 0, ùî
‖Hu‖m̃r

k(Ω̄,x0) 6 C ′ , u ∈ m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
;

2) äëÿ äîâiëüíîãî η > 0 iñíó¹ òàêå δ =
δ (η) > 0, ùî äëÿ z ∈ Ω, | z | 6 δ, | γ | 6 r, òà
äîâiëüíî¨ u ∈ m̃k,C

(
Ω̄, x0

)
∫

Ω

∣∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0) Dγ
x((Hu)(x + z)) (7)

−ρk+|γ|(x, x0)D
γ
x((Hu)(x)

∣∣∣∣ dx 6 η,

3) ìíîæèíà ôóíêöié { Dγ (Hu) , u ∈
m̃k,C

(
Ω̄, x0

) } ¹ piâíîìipíî îáìåæåíîþ òà
îäíîñòàéíî íåïåpåpâíîþ â Ω̄\Vε (x0) ïpè
|γ| 6 r òà äîâiëüíèõ ε > 0, u ∈ m̃r

k,C

(
Ω̄, x0

)
.

Óìîâà 1) âèïëèâà¹ ç (6).
Ïåpåâipèìî âèêîíàííÿ óìîâè 2). Ïpè

|γ| 6 r
∫

Ω

∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0) (Dγ
xHu) (x + z)−

−ρk+|γ|(x, x0) (Dγ
xHu) (x)

∣∣∣ dx =

=

∫

Ω

| ρk+|γ|(x + z, x0)D
γ
x

( ∫

Ω

K(x + z, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y)

)
dy + g(x + z)−

−ρk+γ(x, x0) Dγ
x

( ∫

Ω

K(x, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y)) dy + g(x)

)∣∣∣∣ dx 6

6
∫

Ω

∣∣∣∣
∫

Ω

(
ρk+|γ|(x + z, x0)D

γ
xK(x + z, y)−

−ρk+|γ|(x, x0)D
γ
xK(x, y)

)
×

×f(y, u(y), Dαu(y)) dy

∣∣∣∣dx+

+

∫

Ω

∣∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0)D
γ
xg(x + z)−
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ρk+|γ|(x, x0) Dγ
xg(x)

∣∣∣∣ dx.

Ïpè |γ| 6 r− 1 çàïèñó¹ìî îñòàííié âèpàç
ó âèãëÿäi

∫

Ω

∣∣∣∣
∫

Ω

n∑
i=1

1∫

0

∂

∂xi

(ρk+|γ|(x + βz, x0)×

×Dγ
xK(x+βz, y))dβ zif(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣dx+

+

∫

Ω

∣∣∣∣
n∑

i=1

1∫

0

∂

∂xi

(
ρk+|γ|(x + βz, x0) Dγ

x×

×g(x + βz)
)

dβ zi dx

∣∣∣∣.

Îñêiëüêè K(•, y) ∈ Zp(Ω̄, y), òî
|Dγ

xK(x + βz, y)|6(ρp−|γ|(x+βz, x0)+1)hγ(y),
y ∈ Ω̄, hγ ∈ C(Ω̄), òîìó

∫

Ω

( 1∫

0

∣∣∣∣
∂

∂xi

(
ρk+|γ|(x + βz, x0) Dγ

x×

×K(x + βz, y)
) ∣∣∣∣ dβ

)
dx 6

6
∫

Ω




1∫

0

∣∣∣
(
ρk+p−1(x + βz, x0) h̃γ(y)

) ∣∣∣ dβ


 dx 6

6 C ′′′
γ (ρk+p+n−1(y, x0) + 1).

Çâiäñè òà ç óìîâè (2) îäåðæó¹ìî, ùî ïðè
gxj

∈ m̃r
k−1,C′1

(Ω̄, x0), u ∈ m̃r
k,C(Ω̄, x0) òà

|γ| 6 r − 1
∫

Ω

∣∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0)
(
Dγ

xHu
)
(x + z)−

ρk+|γ|(x, x0)(D
γ
xHu)(x)

∣∣∣∣ dx 6 C ′|z| 6 C ′δ.

Håõàé |γ| = r. Vε1(x, z) =

{
y ∈ Ω : |y −

x| < ε1, |y − x− z| < ε1 ïpè |z| < δ

}
.

∫

Ω

∣∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0)(D
γ
xHu)(x + z)−

−ρk+|γ|(x, x0)(D
γ
xHu)(x)

∣∣∣∣dx 6

6
∫

Ω

∣∣∣∣
∫

Ω\Vε1(x,z)

[
ρk+|γ|(x + z, x0)×

Dγ
xK(x + z, y)− ρk+|γ|(x, x0)D

γ
xK(x, y)

]
×

f(y, u(y), Dαu(y)) dy

∣∣∣∣ dx+

+

∫

Ω

ρk+|γ|(x + z, x0)

∣∣∣∣Dγ
x

∫

Vε1 (x,z)

K(x + z, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣dx+

+

∫

Ω

ρk+|γ|(x, x0)

∣∣∣∣Dγ
x

∫

Vε1 (x,z)

K(x, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣dx+

+

∫

Ω

∣∣∣∣ρk+|γ|(x + z, x0)D
γ
xg(x + z)−

−ρk+|γ|(x, x0) Dγ
xg(x)

∣∣∣∣dx.

Ïåpøèé òà îñòàííié äîäàíêè ïåpåòâîpþ-
¹ìî, ÿê ïpè | γ | < r , ç (5) âèïëèâà¹, ùî ïpè
| z | < δ òà äîñèòü ìàëèõ ε1

∫

Ω

ρk+|γ|(x + z, x0)

∣∣∣∣Dγ
x

∫

Vε1 (x,z)

K(x + z, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣dx < C1γδ,

∫

Ω

ρk+|γ|(x, x0)

∣∣∣∣Dγ
x

∫

Vε1 (x,z)

K(x, y)×

×f(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣dx < C2γδ,

òîìó îäåpæó¹ìî (7) äëÿ âñiõ γ, |γ| 6 r.
Ðiâíîìipíà îáìåæåíiñòü â Ω\Vε (x0) ìíî-

æèíè ôóíêöié (DγHu) (x) ïpè| γ | 6 r òà äî-
âiëüíèõ u ∈ m̃r

k,C

(
Ω̄, x0

)
, ε > 0, âèïëèâà¹ ç
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(5) i òîãî, ùî g ∈ m̃r
k,C1

(Ω̄, x0). Ïîêàæåìî ¨¨
îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü â Ω\Vε(x0).

Håõàé x1, x2 ∈ Ω\Vε(x0),
∫

Ω\Vε(x0)

∣∣∣Dγ
xK(x1, y)−Dγ

xK(x2, y)
∣∣∣×

×
∣∣∣f(y, u(y)Dαu)

∣∣∣dy =

=

∫

Ω\Vε(x0)

∣∣∣∣
n∑

j=1

1∫

0

∂

∂xj

Dγ
xK(x2+θ(x1−x2), y)×

×dθ(x1 − x2)

∣∣∣∣ |f(y, u(y), Dαu)| dy 6 C ′′
3 δ

ïpè |x1 − x2| 6 δ òà |γ| < r çà íåïåðåðâ-
íiñòþ (fu)(y) â Ω\Vε (x0) òà âëàñòèâîñòÿ-
ìè ôóíêöi¨ K(x, y). Ïðè |γ| = r âèáèðà¹ìî
δ1 ∈ (0, 1), ùîá Vδ1(x1)∩Vδ1(x2) = ∅. Òîäi ïðè
|x1 − x2| 6 δ

∣∣∣∣Dγ
x

∫

Ω\Vε(x0)

[
K(x1, y)−K(x2, y)

]
×

×f(y, u(y), Dαu(y))dy

∣∣∣∣ 6

6
∫

Ω\(Vε(x0)∪Vδ1
(x1)∪Vδ1

(x2))

∣∣∣Dγ
x

[
K(x1, y)−K(x2, y)

]∣∣∣×

∣∣∣f(y, u(y), Dαu(y))
∣∣∣ dy+

+

∫

Vδ1
(x1)

|Dγ
xK(x1, y)| |f(y, u(y), Dαu(y))| dy+

+

∫

Vδ1
(x2)

|Dγ
xK(x2, y)| |f(y, u(y), Dαu(y))| dy 6

6 C3γ δ

(ïåpøèé äîäàíîê ïåpåòâîpþ¹ìî ÿê ïpè |γ| <
r, à äpóãèé i òpåòié äîäàíêè ¹ ìàëi çà òåîpå-
ìîþ ïpî àáñîëþòíó íåïåpåpâíiñòü iíòåãpà-
ëà). Îòæå, äëÿ áóäü-ÿêèõ ε > 0, |γ| 6 r, óìî-
âàõ íà ôóíêöiþ g òà (2) ìíîæèíà

{
Dγ(Hu) :

u ∈ m̃k,C(Ω̄, x0)
}
¹ piâíîìipíî îáìåæåíîþ òà

îäíîñòàéíî íåïåpåpâíîþ â Ω\Vε (x0).
Ïåpåâipèìî, ÷è îïåpàòîp H ¹ íåïåpåpâ-

íèì âiäîápàæåííÿì m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
â ñåáå. Äëÿ

u1 , u2 ∈ m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
ìà¹ìî

‖Hu1 −Hu2‖k,γ,x0 =

∫

Ω

ρk+|γ|(x, x0)×

×
∣∣∣∣∣∣
Dγ

x




∫

Ω

K(x, y) (f(y, u1(y), Dαu1(y))−

−f (y, u2(y), Dαu2(y))

)
dy

]∣∣∣∣ dx.

Ç ïîïåpåäíüîãî âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨
ñòàëî¨ C4γ > 0, ùî

‖Hu1−Hu2‖k,γ,x0 6 C4γ

∫

Ω

(
ρk+p+n(y, x0)+1

)×

× |f(y, u1, D
αu1(y))− f(y, u2, D

αu2(y))| dy =

= C4γ

∫

Ω

(
ρk+p+n(y, x0) + 1

) ∣∣∣∣
1∫

0

f ′u(y, u2(y)+

+ξ(u1(y)− u2(y)), Dαu2(y)+

+ξ(Dαu1(y)−Dαu2(y))) dξ(u1(y)− u2(y))+

+
∑

|α|6r

1∫

0

f ′Dαu(y, u2(y) + ξ(u1(y)− u2(y)),

Dαu2(y) + ξ(Dαu1(y)−Dαu2(y)))dξ×

× (Dαu1(y)−Dαu2(y))

∣∣∣∣ dy, òîìó ÿêùî
ïðàâèëüíi îöiíêè (3) òà (4), òî
‖Hu1 −Hu2 ‖k,γ,x0

6 C5γ ‖u1 − u2 ‖k,γ,x0
,

u1 , u2 ∈ m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
, òîáòî îïåpàòîp H

íåïåpåpâíî âiäîápàæà¹ â m̃r
k,C

(
Ω̄, x0

)
â ñåáå.

Òåîpåìà äîâåäåíà.
Çàóâàæèìî, ùî íàñïpàâäi

H : m̃l
k(Ω̄, x0) → m̃l

k(Ω̄, x0) äëÿ äîâiëüíîãî
íàòópàëüíîãî ÷èñëà l, ÿêùî r 6 2m− 2,
g ∈ m̃l

k(Ω, x0), f(x, y, z)
(
x ∈ Ω, u ∈
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(−∞; +∞), zi ∈ (−∞; +∞), i = 1,M
)

ìà¹
íåïåðåðâíi ïîõiäíi äî ïîðÿäêó l − r − 1 òà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2) ïpè u ∈ m̃l

k

(
Ω̄, x0

)
.

Ñïpàâäi, ïpè |γ| > r, |t| = r, ε1 < ε çàïè-
ñó¹ìî

∫

(Ω\V ε
2
(x0))\Vε1 (x)

Dγ
xK(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy =

∫

(Ω\V ε
2
(x0))\Vε1 (x)

((Dx + Dy)−Dy)
γ−t×

×Dt
xK(x, y)f(y, u(y), Dαu(y))dy =

∑

|β|6|γ|−|t|
Cγβ

∫

(Ω\V ε
2
(x0))\Vε1 (x)

Dβ
y (Dx+Dy)

γ−t−β×

×Dt
yK(x, y)f(y, u(y), Dαu(y))dy =

=
∑

|β|6|γ−t|
C ′

γβ

∫

(Ω\V ε
2
(x0))\Vε1 (x)

(Dx + Dy)
γ−t−β×

×Dt
xK(x, y)Dβ

y f(y, u(y), Dαu(y))dy+

+
∑

|β|6|γ−t|
|q|6|β|−1

C ′′
γβ

∫

S∪S ε
2
(x0)∪Sε1 (x)

(Dx + Dy)
γ−t−β×

×Dt
xK(x, y)νq(y)Dqf(y, u(y), Dαu(y)) dSy,

S ε
2
(x0) =

{
x : |x− x0| = ε

2

}
. Îñêiëüêè (Dx +

Dy)
γ−t−βDt

xK(x, y) ìà¹ òàêó æ îñîáëèâiñòü
ïðè x = y, ÿê Dt

xK(x, y), òî ïðè âêàçà-
íèõ óìîâàõ íà ôóíêöiþ f òà r 6 2m − 2,
ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1, îäåðæèìî, ùî
ïðè u ∈ C l

(
Ω̄\x0

)
, g ∈ C l(Ω̄\x0) òàêîæ

DγHu ∈ C l
(
Ω̄\x0

)
äëÿ âñiõ |γ| 6 l.

Håõàé ϕγ(x) = ρk+|γ|(x, x0),
h(x, u(x)) =

∫
Ω

K(x, y)f(y, u(y), Dαu(y))dy.
Iíòåãpóþ÷è ÷àñòèíàìè, îäåpæèìî

∫

Ω\Vε(x0)

ϕγ(x)Dγh(x, u(x)) dx =

= (−1)|γ|
∫

Ω\Vε(x0)

Dγϕγ(x)h(x, u(x))dx+ (8)

+
∑

|β|6|γ|−1

∫

S∪Sε(x0)

ϕγ(x)νβ(x)Dβh(x, u(x))dS

Ðîçãëÿíåìî∫

Ω\Vε(x0)

Dγϕγ(x)h(x, u(x)) dx =

∫

Ω\Vε(x0)

Dγρk+|γ|(x, x0)×

×



∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), Dαu(y)) dy


 dx.

Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ K äëÿ äîâiëüíî-
ãî ìóëüòèiíäåêñó γ iñíó¹ òàêà ñòàëà Cγ > 0,
ùî

∫
Ω

∣∣Dγρk+|γ|(x, x0)K(x, y)
∣∣ dx 6 Cγ, y ∈ Ω̄.

Òîäi ç (2) ïpè u ∈ m̃l
k,C(Ω̄, x0) îäåpæèìî,

ùî
∣∣∣∣
∫
Ω

Dγϕγ(x)h(x, u(x)) dx

∣∣∣∣ 6 CγC2. Çàóâà-
æèìî, ùî ÷èñëà Cγ ìàëi ïpè ìàëèõ ρ1 =
max
x∈Ω̄

ρ(x).
Âpàõîâóþ÷è iñíóâàííÿ òàêîãî åëiïòè÷íî-

ãî äèôåpåíöiàëüíîãî îïåpàòîpà A(x,D) ç íå-
ñêií÷åííî äèôåpåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè
ïîpÿäêó 2m < p + n, ùî A(x,D)K(x, y) = 0
ïpè x 6= y (à îòæå, ïpè x ∈ Sε ∪ S), òà
ïåpåõîäÿ÷è äî ëîêàëüíî¨ pîçïpÿìëÿþ÷î¨ ñè-
ñòåìè êîîpäèíàò íà Sε, i çàïèñóþ÷è Dβ

x =
2m−1∑
t=0

R′
t

(
∂

∂ν

)t

, äå R′
t � äîòè÷íèé äèôåpåíöi-

àëüíèé îïåpàòîp íà Sε ïîpÿäêó q 6 |β| − t−
2mi, ÿêùî 2mi 6 |β| < 2m(i + 1), i = 0, 1, . . .
i R′∗

t � ñïpÿæåíèé íà Sε äî íüîãî, îäåpæèìî∫

Sε

ϕ(x) νβ(x) Dβh(x, u)dS =

=
∑

t62m−16p+n−1

∫

Sε

R′∗
t

(
ϕ(x) νβ(x)

)×

×
(

∂

∂ν

)t

h(x, u) dS.

Ïpè t 6 2m− 1
(

∂

∂ν

)t ∫

Ω

K(x, y) f(y, u(y), Dαu(y))dy =
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=

∫

Ω

(
∂

∂νx

)t

K (x, y) f (y, u (y) , Dαu (y)) dy,

òîìó ∫

Sε

ϕγ(x)νβ(x)×

×Dβ




∫

Ω

K(x, y)f(y, u(y), Dαu(y))dy


 dS =

=
∑

t6p+n−1

∫

Sε

R′∗
t (ϕγ(x)νβ(x))×

×



∫

Ω

(
∂

∂νx

)t

K (x, y) f (y, u (y) , Dαu) dy


 dS.

Ðîçãëÿíåìî
∫

Ω




∫

Sε

R′∗
t (ϕγ(x)νβ(x))

(
∂

∂νx

)t

K(x, y)dSx


 dy.

∣∣R′∗
t (ϕγ(x)νβ(x))

∣∣ =
∣∣R′∗

t (ρ
k+|γ|(x, x0)ν

β(x))
∣∣

6 C ′ρk+|γ|−|β|+t+2mi(x, x0),

|γ| − |β| + t + 2mi > 1. Òîìó
R′∗

t

(
ϕγ (x) νβ (x)

)
= O

(
ρk+1 (x, x0)

)
i ¹

íåïåðåðâíîþ íà Sε.
∣∣∣∣
(

∂
∂νx

)t

K(x, y)

∣∣∣∣ 6
C ′′ (|x− y|p−t + 1), p− t > p−2m+1 > 1−n.
Òîäi

∑

|γ|6l

∑

|β|6|γ|−1

∫

Sε

∣∣∣∣R′∗
t (ϕγ(x)νβ(x))×

×
(

∂

∂νx

)t

K(x, y)

∣∣∣∣ dSx = ψε(y), ψε ∈ C(Ω̄),

ψε = O
(
ρk+p+n(x, x0)

)
, k + p + n > 0,

òîìó ç (2) ïpè u ∈ m̃l
k,C(Ω̄, x0) òà

òåîpåìè Ôóáiíi âèïëèâà¹ çáiæíiñòü∑
|γ|6l

∑
|β|6|γ|−1

∫
Sε

ϕ(x) νβ(x)Dβh(x, u) dS =

=
∫
Ω

ψε(y) f(y, u(y), Dαu) dy äî íóëÿ ïpè
ε → 0 äëÿ äîâiëüíîãî l > r + 1.
Îñêiëüêè (fu) (y) ¹ íåïåpåpâíîþ ïpè

y ∈ Ω\Vε(x0), òî iñíó¹ òàêà ñòàëà
_

C > 0,
ùî

∑

|γ|6l

∑

|β|6|γ|−1

∫

S

ϕγ(x)νβ(x)Dβh(x, u) dS 6

_

C ïðè u ∈ m̃l
k,C(Ω̄, x0). Ñòàëà

_

C ìàëà ïðè
ìàëèõ ρ1.

Òåïåp îöiíèìî ‖Hu‖m̃l
k(Ω̄,x0) ïpè u ∈

m̃l
k,C(Ω̄, x0). ßêùî iñíó¹ òàêà ñòàëà C0 > 0,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ C > C0, l ∈ N , u ∈
m̃l

k,C(Ω, x0)

∫

Ω

|f(y, u(y), Dαu(y))| dy 6 C2, (9)

u ∈ m̃l
k,C(Ω, x0),

ïpè÷îìó 4C2

∑
|γ|6r

Cγ < C, òî ìàòèìåìî
∑

|γ|6l

∫

Ω

|Dγϕγ(x) h(x, u(x))| dx <
C

4
.

Ç (2) îäåpæèìî, ùî äpóãà ãpóïà äîäàíêiâ
ó (8) ¹ ìåíøîþ âiä C

4
.

ßê ïpè äîâåäåííi òåîpåìè 1, íà ïiäñòà-
âi (8) òà ïpîâåäåíèõ ìipêóâàíü ïpè âèêî-
íàííi óìîâè (9) äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ C >

max(C0, 4
_

C, 2C1) òà g ∈ m̃l
k,C1

(Ω̄, x0), îäå-
pæèìî ‖Hu‖m̃l

k(Ω̄,x0) <
C

4
+

_

C + C1 <
C

4
+

C

4
+

C

2
= C.

Âèêîpèñòîâóþ÷è âêàçàíi ìipêóâàííÿ, ïî-
äiáíî äî òåîpåìè 1 äîâîäèòüñÿ

Òåîpåìà 2. Håõàé ôóíêöiÿ K(x, y)
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîpåìè 1; ôóíêöiÿ
f(y, u, Dαu) âèçíà÷åíà ïpè y ∈ Ω̄,
u ∈ (−∞; +∞), Dαu ∈ (−∞; +∞),
|α| 6 r 6 2m − 2 i ìà¹ íåïåpåpâíi ïîõiäíi
çà âñiìà àpãóìåíòàìè äî ïîpÿäêó l − r − 1;
iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi C0, C1, C ′

1, C0,
C̃α, |α| 6 2m − 2, N , ùî g ∈ m̃l

k,C1
(Ω̄, x0),

gxj
∈ m̃l

k−1,C′1
(Ω̄, x0), j = 1, n, âèêîíóþòüñÿ

óìîâè
∫

Ω

|f(y, u(y), Dαu(y))| dy 6 C2, (10)

u ∈ m̃l
k,C(Ω̄, x0),
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ïpè÷îìó C2

∑
|γ|6l

Cγ < CN1 äëÿ âñiõ C > C0,

N1 � ñòàëà; âèêîíóþòüñÿ óìîâè (3) òà (4)
äëÿ äîâiëüíî¨ u ∈ m̃l

k,C(Ω̄, x0). Iñíó¹ pîçâ'ÿ-
çîê u ∈ m̃l

k,C(Ω̄, x0) piâíÿííÿ (1).

Ââåäåìî êëàñ m̃k(Ω̄, x0) =

{
u ∈

C∞(Ω̄, x0) : ‖u‖k,|γ|,x0 < +∞, äëÿ äîâiëüíî-

ãî ìóëüòèiíäåêñó γ

}
. Ç òåîpåìè 2 âèïëèâà¹,

ùî ïpè g ∈ Z̃k−1(Ω̄, x0), K(•, y) ∈ Z̃p(Ω̄, y),
y ∈ Ω̄, p > −n, âêàçàíèõ óìîâàõ íà K,
íåñêií÷åííî äèôåpåíöiéîâíié ôóíêöi¨ f , ùî
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (10), (3), (4), äëÿ äîâiëü-
íîãî íàòópàëüíîãî l > r + 1 iñíó¹ pîçâ'ÿçîê
u ∈ m̃k(Ω̄, x0).

Âñi påçóëüòàòè ïpàâèëüíi é ïpè x0 ∈ S.
Êîëè K ¹ ôóíêöi¹þ Ãpiíà êpàéîâî¨ çàäà÷i
äëÿ åëiïòè÷íîãî äèôåpåíöiàëüíîãî îïåpàòî-
pà A, ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ òåîpåìè 1, îäå-
pæó¹ìî äîñòàòíi óìîâè pîçâ'ÿçíîñòi êpàéî-
âî¨ çàäà÷i ïpè çàäàíèõ íà ìåæi îáëàñòi óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöiÿõ iç D′(S).
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