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ÍÅÏÅÐÅÐÂÍIÑÒÜ ÔÓÍÊÖIÉ Ç ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÌÈ ÇÂÓÆÅÍÍßÌÈ
Ó äàíié ðîáîòi âèâ÷àþòüñÿ íåîáõiäíi é äîñòàòíi óìîâè íà ñèñòåìó A ïiäìíîæèí òîïîëî-

ãi÷íîãî ïðîñòîðó X äëÿ òîãî, ùîá äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ç íåïåðåðâíîñòi êîæíîãî
çâóæåííÿ f |A, äå A ∈ A, íà A (÷è â äåÿêié òî÷öi x0 ∈ X) âèïëèâàëà íåïåðåðâíiñòü f íà X
(÷è â òî÷öi x0).

It is investigated necessary and su�cient conditions on such system A of subsets of a topologi-
cal space X that for every function f : X → R the continuity of all restrictions f |A, where A ∈ A,
on A (or in some point x0 ∈ X) implies the continuity f on X (or in x0).

1. Äîáðå âiäîìèé êëàñè÷íèé ïðèêëàä
Øâàðöà íàðiçíî íåïåðåðâíî¨, òîáòî íåïå-
ðåðâíî¨ âiäíîñíî êîæíî¨ çìiííî¨ çîêðåìà,
ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ sp : R2 → R,

sp(x, y) =

{
2xy

x2+y2 , x2 + y2 6= 0;

0, x2 + y2 = 0,

ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ,
çâóæåííÿ ÿêî¨ íà êîæíó âåðòèêàëüíó ÷è ãî-
ðèçîíòàëüíó ïðÿìó ¹ íåïåðåðâíèì, íå çîáî-
â'ÿçàíà áóòè íåïåðåðâíîþ. Þí è â [1] ïîáó-
äóâàëè ïðèêëàä íåïåðåðâíî¨ íà êîæíié ïðÿ-
ìié ôóíêöi¨ f : R2 → R, ÿêà ìà¹ äîñèòü ìà-
ñèâíó ìíîæèíó òî÷îê ðîçðèâó. À. Ðîçåíòàëü
ó [2] äîâiâ, ùî ôóíêöiÿ äâîõ äiéñíèõ çìiííèõ
iç íåïåðåðâíèì çâóæåííÿì íà êîæíó äèôå-
ðåíöiéîâíó îïóêëó êðèâó îáîâ'ÿçêîâî ¹ íå-
ïåðåðâíîþ, ïîêàçàâøè, êðiì òîãî, ùî ç íå-
ïåðåðâíîñòi çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f : R2 → R
íà êîæíó äâi÷i äèôåðåíöiéîâíó êðèâó íå âè-
ïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü f . Ó çâ'ÿçêó ç öèì ïðè-
ðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: ÿêi íåîáõiäíi i äî-
ñòàòíi óìîâè íà ñèñòåìó A ïiäìíîæèí òî-
ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X äëÿ òîãî, ùîá äëÿ
äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ç íåïåðåðâíî-
ñòi çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà êîæíó ìíîæèíó
A ∈ A âèïëèâàëà íåïåðåðâíiñòü f íà X? Âè-
â÷åííþ öüîãî ïèòàííÿ ïðèñâÿ÷åíà äàíà ïðà-
öÿ.

2. Ïî÷íåìî ç äîñëiäæåííÿ íåïåðåðâíîñòi
ôóíêöi¨ â îäíié òî÷öi.

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, x0 ∈ X,
A � òàêà ñèñòåìà ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X,

ùî x0 ∈ A äëÿ êîæíîãî A ∈ A. Êàçàòèìåìî,
ùî ñèñòåìà A ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâ-
íiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x0, ÿêùî äëÿ äîâiëü-
íî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ç òîãî, ùî çâóæåííÿ
f |A : A → R, f |A(x) = f(x) äëÿ êîæíîãî
x ∈ A, ¹ íåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0 äëÿ êîæíî-
ãî A ∈ A, âèïëèâà¹, ùî f òàêîæ ¹ íåïåðåðâ-
íîþ â òî÷öi x0. Çðîçóìiëî, ùî ÿêùî ñèñòåìà
A ìiñòèòü äåÿêèé îêië òî÷êè x0 â X, òî A
ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó
òî÷öi x0.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé X � òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið, x0 ∈ X i A � íåïîðîæíÿ ñè-
ñòåìà ìíîæèí A ⊆ X, ùî ìiñòÿòü òî÷êó
x0. Òîäi A ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöié â òî÷öi x0 òîäi é òiëüêè òîäi, êî-
ëè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B ⊆ X òàêî¨,
ùî x0 ∈ B, iñíó¹ òàêà ìíîæèíà A ∈ A, ùî
x0 ∈ A ∩B.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé B ⊆ X
i x0 ∈ B. ßêùî x0 ∈ B, òî äëÿ äîâiëüíî¨
ìíîæèíè A ∈ A ìà¹ìî x0 ∈ A ∩ B, òîìó
x0 ∈ A ∩B.

Íåõàé x0 6∈ B. Òîäi õàðàêòåðèñòè÷íà
ôóíêöiÿ ìíîæèíè B ðîçðèâíà â òî÷öi x0.
Îñêiëüêè ñèñòåìà A ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïå-
ðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x0, òî iñíó¹ òàêå
A ∈ A, ùî çâóæåííÿ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóí-
êöi¨ ìíîæèíè B íà ìíîæèíó A ðîçðèâíå â
òî÷öi x0, òîáòî x0 ∈ A ∩B.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé f : X → R � òàêà
ôóíêöiÿ, ùî âñi çâóæåííÿ f |A, äå A ∈ A,
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íåïåðåðâíi â òî÷öi x0. Çàôiêñó¹ìî ε > 0 i
ïîêëàäåìî B = {x ∈ X : |f(x)− f(x0)| ≥ ε}.
Çàóâàæèìî, ùî x0 6∈ A ∩B äëÿ êîæíîãî
A ∈ A. Òîìó x0 6∈ B i ìíîæèíà U = X \B =
{x ∈ X : |f(x) − f(x0)| < ε} ¹ îêîëîì òî÷êè
x0 â X. Îòæå, f íåïåðåðâíà â òî÷öi x0. Òîìó
A ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié
ó òî÷öi x0.

Äàíå òâåðäæåííÿ íå äóæå çðó÷íå äëÿ áåç-
ïîñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè òîãî, ÷è ñèëüíî çà-
áåçïå÷ó¹ òà ÷è iíøà ñèñòåìà íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöié ó äàíié òî÷öi, îñêiëüêè âîíî âèìà-
ãà¹ äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè öi¹¨ ñèñòåìè íà
âñiõ ìíîæèíàõ, çàìèêàííÿ ÿêèõ ìiñòÿòü äà-
íó òî÷êó. Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ ìîæëè-
âiñòü ó ïåâíèõ ïðîñòîðàõ îáìåæèòèñÿ ðîç-
ãëÿäîì çëi÷åííèõ ìíîæèí àáî çáiæíèõ ïî-
ñëiäîâíîñòåé.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íà-
çèâà¹òüñÿ ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî äî-
âiëüíà éîãî ïiäìíîæèíà ¹ ñåïàðàáåëüíîþ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � T1-ïðîñòið,
x0 ∈ X i A � íåïîðîæíÿ ñèñòåìà ïiä-
ìíîæèí ïðîñòîðó X, ÿêi ìiñòÿòü òî÷êó
x0. Òîäi êîæíå ç íàñòóïíèõ òâåðäæåíü
âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî, ïðè÷îìó iìïëiêà-
öiÿ (ii) =⇒ (i) ìà¹ ìiñöå, ÿêùî X ñïàäêîâî
ñåïàðàáåëüíèé, i âñi öi òâåðäæåííÿ ðiâíî-
ñèëüíi, ÿêùî â X iñíó¹ çëi÷åííà áàçà îêîëiâ
òî÷êè x0:

(i) A ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü
ôóíêöié ó òî÷öi x0;

(ii) äëÿ äîâiëüíî¨ çëi÷åííî¨ ìíîæèíè
B ⊆ X òàêî¨, ùî x0 ∈ B, iñíó¹ òàêà ìíî-
æèíà A ∈ A, ùî x0 ∈ A ∩B;

(iii) äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn)∞n=1

òî÷îê xn ∈ X, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî x0, iñíó¹
ìíîæèíà A ∈ A òàêà, ùî ìíîæèíà {n ∈
N : xn ∈ A} ¹ íåñêií÷åííîþ.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (i) =⇒ (ii) áåç-
ïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òâåðäæåííÿ 1.

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ (ii). Äëÿ äîâåäåííÿ
iìïëiêàöi¨ (ii) =⇒ (iii) äîñèòü ïåðåâiðè-
òè (iii) äëÿ äîâiëüíî¨ çáiæíî¨ äî x0 ïîñëi-
äîâíîñòi (xn)∞n=1 òî÷îê xn ∈ X, âiäìiííèõ
âiä x0, ïðè÷îìó îñêiëüêè X � T1-ïðîñòið,
òî ìîæíà ââàæàòè, ùî âñi òî÷êè xn ðiçíi.
Çàëèøèëîñü âèêîðèñòàòè (ii) äëÿ ìíîæèíè

B = {xn : n ∈ N}.
Íåõàé X � ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíèé ïðî-

ñòið. Òîäi iìïëiêàöiÿ (ii) =⇒ (i) âèïëèâà¹
áåçïîñåðåäíüî ç òâåðäæåííÿ 1 é îçíà÷åííÿ
ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðó, ïðè÷îìó
îñêiëüêè X ¹ T1-ïðîñòîðîì, òî âiäïîâiäíó
óìîâó ç òâåðäæåííÿ 1 äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè
òiëüêè äëÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí B.

Íåõàé â X iñíó¹ çëi÷åííà áàçà (Un)∞n=1

îêîëiâ Un òî÷êè x0. Âèêîðèñòîâóþ÷è òâåð-
äæåííÿ 1, äîâåäåìî iìïëiêàöiþ (iii) =⇒ (i).
Íåõàé B ⊆ X i x0 ∈ B, ïðè÷îìó x0 6∈ B.
Âèáðàâøè äëÿ êîæíîãî n ∈ N òî÷êó
xn ∈ B ∩ (

n⋂
k=1

Uk), ìè îäåðæèìî çáiæíó äî
x0 ïîñëiäîâíiñòü (xn)∞n=1. Îñêiëüêè X ¹ T1-
ïðîñòîðîì, òî ç öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi ìîæíà
âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ
ç ðiçíèõ òî÷îê. Òîìó ìè ìîæåìî ââàæàòè,
ùî âñi òî÷êè xn ðiçíi. Ç (iii) âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ ìíîæèíà A ∈ A, ÿêà ìiñòèòü ìíîæè-
íó çíà÷åíü äåÿêî¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâ-
íîñòi (xn)∞n=1. Òåïåð ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî
x0 ∈ A ∩B.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè, ÿêi âêàçóþòü íà
iñòîòíiñòü ó ïîïåðåäíié òåîðåìi óìîâ ñïàä-
êîâî¨ ñåïàðàáåëüíîñòi òà iñíóâàííÿ çëi÷åí-
íî¨ áàçè îêîëiâ. Êðiì òîãî, ïðèêëàä 2 äîâî-
äèòü, ùî ñïàäêîâà ñåïàðàáåëüíiñòü íå ¹ äî-
ñòàòíüîþ äëÿ îäåðæàííÿ iìïëiêàöi¨ (iii) =⇒
(i).

Ïðèêëàä 1. Íåõàé X = [0, 1][0,1], òîáòî
X � öå ïðîñòið óñiõ ôóíêöié x : [0, 1] → [0, 1]
ç òîïîëîãi¹þ ïîòî÷êîâî¨ çáiæíîñòi, i x0 ≡ 0,
òîáòî x0(t) = 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, 1]. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç P ñèñòåìó âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí
âiäðiçêà [0, 1]. Íåõàé äëÿ êîæíîãî P ∈ P

xP (t) =

{
0, t ∈ P ;
1, t ∈ [0, 1] \ P,

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó B0 = {xP : P ∈ P}.
Îñêiëüêè xP (t) = x0(t) äëÿ êîæíîãî t ∈ P i
P � ñèñòåìà âñiõ ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèí âiä-
ðiçêà [0, 1], òî x0 ∈ B0.

Íåõàé A � ñèñòåìà âñiõ çëi÷åííèõ ïiä-
ìíîæèí A ïðîñòîðó X òàêèõ, ùî x0 ∈ A,
A ∩ B0 = Ø i x0 ∈ A \ {x0}. Çàóâàæèìî, ùî
A íåïîðîæíÿ. Ïîêàæåìî, ùî A çàäîâîëüíÿ¹
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óìîâó (ii) òåîðåìè 1. Âiçüìåìî äîâiëüíó çëi-
÷åííó ìíîæèíó B ⊆ X òàêó, ùî x0 ∈ B.
ßêùî x0 ∈ B, òî x0 ∈ B ∩ A ⊆ B ∩ A äëÿ
äîâiëüíî¨ ìíîæèíè A ∈ A. Íåõàé x0 6∈ B.
Ïîçíà÷èìî B1 = B∩B0, B2 = B\B1. Îñêiëü-
êè ìíîæèíà B1 íå áiëüø íiæ çëi÷åííà, òî
ìíîæèíà S =

⋃
xP∈B1

P òàêîæ íå áiëüø íiæ

çëi÷åííà, i òîìó [0, 1] \ S 6= Ø. Äëÿ äîâiëü-
íèõ t ∈ [0, 1] \ S i x ∈ B1 ìà¹ìî x(t) = 1,
à x0(t) = 0, òîìó x0 6∈ B1. Àëå x0 ∈ B i
B = B1 ∪ B2, îòæå, x0 ∈ B2, ïðè÷îìó ìíî-
æèíà B2 íåñêií÷åííà, àäæå x0 6∈ B2. Òàêèì
÷èíîì, çëi÷åííà ìíîæèíà A = B2∪{x0} âõî-
äèòü â ñèñòåìó A i x0 ∈ A ∩B = B2.

Îòæå, ñèñòåìà A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (ii)
òåîðåìè 1, àëå x0 ∈ B0 i A∩B0 = Ø äëÿ âñiõ
A ∈ A. Çíà÷èòü, çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 1, A
íå çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (i) òåîðåìè 1.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé X � öå ïðîñòið l1
çi ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ, x0 = (0, 0, 0, . . .), A �
ñèñòåìà âñiõ ìíîæèí {x0, x1, . . . , xn, . . .} òà-
êèõ, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn)∞n=1 ñëàáêî çáiãà¹-
òüñÿ äî x0 â l1 i B = {x ∈ l1 : ‖x‖ = 1}.

Îñêiëüêè êîæíèé ïðîñòið ç äðóãîþ àêñiî-
ìîþ çëi÷åííîñòi, çîêðåìà ñåïàðàáåëüíèé ìå-
òðèçîâíèé ïðîñòið, ¹ ñïàäêîâî ñåïàðàáåëü-
íèì, òî l1 ñïàäêîâî ñåïàðàáåëüíèé. Êðiì òî-
ãî, ñåïàðàáåëüíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ ïðè îñëà-
áëåííi òîïîëîãi¨, òîìó X òàêîæ ñïàäêîâî ñå-
ïàðàáåëüíèé i äëÿ ïðîñòîðó X óìîâè (i) òà
(ii) ðiâíîñèëüíi.

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, ñèñòåìàA çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâó (iii) â ïðîñòîði X äëÿ òî÷êè x0

i òî÷êà x0 âõîäèòü ó çàìèêàííÿ ìíîæèíè
B â X. ßê âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Øóðà [3,
ñ.297], êîæíà ñëàáêî çáiæíà äî x0 ïîñëiäîâ-
íiñòü (xn)∞n=1 ñèëüíî çáiãà¹òüñÿ äî x0, òîá-
òî lim

n→∞
‖xn‖ = 0. Òîìó ìíîæèíà {n ∈ N :

xn ∈ B} ñêií÷åííà. Çíà÷èòü, ìíîæèíà A∩B
òàêîæ ñêií÷åííà i x0 6∈ A ∩B äëÿ êîæíîãî
A ∈ A. Òàêèì ÷èíîì, A íå çàäîâîëüíÿ¹ óìî-
âó (i) òåîðåìè 1.

Ç íàñòóïíîãî ïðèêëàäó âèïëèâà¹, ùî
ñïàäêîâà ñåïàðàáåëüíiñòü òà iñíóâàííÿ
çëi÷åííî¨ áàçè îêîëiâ íå ¹ íåîáõiäíèìè óìî-
âàìè äëÿ îäåðæàííÿ âiäïîâiäíèõ iìïëiêàöié
ç òåîðåìè 1.

Ïðèêëàä 3. Íåõàé D � äîâiëüíèé íåçëi-
÷åííèé äèñêðåòíèé ïðîñòið, X = D

⋃{x0}
� êîìïàêòèôiêàöiÿ Àëåêñàíäðîâà (äèâ. [4,
ñ.261]) ïðîñòîðó D. Îñêiëüêè äîâiëüíà ïîñëi-
äîâíiñòü (xn)∞n=1 ðiçíèõ òî÷îê xn ∈ X çáiãà¹-
òüñÿ äî x0, òî äîâiëüíà íåñêií÷åííà ìíîæèíà
B ⊆ X ìiñòèòü ìíîæèíó çíà÷åíü äåÿêî¨ çái-
æíî¨ äî x0 ïîñëiäîâíîñòi. Òîìó âèêîíó¹òüñÿ
iìïëiêàöiÿ (iii) =⇒ (i). Îòæå, óìîâè (i), (ii)
òà (iii) ç òåîðåìè 1 äëÿ öüîãî ïðîñòîðó X
ðiâíîñèëüíi.

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè ïðîñòið D íåçëi-
÷åííèé, òî X íå ñåïàðàáåëüíèé i íå ìà¹ çëi-
÷åííî¨ áàçè îêîëiâ òî÷êè x0.

3. Íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ â äàíié òî÷öi
ìîæå ãàðàíòóâàòèñÿ íå òiëüêè íåïåðåðâíi-
ñòþ äåÿêèõ çâóæåíü äàíî¨ ôóíêöi¨ ëèøå â
öié òî÷öi, à é íåïåðåðâíiñòþ â iíøèõ òî÷êàõ,
ïðè÷îìó â òàêié ïîñòàíîâöi äîöiëüíî ðîçãëÿ-
äàòè òàêîæ çâóæåííÿ íà ìíîæèíè, ÿêi íå
ìiñòÿòü äàíó òî÷êó.

Áóäåìî êàçàòè, ùî ñèñòåìà A ïiäìíîæèí
òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X çàáåçïå÷ó¹ íåïå-
ðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî
äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f : X → R ç òîãî,
ùî çâóæåííÿ f |A ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíó A
¹ íåïåðåðâíèì äëÿ êîæíîãî A ∈ A, âèïëè-
âà¹, ùî ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà â òî÷öi x0.
ßêùî ñèñòåìà A çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ó
êîæíié òî÷öi x ∈ X, òî êàçàòèìåìî, ùî ñè-
ñòåìà A çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié
íà X.

Ç âiäïîâiäíèõ îçíà÷åíü âèïëèâàþòü íà-
ñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ñèñòåìà A ïiä-
ìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òàêà,
ùî ñèñòåìà Ax = {A ∈ A : x ∈ A} ñèëüíî
çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó äåÿêié
òî÷öi x ∈ X. Òîäi A çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâ-
íiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé ñèñòåìà A ïiä-
ìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X òà-
êà, ùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X ñèñòåìà
Ax = {A ∈ A : x ∈ A} ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x. Òîäi A çà-
áåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié íà X.

Íàâåäåìî ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî
òâåðäæåííÿ, îáåðíåíi äî ùîéíî ñôîðìóëüî-
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âàíèõ, íå ñïðàâäæóþòüñÿ íàâiòü ó âèïàäêó
X = R.

Ïðèêëàä 4. Íåõàé X = R, A � ñèñòå-
ìà âñiõ òàêèõ ìíîæèí A ⊆ X, ùî ìíîæèíà
{n ∈ N : 1

n
∈ A} ñêií÷åííà. Äëÿ êîæíî-

ãî x ∈ X íåõàé Ax = {A ∈ A : x ∈ A}.
Îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x 6= 0 iñíó¹
òàêèé îêië Ux òî÷êè x â R, ùî ìíîæèíà
{n ∈ N : 1

n
∈ Ux} ñêií÷åííà, òîáòî Ux ∈ Ax,

òî ñèñòåìà Ax ñèëüíî çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâ-
íiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x. Àëå ç òåîðåìè 1 âè-
ïëèâà¹, ùî ñèñòåìà A0 íå çàáåçïå÷ó¹ ñèëüíî
íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi 0.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî A çàáåçïå÷ó¹ íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi 0. Íåõàé
f : R→ R òàêà, ùî çâóæåííÿ f |A íåïåðåðâ-
íå äëÿ êîæíîãî A ∈ A. Òîäi, ÿê âèïëè-
âà¹ ç îäåðæàíîãî âèùå, f íåïåðåðâíà â
êîæíié òî÷öi x 6= 0. Çàëèøèëîñü ïåðåâi-
ðèòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ f ó òî÷öi 0.
Îñêiëüêè çâóæåííÿ ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíó
R \ { 1

n
: n ∈ N} = A ∈ A íåïåðåðâíå, òî äî-

ñèòü ïîêàçàòè, ùî lim
n→∞

f( 1
n
) = f(0). Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü f ó òî÷êàõ 1
n
, äå

n ∈ N, äëÿ êîæíîãî n ∈ N âèáåðåìî òî-
÷êó xn ∈ A òàêó, ùî |f(xn) − f( 1

n
)| < 1

n
i

|xn − 1
n
| < 1

n
. Òîäi lim

n→∞
xn = 0 i lim

n→∞
f( 1

n
) =

lim
n→∞

f(xn) = f(0). Îòæå, A çàáåçïå÷ó¹ íåïå-
ðåðâíiñòü íà X.

Òâåðäæåííÿ 2 i 3 ðàçîì iç òåîðåìîþ 1 äà-
þòü âiäïîâiäíi äîñòàòíi óìîâè òîãî, ùîá ñè-
ñòåìà A çàáåçïå÷óâàëà íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöié ó òî÷öi x0 ÷è íà âñüîìó ïðîñòîði X, à
ïðèêëàä 4 ïîêàçó¹, ùî öi óìîâè íå ¹ íåîáõi-
äíèìè.

Íàñòóïíèé ðåçóëüòàò äà¹ íåîáõiäíó
óìîâó òîãî, ùî ñèñòåìà A çàáåçïå÷ó¹ íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi, ÿêà ¹ ïåâíèì
àíàëîãîì óìîâè (iii) ç òåîðåìè 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiäìíîæèíà G òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòîþ, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ f : X → [0, 1], ùî G = f−1((0, 1]) =
{x ∈ X : f(x) > 0}. Îá'¹äíàííÿ çëi÷åí-
íî¨ êiëüêîñòi é ïåðåòèí ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi
ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ ìíîæèí òàêîæ ¹

ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèìè (äèâ. [4, ñ.78]).
Òåîðåìà 2.Íåõàé X � ãàóñäîðôîâèé ïðî-

ñòið, x0 � íåiçîëüîâàíà òî÷êà â ïðîñòî-
ði X i ñèñòåìà A ïiäìíîæèí ïðîñòîðó X
çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi
x0. Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (Gn)∞n=1

íåïîðîæíiõ ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòèõ â X
ìíîæèí Gn òàêî¨, ùî äëÿ êîæíîãî îêîëó U
òî÷êè x0 â X iñíó¹ òàêèé íîìåð n0 ∈ N, ùî
Gn ⊆ U äëÿ âñiõ n > n0, iñíó¹ òàêå A ∈ A,
ùî x0 ∈ A i ìíîæèíà {n ∈ N : A ∩Gn 6= Ø}
íåñêií÷åííà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Gn)∞n=1 � äîâiëü-
íà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ ôóíêöiîíàëü-
íî âiäêðèòèõ ìíîæèí â X, ùî çàäîâîëüíÿ¹
óìîâó òåîðåìè.

à). Ñïî÷àòêó äîâåäåìî òåîðåìó ó âèïàä-
êó, êîëè x0 6∈ Gn äëÿ êîæíîãî n ∈ N. Âiçüìå-
ìî òàêi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ fn : X → [0, 1],
ùî Gn = f−1

n ((0, 1]). Îñêiëüêè ìíîæèíè Gn

íåïîðîæíi, òî rn = sup
x∈X

fn(x) > 0 äëÿ êî-
æíîãî n ∈ N. Ôóíêöi¨ gn : X → [0, 1],
gn(x) = fn(x)

rn
, äå x ∈ X, íåïåðåðâíi íà X,

ïðè÷îìó g−1
n ((0, 1]) = Gn i sup

x∈X
gn(x) = 1. Ðîç-

ãëÿíåìî ôóíêöiþ g =
∞∑

n=1

gn. Ïîêàæåìî, ùî
ôóíêöiÿ g âèçíà÷åíà íà X, íåïåðåðâíà íà
X \ {x0} i ðîçðèâíà â òî÷öi x0.

Íåõàé x1 ∈ X i x1 6= x0. Îñêiëüêè X ãàóñ-
äîðôîâèé, òî iñíóþòü îêîëè U1 i U0 â X òî-
÷îê x1 i x0 âiäïîâiäíî òàêi, ùî U1 ∩ U0 = Ø.
Âèáåðåìî íîìåð n0 ∈ N òàêèé, ùî Gn ⊆ U0

äëÿ âñiõ n > n0. Òîäi gn(x) = 0 äëÿ âñiõ
x ∈ U1 i n > n0. Òîìó g(x) =

n0∑
n=1

gn(x) íà
U1, ôóíêöiÿ g âèçíà÷åíà íà U1 i íåïåðåðâíà
â òî÷öi x1.

Îñêiëüêè gn(x0) = 0 äëÿ âñiõ n ∈ N, òî
g(x0) = 0. Äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó U òî÷êè x0

âèáåðåìî òàêèé íîìåð n, ùî Gn ⊆ U . Òîäi
sup
x∈U

g(x) ≥ sup
x∈U

gn(x) = 1. Îòæå, ôóíêöiÿ g

ðîçðèâíà â òî÷öi x0.
Íàãàäà¹ìî, ùî ñèñòåìà A çàáåçïå÷ó¹ íå-

ïåðåðâíiñòü ôóíêöié ó òî÷öi x0. Òîìó iñíó¹
A ∈ A òàêå, ùî ôóíêöiÿ g|A íå ¹ íåïåðåðâ-
íîþ. Ç íåïåðåðâíîñòi g íà X \ {x0} âèïëè-
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âà¹, ùî x0 ∈ A. Ïîçíà÷èìî N1 = {n ∈ N :
A ∩Gn 6= Ø}. Òîäi g|A =

∑
n∈N1

gn|A. Îñêiëüêè

âñi ôóíêöi¨ gn|A íåïåðåðâíi, à ôóíêöiÿ g|A
ðîçðèâíà, òî ìíîæèíà N1 íåñêií÷åííà é òå-
îðåìà â öüîìó âèïàäêó äîâåäåíà.

á). ßêùî ìíîæèíà N = {n ∈ N : x0 6∈ Gn}
íåñêií÷åííà, òî äîñèòü ðîçãëÿíóòè ïîñëiäîâ-
íiñòü (Gn)n∈N i âèêîðèñòàòè ðåçóëüòàò, äîâå-
äåíèé â à).

â). Íåõàé ìíîæèíà N � ñêií÷åííà. Íå
îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè,
ùî N = Ø. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî
n ∈ N iñíó¹ íåïîðîæíÿ ôóíêöiîíàëüíî âiä-
êðèòà ìíîæèíà G′

n ⊆ Gn òàêà, ùî x0 6∈ G′
n.

Çàôiêñó¹ìî n ∈ N. Îñêiëüêè òî÷êà x0 íå
¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ â X, òî iñíó¹ òàêå
xn ∈ Gn, ùî xn 6= x0. Ç óìîâè òåîðåìè âè-
ïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêå k ∈ N, ùî xn 6∈ Gk.
Çàóâàæèìî, ùî x0 ∈ Gk, òîìó iñíó¹ äåÿêà
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà X, ÿêà ìà¹ ðiçíi çíà-
÷åííÿ â òî÷êàõ xn i x0. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
iñíó¹ òàêà ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòà ìíîæè-
íà G, ùî xn ∈ G i x0 6∈ G. Òîäi ìíîæèíà
G′

n = G ∩Gn ¹ øóêàíîþ.
Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (G′

n)∞n=1 çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó âèïàäêó à) i G′

n ⊆ Gn, òî
âèñíîâîê òåîðåìè, äîâåäåíèé â à) äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòi (G′

n)∞n=1, ñïðàâäæó¹òüñÿ i äëÿ ïîñëi-
äîâíîñòi (Gn)∞n=1.

Òåîðåìà 2 äà¹ òàêîæ âiäïîâiäíó íåîáõi-
äíó óìîâó òîãî, ùî ñèñòåìà A çàáåçïå÷ó¹ íå-
ïåðåðâíiñòü ôóíêöié íà ãàóñäîðôîâîìó ïðî-
ñòîði X. Àëå, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðè-
êëàä, öi óìîâè íå ¹ äîñòàòíiìè.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé X = R, A = {Q, I},
äå Q òà I � ìíîæèíè ðàöiîíàëüíèõ òà iððà-
öiîíàëüíèõ ÷èñåë âiäïîâiäíî. Ëåãêî áà÷èòè,
ùî A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ç òåîðåìè 2 äëÿ
äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ X. Àëå ñêðiçü ðîçðèâíà
ôóíêöiÿ Äiðiõëå f : R→ R,

f(x) =

{
1, x ∈ Q;
0, x ∈ I,

òàêà, ùî çâóæåííÿ f |Q i f |I ¹ íåïåðåðâíèìè.
4. Íà çàâåðøåííÿ äàíî¨ ðîáîòè ñôîðìó-

ëþ¹ìî äåÿêi ïèòàííÿ, ÿêi ïðèðîäíî ïîñòà-
þòü ó çâ'ÿçêó ç âèêëàäåíèìè ðåçóëüòàòàìè.

Ïèòàííÿ 1.Îïèñàòè êëàñ òîïîëîãi÷íèõ
ïðîñòîðiâ, äëÿ ÿêèõ óìîâè (i) òà (ii) (÷è (i)
òà (iii)) ðiâíîñèëüíi.

Ïèòàííÿ 2. ßêi íåîáõiäíi é äîñòàòíi
óìîâè ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè ñèñòåìà ìíî-
æèí A, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ íåïåðåðâíiñòü ôóí-
êöié ó òî÷öi (÷è íà âñüîìó ïðîñòîði X),
ÿêùî X = R ÷è, çàãàëüíiøå, X � äîâiëüíèé
ìåòðèçîâíèé ïðîñòið?

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó òåîði¨ íàðiçíî íåïåðåðâ-
íèõ âiäîáðàæåíü, âèâ÷à¹òüñÿ ìíîæèíà òî-
÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
(äèâ., íàïðèêëàä, [5] i âêàçàíó òàì ëiòåðàòó-
ðó), âèíèêà¹ äâî¨ñòà çàäà÷à ïðî äîñëiäæåí-
íÿ ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié, âèçíà-
÷åíèõ íà äàíîìó ïðîñòîði, i íåïåðåðâíèõ íà
çàäàíèõ ìíîæèíàõ.

Ïèòàííÿ 3. Îõàðàêòåðèçóâàòè ìíîæè-
íè òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöié f : R2 → R, çâó-
æåííÿ ÿêèõ íà êîæíó ïðÿìó (äâi÷i äèôå-
ðåíöiéîâíó êðèâó) íåïåðåðâíi.
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