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ДВОТОЧКОВА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ
НАД ПОЛЕМ p – АДИЧНИХ ЧИСЕЛ

Над полем p–адичних чисел побудовано та вивчено властивостi розв’язку двоточкової кра-
йової задачi для параболiчного рiвняння.

We construct a solution of a two-point boundary value problem for a parabolic equation over
the field of p-adic numbers and study its properties.

1. Вступ. У 90–х роках минулого столiт-
тя у математичнiй фiзицi зрiс iнтерес до p –
адичних чисел. У теорiї суперструн (М. Грi-
на, Дж. Шварца i Е. Вiттена [2] та I.В. Воло-
вiча, I.Я. Ареф’євої [3]), яка апелює до фан-
тастично малих вiдстаней, порядку 10−33 см,
немає причин рахувати, що звичайнi пред-
ставлення про простiр-час там можуть бути
застосованi.

Однiєю з альтернативних можливостей
для описання структури простору-часу є ви-
користання поля Qp p – адичних чисел за-
мiсть множини R дiйсних чисел. На можли-
вiсть використання p – адичних чисел у ма-
тематичнiй фiзицi було вперше вказано у
1984 р. у роботi [4] Владiмiрова В.С. i Во-
ловiча I.В.

У працi [1] побудована теорiя узагальне-
них функцiй над простором функцiй з Qp в
C, яка застосовується до тих задач, що ви-
никають у математичнiй фiзицi. Теорiя у ба-
гато чому аналогiчна вiдповiднiй теорiї над
множиною R, але є певнi суттєвi вiдмiнно-
стi. Основну увагу придiляється теорiї згор-
тки, перетворенню Фур’є, аналогу операто-
ра Рiмана-Лiувiля, обчисленню iнтегралiв.

Параболiчнi рiвняння над полем p – ади-
чних чисел вивчалися у працi А.Н. Кочубея
[5]. В нiй при певних припущеннях вiдносно
коефiцiєнтiв побудовано i дослiджено фун-
даментальний розв’язок задачi Кошi, дове-
денi iснування та єдинiсть розв’язку у кла-
сах зростаючих функцiй, знайденi умови не-
вiд’ємностi фундаментального розв’язку.

2. Основнi поняття p – адичного ана-

лiзу. Наведемо деякi твердження p – ади-
чного аналiзу, якi будуть використовувати-
ся в подальшому. Детальне їх викладення
мiститься у [1, 6, 8].

Нехай p – просте число (p =
2, 3, 5, ..., 137, ...), яке буде фiксованим.
Введемо на множинi Q норму |x|p за прави-
лом |0|p = 0, |x|p = p−γ, якщо рацiональне
число x подане у виглядi

x = pγ m

n
,

де {m,n, γ} ⊂ Z, m,n не дiляться на p. До-
повнення Q за p – адичною нормою утворює
поле Qp p – адичних чисел.

Норма | · |p володiє наступними властиво-
стями: |x|p = 0 у тому випадку, коли x = 0;
|xy|p = |x|p · |y|p; |x + y|p ≤ max (|x|p, |y|p),
причому якщо |x|p 6= |y|p, то |x + y|p =
max (|x|p, |y|p). Таким чином p – адична нор-
ма неархiмедова.

Метрика ρ(x, y) = |x− y|p перетворює по-
ле Qp у сепарабельний цiлком незв’язний
локально компактний метричний простiр.
На Qp iснує (єдина, з точнiстю до множни-
ка) мiра dx, iнварiантна вiдносно додаван-
ня. При цьому якщо a ∈ Qp, a 6= 0, то
d(xa) = |a|pdx. Будемо нормувати мiру так,
що

∫

|x|p≤1

dx = 1.

Простiр Qp є об’єднанням злiченної сiм’ї
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попарно неперетинних множин

Qp =
∞⋃

ν=−∞
{x : |x|p = pν},

при цьому
∫

|x|p=pν

dx = pν

(
1− 1

p

)
.

Введемо у розгляд клас Mγ(γ ≥ 0) ком-
плекснозначних функцiй ϕ(x) на Qp, якi за-
довольняють умови:

1) |ϕ(x)| ≤ c (1 + |x|p)γ;
2) iснує натуральне число N = N(ϕ) таке,

що для довiльного x ∈ Qp

ϕ(x + x′) = ϕ(x), |x′| ≤ p−N .

Функцiя ϕ, що задовольняє умови 1), 2)
називається локальною сталою, а число N
показником локальної сталостi функцiї ϕ.
Якщо функцiя ϕ залежить також вiд пара-
метра t, будемо говорити, що ϕ ∈ Mγ рiвно-
мiрно по t, якщо константа c i показник N
не залежить вiд t.

Множину фiнiтних функцiй з M0 будемо
позначати D. Нехай χ – нормований адитив-
ний характер поля Qp, тодi χ ∈ M0. Пере-
творення Фур’є функцiй ϕ ∈ L1(Qp, dx) ви-
значається формулою

F (ϕ) ≡ ϕ̃(ξ) =

∫

Qp

χ(ξx)ϕ(x)dx, ξ ∈ Qp.

Обернене перетворення

F−1(ϕ) ≡ ϕ(x) =

∫

Qp

χ(−ξx)ϕ̃(x)dx, x ∈ Qp

iснує, якщо ϕ̃ ∈ L1(Qp, dx).
Має мiсце формула [1]

∫

Qp

f(|x|p)χ(ξx)dx =

=

(
1− 1

p

)
|ξ|−1

p

∞∑
ν=0

f
(
p−ν |ξ|−1

p

)
p−ν−

−|ξ|−1
p f

(
p|ξ|−1

p

)
, (1)

де ξ 6= 0 i припускається збiжнiсть ряду
∞∑

ν=0

f(p−ν)p−ν .

Оператор Dγ диференцiювання порядку
γ > 0 визначений на функцiях ϕ ∈ D фор-
мулою [1]

(Dγϕ) (x) =
1

Γp(−γ)





∫

|y|p≤1

|y|−γ−1
p [ϕ(x− y)−

−ϕ(x)]dy +

∫

|y|p>1

|y|−γ−1
p ϕ(x− y)dy+

+
1− p−1

1− pγ
ϕ(x)

}
, (2)

де Γp(s) = 1−ps−1

1−p−s – p – адичний аналог гама-
функцiї.

У другому iнтегралi правої частини (2)
додамо i вiднiмемо |y|−γ−1

p ϕ(x). Та скориста-
ємося тим, що

∫

|y|p>1

|y|−γ−1
p dy =

∞∑
ν=1

∫

|y|p=pν

|y|−γ−1
p dy =

=

(
1− 1

p

) ∞∑
ν=1

p−νγ =
p− 1

p(pγ − 1)
.

Тому

(Dγϕ) (x) =
1

Γp(−γ)
×

×
∫

Qp

|y|−γ−1
p [ϕ(x− y)− ϕ(x)]dy.

Таким чином оператор Dγ визначений на
всiх функцiях ϕ ∈ Mβ, 0 ≤ β < γ. Якщо
ϕ ∈ D, то перетворення Фур’є, у сенсi уза-
гальнених функцiй, функцiї Dγϕ дорiвнює
|ξ|γϕ̃(ξ).

3. Основний результат. Розглянемо
двоточкову крайову задачу для параболi-
чного рiвняння

∂u(t, x)

∂t
+ a (Dαu) (t, x) = 0, (3)

x ∈ Qp, t ∈ (0, T ),

u(t, x)|t=0 − µu(t, x)|t=T = ϕ(x), (4)
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де ϕ ∈ M0, a > 0, α ≥ 1.
Як i в евклiдовому випадку, перший

крок полягає у побудовi фундаментального
розв’язку рiвняння (3). Розв’язок задачi (3),
(4) будемо шукати у виглядi

u(t, x) = F−1(V (t, σ)),

де V (t, σ) є розв’язком двоточкової крайо-
вої задачi для звичайного диференцiального
рiвняння

dV (t, σ)

dt
+ a|σ|αp V (t, σ) = 0, σ ∈ Qp, (5)

V (t, σ)|t=0 − µV (t, σ)|t=T = ϕ̃(σ). (6)

Розв’язок рiвняння (5) має вигляд

V (t, σ) = ce−a|σ|αp t.

Враховуючи крайовi умови (6) маємо

c− µce−a|σ|αp T = ϕ̃(σ)

або
c =

ϕ̃(σ)

1− µe−a|σ|αp T
.

Тодi розв’язок задачi (5), (6) набуде вигляду

V (t, σ) =
ϕ̃(σ)e−a|σ|αp t

1− µe−a|σ|αp T
. (7)

Застосовуючи обернене перетворення Фур’є
до (7) отримуємо

u(t, x) =

∫

Qp

G(t, x− ξ)ϕ(ξ)dξ,

де

G(t, x) =

∫

Qp

χ(−xσ)
e−a|σ|αp t

1− µe−a|σ|αp T
dσ.

Лема 1. Якщо |µ|p < 1, то має мiсце
нерiвнiсть

|G(t, x)| ≤ c

∞∑
j=0

|µ|p(t + Tj)×

×
(
(t + Tj)

1
α + |x|p

)−α−1

. (8)

Доведення. З припущення, що |µ|p < 1,
функцiю G(t, x) можна подати у виглядi

G(t, x) =
∞∑

j=0

|µ|p
∫

Qp

χ(−xσ)e−a|σ|αp t×

×e−a|σ|αp Tjdσ ≡
∞∑

j=0

|µ|pGj(t, x). (9)

З (9) видно, що функцiї Gj неперервнi по
x ∈ Qp. Оцiнимо їх. Враховуючи зображен-
ня функцiї Gj(t, x) отримаємо

|Gj(t, x)| ≤
∫

Qp

exp{−a|σ|αp (t + Tj)}dσ.

Нехай цiле число k таке, що pk−1 ≤ (t +

Tj)
1
α ≤ pk. Виберемо τ ∈ Qp, щоб |τ |p =

pk−1. Тодi

|Gj(t, x)| ≤
∫

Qp

exp{−apα(k−1)|σ|αp}dσ =

=

∫

Qp

exp{−a|τσ|αp}dσ =

= |τ |−1
p

∫

Qp

exp{−a|η|αp}dη =

= p−kp

∫

Qp

exp{−a|η|αp}dη ≤ C(t + Tj)−
1
α .

(10)
Використовуючи формулу (1) при x 6= 0,

отримаємо

Gj(t, x) =

(
1− 1

p

)
|x|−1

p

∞∑
ν=0

p−ν×

× exp{−a(t + Tj)p−αν |x|−α
p }−

−|x|−1
p exp{−a(t + Tj)pα|x|−α

p }.
Розкладаючи експоненти у ряд, мiняючи по-
рядок сумування i просумувавши геометри-
чну прогресiю, отримаємо, що для x 6= 0

Gj(t, x) =
∞∑

m=1

(−1)m

m!

1− pαm

1− p−αm−1
×
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× (a(t + Tj))m |x|−αm−1
p . (11)

Iз (11) отримуємо, що для 0 < t < T , |x|p ≥
(t + Tj)

1
α

|Gj(t, x)| ≤ |x|−1
p

∞∑
m=1

cm

m!

(
(t + Tj)|x|−α

p

)m ≤

≤ |x|−1
p

[ c

1!
(t + Tj)|x|−α

p + ...+

+
cm

m!
(t + Tj)m|x|−mα

p + ...

]
= |x|−α−1

p (t+Tj)×

×
[

c

1!
+ ... +

cm

m!
(t + Tj)m−1|x|−mα−1

p + ...

]
≤

≤ |x|−α−1
p (t + Tj)

[
c

1!
+ ... +

cm

m!
(t + Tj)m−1×

× 1

(t + Tj)m−1
+ ...

]
≤ c1|x|−α−1

p (t+Tj). (12)

Iз нерiвностей (10) та (12) отримуємо (8).
Дiйсно, якщо |x|p ≥ (t + Tj)

1
α , то

|x|−α−1
p ≤ c

(
|x|p + (t + Tj)

1
α

)−α−1

.

Якщо ж |x|p < (t + Tj)
1
α , то

(
|x|p + (t + Tj)

1
α

)−α−1

≥ c(t+Tj)−1(t+Tj)−
1
α .

Лема доведена.
Нерiвнiсть (8) показує, що по змiннiй x

функцiя G(t, x) належить L1(Qp, dx), то iз
(9) i формули перетворення Фур’є знаходи-
мо, що ∫

Qp

G(t, x)dx = 1. (13)

Розглянемо похiдну ∂G
∂t
. Очевидно, що (9)

можна диференцiювати пiд знаком iнтегра-
лу

∂G

∂t
= −a

∞∑
j=0

|µ|p
∫

Qp

|σ|αp e−a|σ|αp te−a|σ|αp Tjdσ.

(14)
Лема 2. Якщо |µ|p < 1, то має мiсце

нерiвнiсть
∣∣∣∣
∂G(t,x)

∂t

∣∣∣∣≤ c

∞∑
j=0

|µ|p
(
(t+Tj)

1
α +|x|p

)−α−1

.

(15)

Доведення аналогiчне лемi 1.
Отже, правильним є таке твердження.
Теорема. Нехай |µ|p < 1, ϕ ∈ Mβ, β <

α. Тодi розв’язок двоточкової задачi (1), (2)
iснує i подається у виглядi

u(t, x) =

∫

Qp

G(t, x− ξ)ϕ(ξ)dξ,

де фундаментальний розв’язок G(t, x) має
вигляд (9) i для нього мають мiсце оцiнки
(8), (15).
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