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ÄÎ ÏÈÒÀÍÍß ÏÐÎ ÐÎÇÐÈÂÈ ÍÀÐIÇÍÎ ÄÈÔÅÐÅÍÖIÉÎÂÍÈÕ
ÔÓÍÊÖIÉ ÁÀÃÀÒÜÎÕ ÇÌIÍÍÈÕ

Äîâåäåíî çàãàëüíó òåîðåìó ïðî òî÷êè ðîçðèâó âiäîáðàæåíü f : X × Y → Z, ÿêi êâàçi-
íåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ëiïøèöåâi â êîæíié òî÷öi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨, i ç
äîïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè ïîêàçàíî, ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó êîæíî¨ íàðiçíî äèôåðåíöiéîâ-
íî¨ ôóíêöi¨ f : Rn → R íiäå íå ùiëüíà â Rn i íà êîæíié ãiïåðïëîùèíi xi = const.

The common theorem about the points of discontinuity of mappings f : X × Y → Z which
are quasicontinuous with respect to the �rst variable and have the Lipschitz property at every
point with respect to the second variable is given. It is shown that the set of discontinuity of every
separately di�erentiable function f : Rn → R is nowhere dense in Rn and on every hiperplane
xi = const.

1. Ó ïðàöi [1] âèâ÷àëèñÿ ðiçíîìàíiòíi âëà-
ñòèâîñòi ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó D(f) íàði-
çíî äèôåðåíöiéîâíèõ f ôóíêöié äâîõ çìií-
íèõ. Îòðèìàíi òàì ðåçóëüòàòè äëÿ íàðiçíî
äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié áóëè íàñëiäêîì
çàãàëüíèõ òåîðåì, â ÿêèõ âèêîðèñòîâóâàëè-
ñÿ ðiçíi óìîâè Ëiïøèöÿ. Çîêðåìà, áóëî äà-
íî ïîâíèé îïèñ ìíîæèí òî÷îê ðîçðèâó íà-
ðiçíî íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
f : R2 → R. Ïiñëÿ öüîãî ïðèðîäíî ïîñòàëî
ïèòàííÿ ïðî ðîçøèðåííÿ öèõ ðåçóëüòàòiâ íà
âèïàäîê ôóíêöié n çìiííèõ. Ó äàíié ñòàòòi
çðîáëåíî ïåðøi êðîêè â öüîìó íàïðÿìêó.

Òàê, ç òåîðåìè 2 ç [1] âèïëèâà¹: ÿêùî
X � áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi
ïðîñòîðè i f : X × Y → Z � âiäîáðàæåí-
íÿ, ÿêå íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨
i ëiïøèöåâå â êîæíié òî÷öi âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨, òî äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíîæè-
íà Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)} íiäå íå
ùiëüíà â X. Ç òî÷êè çîðó ìîæëèâèõ çàñòîñó-
âàíü äî ôóíêöié áàãàòüîõ çìiííèõ âàæëèâî
áóëî ç'ÿñóâàòè, ÷è ìîæíà â öüîìó òâåðäæåí-
íi íåïåðåðâíiñòü çàìiíèòè íà êâàçiíåïåðåðâ-
íiñòü. Íà æàëü, òàêå óçàãàëüíåííÿ íå ïðà-
âèëüíå. Äîñèòü âçÿòè êâàçiíåïåðåðâíó ôóí-
êöiþ g : R→ R ç óñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ
òî÷îê ðîçðèâó é ðîçãëÿíóòè âiäîáðàæåííÿ
f : R2 → R, äëÿ ÿêîãî f(x, y) = g(x). Òóò
ìè ïîêàçó¹ìî (òåîðåìà 1), ùî ðåçóëüòàò âñå

æ çàëèøèòüñÿ ïðàâèëüíèì, ÿêùî äîäàòêî-
âî âèìàãàòè íiäå íå ùiëüíiñòü ìíîæèí D(fy)
äëÿ êîæíîãî y ∈ Y . Ç öüîãî ðåçóëüòàòó iíäó-
êöi¹þ âèâîäèìî (òåîðåìà 2), ùî äëÿ êîæíî¨
ôóíêöi¨ z = f(x1, ..., xn) : Rn → R, ÿêà íåïå-
ðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ é äèôåðåí-
öiéîâíà âiäíîñíî êîæíî¨ iíøî¨ çìiííî¨, ìíî-
æèíà D(f) íiäå íå ùiëüíà â Rn i äëÿ êî-
æíîãî xn ∈ R ìíîæèíà Dxn(f) íiäå íå ùiëü-
íà â Rn−1. Äàëi ìè âèÿâëÿ¹ìî öiêàâå ÿâè-
ùå ðîçìèâàííÿ ðîçðèâiâ ïî âåðòèêàëÿõ äëÿ
ôóíêöié, ÿêi êâàçiíåïåðåðâíi âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiíî¨ i ëiïøèöåâi âiäíîñíî äðóãî¨ (òåî-
ðåìà 3).

Â òåîðåìi 3 ç [1] âñòàíîâëþ¹òüñÿ: ÿêùî X
� áåðiâñüêèé ïðîñòið, Y, Z � ìåòðè÷íi ïðî-
ñòîðè i f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå
íåïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ëiïøè-
öåâå âiäíîñíî äðóãî¨, òî ïðîåêöiÿ prX(D(f))
íiäå íå ùiëüíà â X. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî â öüîìó
òâåðäæåííi íåïåðåðâíiñòü íå ìîæíà çàìiíè-
òè íà êâàçiíåïåðåðâíiñòü, íàâiòü êîëè äîäà-
òè óìîâó íiäå íå ùiëüíîñòi ìíîæèí D(fy).
Ìè íàâîäèìî ïðèêëàä ôóíêöi¨ f : R2 → R,
ÿêà êâàçiíåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìií-
íî¨, íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i ëiïøèöå-
âà ç îäíi¹þ é òi¹þ æ êîíñòàíòîþ âiäíîñíî
äðóãî¨, ïðè÷îìó âñi ìíîæèíè D(fy) ñêií÷åí-
íi, à ïðîåêöiÿ ìíîæèíè D(f) íà âiñü àá-
ñöèñ ùiëüíà íà âiäðiçêó [0;1]. Áiëüøå òîãî,

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2003. Âèïóñê 160. Ìàòåìàòèêà. 23



ìè êîíñòðóþ¹ìî íàðiçíî íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíó ôóíêöiþ f : R3 → R, äëÿ ÿêî¨
prxy(D(f)) = [0; 1]2.

2. Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè
i f : X → Y � âiäîáðàæåííÿ. Ñèìâîëàìè
C(f) i D(f) ïîçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ìíî-
æèíè òî÷îê íåïåðâíîñòi é ðîçðèâó âiäîáðà-
æåííÿ f . Âiäîáðàæåííÿ f íàçèâà¹òüñÿ êâà-
çiíåïåðåðâíèì ó òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äëÿ
êîæíîãî îêîëó V òî÷êè y0 = f(x0) â Y i äëÿ
êîæíîãî îêîëó U òî÷êè x0 â X iñíó¹ òî÷êà
x1 ∈ U i ¨¨ îêië U1 â X òàêi, ùî U1 ⊆ U i
f(U1) ⊆ V . ßêùî f êâàçiíåïåðåðâíå â êî-
æíié òî÷öi x ∈ X, òî f íàçèâà¹òüñÿ êâàçiíå-
ïåðåðâíèì. Âiäîìî, ùî âiäîáðàæåííÿ f áó-
äå êâàçiíåïåðåðâíèì òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ â X ìíîæèíè G i äëÿ
êîæíî¨ ìíîæèíè A ⊆ X ç óìîâè G ⊆ A âè-
ïëèâà¹, ùî f(G) ⊆ f(A).

Âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè t1 i t2 ìåòðè÷íî-
ãî ïðîñòîðó T ìè ïîçíà÷à¹ìî ñèìâîëîì
|t1 − t2|T .

Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið, Y � ìå-
òðè÷íèé ïðîñòið, f : X → Y � âiäîáðàæåí-
íÿ, E ⊆ X, x0 ∈ X i Ux0 � ñèñòåìà âñiõ îêîëiâ
òî÷êè x0 â ïðîñòîði X. ×èñëà

ωf (E) = sup
x1,x2∈X

|f(x1)− f(x2)|Y ,

ωf,x0(E) = sup
x∈E

|f(x)− f(x0)|Y ,

ωf (x0) = inf
U∈Ux0

ωf (U) i

ω̃f (x0) = inf
U∈U§′

ωf,x0(U)

íàçèâàþòüñÿ âiäïîâiäíî êîëèâàííÿì ÷è ïðè-
â'ÿçàíèì êîëèâàííÿì ôóíêöi¨ f íà ìíîæèíi
E ÷è â òî÷öi x0. Âiäîáðàæåííÿ f áóäå íåïå-
ðåðâíèì ó òî÷öi x0 òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
ωf (x0) = 0 ÷è ω̃f (x0) = 0.

Íåõàé X i Y � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè. Âiä-
îáðàæåííÿ f : X → Y íàçèâà¹òüñÿ ëiïøè-
öåâèì ó òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî iñíóþòü îêië
U òî÷êè x0 â X i ÷èñëî γ > 0 òàêi, ùî
|f(x)−f(x0)|Y ≤ γ|x−x0|X , ÿê òiëüêè x ∈ U .
Êàæóòü, ùî f ëiïøèöåâå, ÿêùî iñíó¹ òàêà
êîíñòàíòà γ > 0, ùî äëÿ âñiõ x1, x2 ∈ X âè-
êîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|f(x1)− f(x2)|Y ≤ γ|x1 − x2|X .

Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ áå-
ðiâñüêèì, ÿêùî êîæíà íåïîðîæíÿ âiäêðèòà
â X ìíîæèíà ¹ ìíîæèíîþ äðóãî¨ êàòåãîði¨
â X. Ïðîñòið X áóäå áåðiâñüêèì òîäi é òiëü-
êè òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi çà-
ìêíåíèõ ìíîæèí Fn, ÿêà ïîêðèâà¹ ïðîñòið
X, ìíîæèíà

G =
∞⋃

n=1

intFn

âñþäè ùiëüíà â X.
ßê çâè÷àéíî, äëÿ âiäîáðàæåííÿ

f : X × Y → Z i òî÷êè p = (x, y) ∈ X × Y
ìè ïîêëàäåìî fx(y) = fy(x) = f(p).

Òåîðåìà 1. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè,
f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, êâàçiíåïå-
ðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ëiïøèöå-
âå â êîæíié òî÷öi âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨,
ïðè÷îìó äëÿ êîæíîãî y ∈ Y ìíîæèíà D(fy)
íiäå íå ùiëüíà â X. Òîäi äëÿ êîæíîãî y ∈ Y
ìíîæèíà Dy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ D(f)}
íiäå íå ùiëüíà â X.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî ÿêóñü òî÷êó
y0 ∈ Y i äîâåäåìî, ùî Dy0(f) íiäå íå ùiëüíà
â X. Íåõàé H0 � âiäêðèòà íåïîðîæíÿ ìíî-
æèíà â X. Îñêiëüêè ìíîæèíà D(fy0) íiäå
íå ùiëüíà â X, òî iñíó¹ âiäêðèòà â X íå-
ïîðîæíÿ ìíîæèíà H, òàêà, ùî H ⊆ H0 i
H

⋂
D(fy0) = Ø. Äëÿ äîâiëüíîãî íîìåðà n

ïîêëàäåìî

An = {x ∈ X : (∀y ∈ Y )(|y − y0|Y ≤ 1/n =⇒

=⇒ |f(x, y)− f(x, y0)|Z ≤ n|y − y0|Y )}.
Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X ôóí-
êöiÿ fx : Y → Z ëiïøèöåâà â òî÷öi y0, òî
∞⋃

n=1

An = X. Íåõàé Un = intAn i G =
∞⋃

n=1

Un. Ç
áåðîâîñòi ïðîñòîðó X âèïëèâà¹, ùî âiäêðè-
òà ìíîæèíà G âñþäè ùiëüíà â X. Â òàêîìó
ðàçi ìíîæèíà G0 = G

⋂
H âiäêðèòà é íåïî-

ðîæíÿ, ïðè÷îìó G0 ⊆ H0.
Äîâåäåìî, ùî G0

⋂
Dy0(f) = Ø. Íå-

õàé x0 ∈ G0. Òîäi iñíó¹ òàêèé íîìåð
n, ùî x0 ∈ Un. Îñêiëüêè H ⊆ C(fy0) i
x0 ∈ H, òî x0 ∈ C(fy0). Âiçüìåìî äîâiëüíå
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äîäàòíå ÷èñëî ε. Ç íåïåðåðâíîñòi âiäîáðà-
æåííÿ fy0 : X → Z â òî÷öi x0 i âiäêðèòîñòi
ìíîæèíè Un âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ òàêèé âiä-
êðèòèé îêië U òî÷êè x0 â X, ùî U ⊆ Un i
ωfy0

(U) ≤ ε/2. Íåõàé A = U
⋂

An. Îñêiëüêè
U ⊆ An i ìíîæèíà U âiäêðèòà, òî U ⊆ A.
Íåõàé δ = min{ε/2n, 1/n} i V � âiäêðèòà êó-
ëÿ â ïðîñòîði Y ç öåíòðîì ó òî÷öi y0 i ðà-
äióñîì δ. Ìíîæèíà O = U × V ¹ îêîëîì òî-
÷êè p0 = (x0, y0) â äîáóòêó X × Y . Ïîêàæå-
ìî, ùî ωf,p0(O) ≤ ε. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç W çà-
ìêíåíó êóëþ â ïðîñòîði Z ç öåíòðîì ó òî÷öi
z0 = f(p0) i ðàäióñîì ε. Íåõàé (x, y) ∈ A×V .
Òîäi x ∈ An, x ∈ U i

|y − y0|Y ≤ δ ≤ 1/n.

Ó òàêîìó ðàçi

|f(x, y)− f(x0, y0)|Z ≤ |f(x, y)− f(x, y0)|Z+

+|f(x, y0)− f(x0, y0)|Z ≤
≤ n|y − y0|Y + ωfy0

(U ≤ nδ + ε/2 ≤
≤ nε/2n + ε/2 = ε.

Òàêèì ÷èíîì, f(A× V ) ⊆ W , òîáòî fy(A) ⊆
W äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ Y . Òåïåð iç êâàçiíåïå-
ðåðâíîñòi âiäîáðàæåííü fy âèïëèâà¹, ùî

fy(U) ⊆ fy(A) ⊆ W = W,

ÿê òiëüêè y ∈ V . Îòæå, f(O) ⊆ W , à
çíà÷èòü, ωf,p0(O) ≤ ε. Çâiäñè âèïëèâà¹,
ùî ω̃f (p0) = 0, îòæå, p0 ∈ C(f), à òîìó
x0 6∈ Dy0(f). Òèì ñàìèì ïîêàçàíî, ùî ìíî-
æèíà Dy0(f) íiäå íå ùiëüíà â X.

3. Çàñòîñó¹ìî òåïåð òåîðåìó 1 äî äîñëi-
äæåííÿ âåëè÷èíè ìíîæèíè òî÷îê ðîçðèâó
íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ n çìiííèõ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � áåðiâñüêèé ïðî-
ñòið, Pm =

m∏
i=1

(ai, bi) � âiäêðèòèé ïàðàëåëå-
ïiïåä â Rm, z = f(x, x1, ..., xn) : X × Pn → R
� ôóíêöiÿ, ÿêà íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ x i äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî êîæíî¨
ç ðåøòè çìiííèõ x1, ..., xn çîêðåìà. Òîäi ìíî-
æèíà D(f) íiäå íå ùiëüíà â X × Pn i äëÿ
êîæíîãî xn ∈ (an, bn) ìíîæèíà

Dxn(f) = {(x, x1, ..., xn−1) ∈ X × Pn−1 :

(x, x1, ..., xn−1, xn) ∈ D(f)}
íiäå íå ùiëüíà â X × Pn−1.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñó¹ìî iíäóêöiþ âiäíî-
ñíî n. Ïðè n = 1 òâåðäæåííÿ òåîðåìè âè-
ïëèâà¹ ç òåîðåì 1 i 2 ñòàòòi [1]. Íåõàé n ≥ 2
i òâåðäæåííÿ òåîðåìè ïðàâèëüíå äëÿ ôóí-
êöié f : X × Pn−1 → R. Äîâåäåìî, ùî
òåîðåìà áóäå ñïðàâåäëèâà é äëÿ ôóíêöié
f : X × Pn → R. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ
f , î÷åâèäíî, íàðiçíî íåïåðåðâíà. ◦¨ ÷àñòèí-
íà ïîõiäíà f,n = ∂f

∂xn
¹ ïîòî÷êîâîþ ãðàíèöåþ

ïîñëiäîâíîñòi ôóíêöié gm : X × Pn → R,

gm(x, x1, ..., xn−1, xn) =

= m(f(x, x1, ..., xn−1, xn +
bn − xn

2m
)−

−f(x, x1, ..., xn)),

ÿêi òàêîæ íàðiçíî íåïåðåðâíi. Îñêiëüêè äî-
áóòîê X × Pn−1 áåðiâñüêèé [2,òåîðåìà 4], òî
ôóíêöi¨ gm êâàçiíåïåðåðâíi [3, òåîðåìà 6],
îòæå, D(f,n ) ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨
([4,5.1.1] àáî [3, íàñëiäîê 3]). Òîäi ìíîæèíà
C(f,n ) áóäå çàëèøêîâîþ â äîáóòêó X × Pn,
à çíà÷èòü, i âñþäè ùiëüíîþ â íüîìó, àäæå
öåé äîáóòîê áåðiâñüêèé.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà D(f) íiäå íå
ùiëüíà â X × Pn. Íåõàé G � âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà â X × Pn. Îñêiëüêè
C(f,n ) = X × Pn, òî G

⋂
C(f,n ) 6= O, îòæå,

iñíó¹ òî÷êà

p0 = (x0, x0
1, ..., x

0
n) ∈ G

⋂
C(f,n ).

Ç íåïåðåðâíîñòi ïîõiäíî¨ f,n ó òî÷öi p0 âè-
ïëèâà¹ ¨¨ ëîêàëüíà îáìåæåííiñòü ó öié òî-
÷öi. Îòæå, iñíó¹ âiäêðèòèé îêië U òî÷êè
x0 ó ïðîñòîði X, δ-îêîëè Ui òî÷îê x0

i ïðè
i = 1, ..., n i êîíñòàíòà γ òàêi, ùî

V = U × U1 × ...× Un ⊆ G

i |f,n (p)| ≤ γ äëÿ êîæíîãî p ∈ V . Çàôiêñó-
¹ìî òî÷êó (x1, ..., xn−1) ∈ U1 × ... × Un−1 i
ðîçãëÿíåìî íà äîáóòêó Q = U×Un ôóíêöiþ

g(x, xn) = f(x, x1, ..., xn−1, xn).

Çðîçóìiëî, ùî g íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåð-
øî¨ çìiííî¨ é çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ
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âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨ ç îäíi¹þ é òi¹þ æ
êîíñòàíòîþ γ. Òîìó [1, ëåìà 3] ôóíêöiÿ g
íåïåðåðâíà.

Íåõàé q = (x1, xn) ∈ Q i

h(q, x1, ..., xn−1) = f(x, x1, ..., xn−1, xn).

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ h íåïåðåðâíà âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ q i íàðiçíî äèôåðåí-
öiéîâíà âiäíîñíî ðåøòè çìiííèõ íà äîáó-
òêó Q × U1 × ... × Un−1. Îñêiëüêè ïðîñòið
Q áåðiâñüêèé, òî çà iíäóêòèâíèì ïðèïóùå-
ííÿì ìíîæèíà D(h) íiäå íå ùiëüíà â äîáó-
òêó Q× U1 × ...× Un−1 = V . Òîäi i ìíîæèíà
D(f |V ) íiäå íå ùiëüíà ó âiäêðèòié ìíîæè-
íi V äîáóòêó X × Pn, îòæå, iñíó¹ âiäêðèòà
íåïîðîæíÿ ìíîæèíà H â X × Pn òàêà, ùî
H ⊆ V i H

⋂
D(f |V ) = Ø. Ó òàêîìó ðàçi,

H ⊆ V
⋂

C(f |V ) ⊆ G
⋂

C(f),

îòæå, H ⊆ G i H
⋂

D(f) = Ø. Òàêèì ÷èíîì,
ìíîæèíà D(f) íiäå íå ùiëüíà â X × Pn.

Ùîá äîâåñòè äðóãå òâåðäæåííÿ, çàôiêñó-
¹ìî xn ∈ (an, bn). Ôóíêöiÿ

fxn(x, x1, ..., xn−1) = f(x, x1, ..., xn−1, xn)

íåïåðåðâíà âiäíîñíî çìiííî¨ x i íàðiçíî
äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî iíøèõ çìiííèõ
x1, ..., xn−1. Çà iíäóêòèâíèì ïðèïóøåííÿì,
ìíîæèíà D(fxn) íiäå íå ùiëüíà â X × Pn−1.
Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ fxn êâàçiíåïåðåðâíà é
ïðîñòið X×Pn−1 áåðiâñüêèé. Îñêiëüêè ôóí-
êöiÿ f äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî xn, òî âî-
íà ¹ i ëiïøèöåâîþ â êîæíié òî÷öi âiäíîñíî
öi¹¨ çìiííî¨. Òîìó çà òåîðåìîþ 1 ìíîæèíà
Dxn(f) íiäå íå ùiëüíà â X × Pn−1.

Íàñëiäîê. Íåõàé n ≥ 2 i ôóí-
êöiÿ f : Rn → R íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨
çìiííî¨ é íàðiçíî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî
ðåøòè çìiííèõ. Òîäi ìíîæèíà D(f) íiäå íå
ùiëüíà â Rn i äëÿ êîæíîãî xn ∈ R ìíîæèíà
Dxn(f) íiäå íå ùiëüíà â Rn−1.

4. Ïåðåéäåìî òåïåð äî âñòàíîâëåííÿ ÿâè-
ùà ðîçìèâàííÿ ðîçðèâiâ ïî âåðòèêàëÿõ.

Òåîðåìà 3. Íåõàé X � áåðiâñüêèé
ïðîñòið, Y i Z � ìåòðè÷íi ïðîñòîðè i
f : X × Y → Z � âiäîáðàæåííÿ, ÿêå êâàçiíå-
ïåðåðâíå âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ i ëiïøèöå-

âå âiäíîñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Òîäi iñíó¹ âiäêðè-
òà âñþäè ùiëüíà ìíîæèíà G â X òàêà, ùî
äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (x0, y0) ∈ X × Y , äëÿ ÿêî¨
x0 ∈ D(fy0)

⋂
G, iñíó¹ òàêèé îêië V òî÷êè y0

â Y , ùî x0 ∈ D(fy) äëÿ êîæíîãî y ∈ V .
Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíîãî íîìåðà n ïî-

êëàäåìî

An = {x ∈ X : (∀y1, y2 ∈ Y )(|f(x, y1)−
−f(x, y2)|Z ≤ n|y1 − y2|Y )}.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X âiäîáðàæåí-
íÿ fx : Y → Z ëiïøèöåâå, òî

∞⋃
n=1

An = X.

Íåõàé Un = intAn i G =
∞⋃

n=1

Un. Ç áåðîâîñòi
X âèïëèâà¹, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà G âñþäè
ùiëüíà â X.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà G øóêàíà. Íåõàé
(x0, y0) ∈ X × Y i x0 ∈ D(fy0)

⋂
G. Âiçüìåìî

ε > 0 òàê, ùî ωfy0
(x0) > ε. Îñêiëüêè x0 ∈ G,

òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m, ùî x0 ∈ Um. Ïîêëà-
äåìî δ = ε/8m i

V = {y ∈ Y : |y − y0|Y < δ}.
Íåõàé y ∈ V . Äîâåäåìî, ùî x0 ∈ D(fy).
Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië U òî-
÷êè x0 â X. Òîäi é ïåðåòèí U0 = U

⋂
Um ¹

âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè x0 â X. Îñêiëüêè
ωfy0

(U0) ≥ ωfy0
(x0) > ε, òî iñíóþòü òàêi òî-

÷êè x1 i x2 ∈ U0, ùî

|fy0(x1)− fy0(x2)|Z > ε.

Ç êâàçiíåïåðåðâíîñòi âiäîáðàæåííÿ fy0 â òî-
÷êàõ x1 i X2 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü òàêi âiä-
êðèòi íåïîðîæíi ìíîæèíè G1 i G2 â X, ùî
G1

⋃
G2 ⊆ U0 i ωfy0,xi

(Gi) < ε/4 ïðè i = 1, 2.
Íåõàé A = Am

⋂
U0. ßñíî, ùî U0 ⊆ A. Òîìó

iñíóþòü òî÷êè a1 i a2 òàêi, ùî ai ∈ A
⋂

Gi

ïðè i = 1, 2. Òîäi

|fy(a1)− fy(a2)|Z ≥ |fy0(a1)− fy0(a2)|Z−
−|fy(a1)− fy0(a1)|Z − |fy(a2)− fy0(a2)|Z ≥
≥ |fy0(a1)− fy0(a2)|Z − 2m|y − y0|Y >

> |fy0(a1)− fy0(a2)|Z − 2mδ =

= |fy0(a1)− fy0(a2)|Z − ε/4 ≥
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≥ |fy0(x1)− fy0(x2)|Z−
−|fy0(x1)− fy0(a1)|Z−

−|fy0(x2)− fy0(a2)|Z − ε/4 >

> ε− 3ε/4 = ε/4.

Îòæå, ωfy(U) > ε/4, áî a1 i a2 ∈ U .
Çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ωfy(x0) ≥ ε/4, îòæå
x0 ∈ D(fy).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî óìîâó íåïåðåðâíîñòi
âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ â òåîðåìi 3 ç [1] íå
ìîæíà çàìiíèòè íà êâàçiíåïåðåðâíiñòü íà-
âiòü, ÿêùî âèìàãàòè, ùî âñi ìíîæèíè D(fy)
íiäå íå ùiëüíi.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñiì'ÿ (As)s∈S ïiäìíîæèí
As òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâà¹òüñÿ
äèñêðåòíîþ íà ìíîæèíi E ⊆ X, ÿêùî äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E iñíó¹ òàêèé ¨¨ îêië U â
X, ùî |{s ∈ S : As

⋂
U 6= Ø}| ≤ 1. Ñèìâîëîì

χA ïîçíà÷à¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ
ìíîæèíè A.

Ðîçãëÿíåìî íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíó
ôóíêöiþ

ϕ(t) =

{
e

t2

t2−1 , |t| < 1,
0 , |t| ≥ 1.

Ëåìà. Íåõàé (an)∞n=1 i (bn)∞n=1 � íåñêií-
÷åííî ìàëi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi òàêi, ùî
bn > an > bn+1 äëÿ êîæíîãî n ∈ N, cn =
an+bn

2
, δn = bn−an

2
i (dn)∞n=1 � îáìåæåíà ïîñëi-

äîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë. Òîäi ôîðìóëîþ

h(x) =
∞∑

n=1

dne
−1/anδnϕ(

x− cn

δn

)

âèçíà÷à¹òüñÿ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà
ôóíêöiÿ h : R→ R.

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî ïîñëiäîâ-
íiñòü iíòåðâàëiâ In = (an, bn) äèñêðåòíà íà
R \ {0}, íîñié íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨
ôóíêöi¨

hn(x) = dne
−1/anδnϕ(

x− cn

δn

)

ìiñòèòüñÿ â iíòåðâàëi In i hn(0) = 0 äëÿ êî-
æíîãî n. Òîìó ôóíêöiÿ h âèçíà÷åíà íà R

i ìà¹ ïîõiäíi âñiõ ïîðÿäêiâ ó êîæíié òî÷öi
x 6= 0, ïðè÷îìó

h(m)(x) =
∞∑

n=1

h(m)
n (x)

äëÿ êîæíîãî m ∈ N. Çîêðåìà h(m)(x) =

h
(m)
n (x), ÿêùî x ∈ In i h(m)(x) = 0, ÿêùî

x 6∈ E =
∞⋃

n=1

In i x 6= 0.

Äîâåäåìî, ùî h(m)(0) = 0 äëÿ êîæíîãî
m ∈ N. Íåõàé

γm = max
t∈R

|ϕ(m)(t)|

äëÿ m ∈ N0 = N
⋃{0} i d = sup

n∈N
dn. Îñêiëüêè

h(m)
n (x) = dne

−1/anδnδ−m
n ϕ(m)(

x− cn

δn

),

òî
|h(m)

n (x)| ≤ dγme−1/anδnδ−m
n

äëÿ âñiõ x ∈ R i m ∈ N0. Òîìó ïðè x ∈ In

áóäåìî ìàòè

0 ≤ h(x)

x
=

hn(x)

x
≤ dγ0e

−1/anδn

an

=

= dγ0δn
e−1/anδn

anδn

i ïðè m ∈ N

0 ≤ |h(m)(x)|
x

=
|h(m)

n (x)|
x

≤

≤ dγme−1/anδn

anδm
n

= dγmam−1
n

a−1/anδn

(anδn)m
.

Îñêiëüêè an → 0, δn → 0 i äëÿ êîæíîãî
m ∈ N

lim
n→∞

e−1/anδn

(anδn)m
= lim

t→+∞
tm

et
= 0,

òî
lim

x→0,x∈E

|h(m)(x)|
x

= 0

ïðè m ∈ N0. Êðiì òîãî, h(m)(x) = 0, ÿêùî
x 6∈ E. Òîìó, çà iíäóêöi¹þ,

h(m+1)(0) = lim
x→0

h(m)(x)

x
= 0
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äëÿ êîæíîãî m ∈ N0.
Ïðèêëàä 1. Äëÿ n ∈ N i k = 1, . . . , 3n−1

ïîêëàäåìî an = 1/3n, bn = 2/3n, In =
(an, bn), an,k = 3k−2

3n , bn,k = 3k−1
3n , In,k =

(an,k, bn,k), Qn,k = In,k × In, δn = bn−an

2
,

cn = an+bn

2
i ðîçãëÿíåìî íà R2 ôóíêöiþ

ϕn,k(x, y) = e−
1

anδn ϕ(
y − cn

δn

)χIn,k(x).

Äëÿ êîæíîãî y ∈ R ôóíêöiÿ ϕn,k(·, y) íåïå-
ðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ ç R, êðiì, ìîæëèâî, òî-
÷îê an,k i bb,k, â ÿêèõ âîíà êâàçiíåïåðåðâíà,
áî ¹ íåïåðåðâíîþ âiäïîâiäíî ñïðàâà i çëiâà.
Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ ϕn,k êâàçiíåïåðåðâíà
âiäíîñíî x, D(ϕn,k(·, y)) = {an,k, bn,k}, ÿêùî
y ∈ In, i D(ϕn,k(·, y)) = Ø, ÿêùî y 6∈ In. Êðiì
òîãî, íîñié ôóíêöi¨ ϕn,k, ìiñòèòüñÿ ó êâàäðà-
òi Qn,k.

Îñêiëüêè ñiì'ÿ êâàäðàòiâ Qn,k äèñêðåòíà
íà ìíîæèíi R × (R \ {0}) i ϕn,k(x, 0) = 0
äëÿ êîæíîãî x ∈ R i äîâiëüíèõ n ∈ N i
k = 1, ..., 3n−1, òî ôîðìóëîþ

f(x, y) =
∞∑

n=1

3n−1∑

k=1

ϕn,k(x, y)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ f : R2 → R, ÿêà êâà-
çiíåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨. ßñíî,
ùî êîëè y ∈ In ïðè äåÿêîìó n ∈ N, òî

fy(x) =
3n−1∑

k=1

ϕn,k(x, y)

äëÿ êîæíîãî x ∈ R, à çíà÷èòü

D(fy) =
3n−1⋃

k=1

{an,k, bn,k}.

ßêùî æ y íå âõîäèòü ó æîäíèé iç iíòåðâàëiâ
In, òî fy(x) = 0 äëÿ êîæíîãî x ∈ R, îòæå,
D(fy) = Ø. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ êîæíîãî y ∈ R
ìíîæèíà D(fy) ñêií÷åííà, à òîìó é íiäå íå
ùiëüíà â R.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî x ∈ R ðîçãëÿíåìî ôóí-
êöiþ fx : R→ R i ïîêàæåìî, ùî âîíà íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíà. Ïîêëàäåìî dn = 1,

ÿêùî x ∈
3n−1⋃
k=1

In,k i dn = 0, ÿêùî x 6∈
3n−1⋃
k=1

In,k.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî

fx(y) =
∞∑

n=1

dne−
1

anδn ϕ(
y − cn

δn

)

äëÿ êîæíîãî y ∈ R. Îòæå, çà ëåìîþ, ôóí-
êöiÿ fx íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, òîáòî
f íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðó-
ãî¨ çìiííî¨.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî D(ϕn,k) =

{an,k, bn,k} × In i D(f) =
∞⋃

n=1

3n−1⋃
k=1

D(ϕn,k). Òî-
ìó ïðîåêöiÿ íà âiñü àáñöèñ ìíîæèíè D(f) �

öå ìíîæèíà
∞⋃

n=1

4n−1⋃
k=1

{an,k, bn,k} âñiõ òðiéêîâî
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë íà iíòåðâàëi (0, 1), ÿêà,
çðîçóìiëî, ùiëüíà â öüîìó iíòåðâàëi.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f : R2 → R êâàçi-
íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨, íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî äðóãî¨ çìií-
íî¨, ìíîæèíè D(fy) ñêií÷åííi äëÿ êîæíîãî
y ∈ R, à ïðîåêöiÿ íà âiñü àáñöèñ ìíîæèíè
D(f) ùiëüíà â iíòåðâàëi (0, 1). Íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî

|∂f

∂y
(x, y)| ≤ 6γ1e

−18

íà R2, äå γ1 = max
t∈R

|ϕ′(t)|. Òîìó âñi ôóíêöi¨
fx ëiïøèöåâi ç îäíi¹þ é òi¹þ æ êîíñòàíòîþ.

6. Ïðèñòóïèìî äî ïîáóäîâè íàðiçíî íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíî¨ ôóíêöi¨ f : R3 →
R, â ÿêî¨ ïðîåêöiÿ ìíîæèíè ¨¨ òî÷îê ðîçðèâó
íà ïëîùèíó xOy ùiëüíà ó êâàäðàòi [0, 1]2.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ ψ :
R2 → R, ÿêà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ψ(x, y) =

{
2x2y2

x4+y4 , (x, y) 6= (0; 0),

0 , (x, y) = (0; 0).

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ ψ íàðiçíî íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà, D(ψ) = {(0, 0)}
i 0 ≤ ψ(x, y) ≤ 1 íà R2. Äëÿ ÷èñåë n ∈ N
i k = 1, ...2n−1 ââàæàòèìåìî an,k = 2k−1

2n ,
εn = 1/2n+2 i ðîçãëÿíåìî äëÿ òàêèõ n i k
òà j = 1, ..., 2n−1 ôóíêöi¨

fn,k,j(x, y) = ψ(x− an,k, y − an, j)ϕ(
y − an,j

εn

)
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äå (x, y) ∈ R2 i ϕ � ôóíêöiÿ ç ïîïåðåäíüîãî
ïóíêòó. Íîñié ôóíêöi¨ fn,k,j ìiñòèòüñÿ ó êâà-
äðàòi Qn,k,j = [an,k − εn, an,k + εn] × [an,j −
εn, an,j + εn], öÿ ôóíêöiÿ íàðiçíî íåñêií÷åí-
íî äèôåðåíöiéîâíà, D(fn,k,j) = {an,k, an,j} i
0 ≤ fn,k,j(x, y) ≤ 1 íà R2. Äëÿ êîæíîãî ôi-
êñîâàíîãî n ∈ N ñiì'ÿ êâàäðàòiâ Qn,k,j, äå
k, j = 1, ..., 2n−1 äèñêðåòíà. Äëÿ (x, y) ∈ R2 i
n ∈ N ïîêëàäåìî

gn(x, y) =
2n−1∑

k,j=1

fn,k,j(x, y).

Çðîçóìiëî, ùî ôóíêöiÿ gn : R2 → R íàðiçíî
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà,

D(gn) = {(an,k, an,j) : k, j = 1, ..., 2n−1}
i 0 ≤ gn(x, y) ≤ 1 íà R2.

Íåõàé ÷èñëà an, bn, cn, δn i iíòåðâàëè In

òàêi æ, ÿê ó ïðèêëàäi 1. Äëÿ (x, y, z) ∈ R3

ïîêëàäåìî

fn(x, y, z) = e−1/anδngn(x, y)ϕ(
z − cn

δn

)

íîñié ôóíêöi¨ fn : R3 → R ìiñòèòüñÿ â øàði
Sn = R2×In, ôóíêöiÿ fn íàðiçíî íåñêií÷åííî
äèôåðåíöiéîâíà i

D(fn) = D(gn)× In.

Îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü øàðiâ Sn äèñêðåòíà
íà ìíîæèíi R2 × R \ {0} i fn(x, y, 0) = 0 íà
R2 äëÿ êîæíîãî n, òî ôîðìóëîþ

f(x, y, z) =
∞∑

n=1

fn(x, y, z)

âèçíà÷à¹òüñÿ ôóíêöiÿ f : R3 → R, ÿêà íå-
ñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà âiäíîñíî x i âiä-
íîñíî y. Ïîêàæåìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ íåñêií-
÷åííî äèôåðåíöiéîâíà i âiäíîñíî z. Çàôi-
êñó¹ìî òî÷êó (x, y) ∈ R2 i ïîêëàäåìî dn =
gn(x, y). Îñêiëüêè

f(x, y, z) =
∞∑

n=1

dne
−1/anδnϕ(

z − cn

δn

)

i ïîñëiäîâíiñòü (dn) îáìåæåíà, òî, çãiäíî ç
ëåìîþ, ôóíêöiÿ f(x, y, ·) íåñêií÷åííî äèôå-
ðåíöiéîâíà.

ßñíî, ùî D(f) =
∞⋃

n=1

D(fn), îòæå, ïðîå-
êöiÿ ìíîæèíè D(f) íà ïëîùèíó xOy � öå
∞⋃

n=1

A2
n, äå An = {1/2n, 3/2n, ..., 2n−1

2n }, i ìè
áà÷èìî, ùî öÿ ïðîåêöiÿ ùiëüíà ó êâàäðàòi
[0; 1]2.

Çàçíà÷èìî, ùî îñíîâíi ðåçóëüòàòè öi¹¨
ïðàöi áóëè àíîíñîâàíi â [5].
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