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ÏÐÎÑÒIÐ ÔIÍIÒÍÈÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ I ÐÎÇÐÈÂÈ ÍÀÐIÇÍÎ
ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Íàâåäåíî ïðèêëàä íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ i ñêðiçü ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f : R× R∞ → R.

The example of separately continiuos and everywhere discontiniuos function f : R×R∞ → R
is given.

1. Ñóêóïíà íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié Êà-
ðàòåîäîði, çàäàíèõ íà äîáóòêàõ T × X, â
ÿêèõ äðóãèé ñïiâìíîæíèê � öå ïðîñòið R∞
âñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë
ç òîïîëîãi¹þ iíäóêòèâíî¨ ãðàíèöi ïîñëiäîâ-
íîñòåé ñâî¨õ ñêií÷åííîâèìiðíèõ ïiäïðîñòî-
ðiâ Rn = {x = (ξ1, ..., ξn, 0, 0...) : ξk ∈ R ïðè
k = 1, ..., n}, äîñëiäæóâàëàñÿ â ïðàöÿõ [1-3].
Â [4] ðîçãëÿäàâñÿ çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè
X � öå ïðÿìà ãðàíèöÿ ïîñëiäîâíîñòi ïðîñòî-
ðiâ Xn, ùî çàäîâîëüíÿþòü äðóãó àêñiîìó çëi-
÷åííîñòi. Çîêðåìà, áóëî äîâåäåíî [3, òåîðåìà
8]: ÿêùî T � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé òîïîëîãi-
÷íèé ïðîñòið ç ðåãóëÿðíîþ σ-ñêií÷åííîþ ìi-
ðîþ µ, Y � ìåòðèçîâíèé ñåïàðàáåëüíèé ïðî-
ñòið i f : T × R∞ → Y � ôóíêöiÿ Êàðàòåî-
äîði, òî äëÿ êîæíîãî ε iñíó¹ òàêà çàìêíåíà
ìíîæèíà Tε â T , ùî µ(T \Tε) < ε i çâóæåííÿ
f |Tε×R∞ íåïåðåðâíå çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ.

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêëî ïðèðîäíå áàæà-
ííÿ ç'ÿñóâàòè, ÿêèìè ìîæóòü áóòè ìíîæèíè
òî÷îê ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
f : T × R∞ → Y . Äîñëiäæåííþ âåëè÷èíè
ìíîæèíè C(f) òî÷îê ñóêóïíî¨ íåïåðåðâíîñòi
÷è âiäïîâiäíî ìàëîñòi ìíîæèíè D(f) òî÷îê
ðîçðèâó íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü
f : T × X → Y ïðèñâÿ÷åíî áàãàòî ïðàöü
ìàòåìàòèêiâ XX ñòîëiòòÿ (äèâ. ïðàöi [5-9] i
âêàçàíó òàì ëiòåðàòóðó). Ïðîòå ïðîñòið R∞
íå ïiäïàäà¹ ïiä äiþ æîäíî¨ ç âñòàíîâëåíèõ
ðàíiøå òåîðåì. Çîêðåìà, ïðîñòið R∞ íå çà-
äîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi (áiëü-
øå òîãî, âií â æîäíié òî÷öi íå ìà¹ çëi÷åííî¨
ïñåâäîáàçè), à òàêîæ öåé ïðîñòið íå ëîêàëü-
íî êîìïàêòíèé, õî÷à i σ-êîìïàêòíèé.

Äîáðå âiäîìî, ùî âiäîáðàæåííÿ
g : R∞ → Y íåïåðåðâíå òîäi é òiëüêè òîäi,
êîëè âñi éîãî çâóæåííÿ gn = g|Rn áóäóòü íå-
ïåðåðâíèìè. Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ñïðà-
âåäëèâå é äëÿ âiäîáðàæåíü f : T × R∞ → Y ,
äå T � ëîêàëüíî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé
ïðîñòið [3,4]. Ñàìå öÿ îáñòàâèíà äîçâîëèëà
âñòàíîâèòè ñôîðìóëüîâàíèé âèùå ðåçóëü-
òàò ïðî âëàñòèâiñòü Ñêîðöà-Äðà îíi äëÿ
âiäîáðàæåíü f : T × R∞ → Y .

Çàñòîñîâóþ÷è ïîäiáíèé ïðèéîì äëÿ íàði-
çíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : T × R∞ → R
i áåðiâñüêîãî ïðîñòîðó T , íà îñíîâi âiäîìèõ
ðåçóëüòàòiâ ìè îäåðæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî
çâóæåííÿ fn = f |T×Rn ìíîæèíà

An = {t ∈ T : {t} × Rn ⊆ C(fn)}
¹ âñþäè ùiëüíîþ ìíîæèíîþ òèïó Gδ â ïðî-
ñòîði T . Ïåðåòèí A =

∞⋂
n=1

An � öå òàêîæ
âñþäè ùiëüíà Gδ-ìíîæèíà â T . Ïðè öüî-
ìó äëÿ êîæíî¨ òî÷êè t ∈ A âñi çâóæåííÿ
fn íåïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ ó áóäü-
ÿêié òî÷öi ç ìíîæèíè {t} ×Rn. Òîìó ïîñòà-
ëî ïèòàííÿ: ÷è âèïëèâà¹ çâiäñè âêëþ÷åííÿ
A× R∞ ⊆ C(f)?

Ó öié ïðàöi ìè äà¹ìî íåãàòèâíó âiä-
ïîâiäü íà ïîñòàâëåíå çàïèòàííÿ, íàâîäÿ-
÷è ïðèêëàä íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
f : R× R∞ → R, ÿêà ðîçðèâíà â òî÷öi (0, θ),
äå θ = (0, 0, ...) ∈ R∞, ïðè÷îìó êîæíå ¨¨ çâó-
æåííÿ fn = f |R×Rn íåïåðåðâíå â áóäü-ÿêié
òî÷öi ìíîæèíè {0} × Rn. Êðiì òîãî, ìè íà-
âîäèìî ïðèêëàä íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ i ñêðiçü
ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f : R × R∞ → R. Iäåÿ
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ïîáóäîâè öèõ ïðèêëàäiâ ¹ ðîçâèòêîì ðàíi-
øå çàñòîñîâàíîãî ïðèéîìó [9, ïiäðîçäië 5.4]
äëÿ âèçíà÷åííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ i ñêðiçü
ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f : R∞ × R∞ → R.

2. Áàçó îêîëiâ òî÷êè x0 = (ξ0
1 , ..., ξ

0
k, ...) ó

ïðîñòîði R∞ óòâîðþþòü ìíîæèíè

Ue(x0) = Uε1,ε2,...(x0) =

= {x = (ξk)
∞
k=1 ∈ R∞ : |ξk − ξ0

k| < εk

ïðè k ∈ N},
äå e = (εk)

∞
k=1 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäà-

òíèõ ÷èñåë. Çiñòàâèâøè òî÷öi (t, x) ∈ R×R∞
òî÷êó (ξ0, ξ1, ξ2, ...) ∈ R∞, äëÿ ÿêî¨ t = ξ0 i
x = (ξ1, ξ2, ...), îäåðæèìî içîìîðôiçì òîïî-
ëîãi÷íèõ âåêòîðíèõ ïðîñòîðiâ R×R∞ i R∞.
Ìè áóäåìî ïîçíà÷àòè, ÿê çâè÷àéíî, ÷åðåç en

÷èñëîâó ïîñëiäîâíiñòü, n-é åëåìåíò ÿêî¨ äî-
ðiâíþ¹ 1, à âñi ðåøòà � íóëþ.

Òâåðäæåííÿ 1. Iñíó¹ ìíîæèíà A ⊆ R∞,
òàêà, ùî θ ∈ intRn(A

⋂
Rn) äëÿ êîæíîãî

n ∈ N, àëå θ 6∈ intR∞(A).
Äîâåäåííÿ. Íåõàé Bn = {x = (ξk)

∞
k=1 ∈

Rn : |ξk| < 1/n ïðè k ∈ N} i A =
∞⋃

n=1

Bn. ßñíî, ùî An = A
⋂
Rn ⊇ Bn, îòæå

intRn(An) ⊇ intRn(Bn) 3 θ, äëÿ êîæíîãî n.
Àëå θ 6∈ intR∞(A). Ñïðàâäi, ðîçãëÿíåìî äî-
âiëüíó ïîñëiäîâíiñòü e äîäàòíèõ ÷èñåë εk i
ïîðîäæåíèé íåþ îêië íóëÿ U = Ue(θ) ó ïðî-
ñòîði R∞. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî U 6⊆ A. Ùîá
öå âñòàíîâèòè, âiçüìåìî íîìåð n íàñòiëüêè
âåëèêèé, ùîá 1/n < ε1/2. Òîäi äëÿ åëåìåíòà
u = (ε1e1 + εnen)/2 áóäåìî ìàòè: u ∈ U \ A.
Ñïðàâäi, u 6∈ Bm ïðè m < n, áî u 6∈ Rm, à
Bm ⊆ Rm ïðè m < n. Ç iíøîãî áîêó, u 6∈ Bm

ïðè m ≥ n, áî ε1/2 > 1/m ïðè m ≥ n. Îòæå,
u 6∈ A.

Òâåðäæåííÿ 2. Iñíó¹ ôóíêöiÿ f : R∞ →
R òàêà, ùî âñi ¨¨ çâóæåííÿ fn = f |Rn íåïå-
ðåðâíi â òî÷öi θ, àëå f ðîçðèâíà â òî÷öi θ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A � ìíîæèíà ç òâåð-
äæåííÿ 1 i f = χA � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóí-
êöiÿ ìíîæèíè A. Òîäi fn íåïåðåðâíà â òî÷öi
θ, áî âîíà òîòîæíî äîðiâíþc îäèíèöi â äå-
ÿêîìó îêîëi íóëÿ â Rn (à ñàìå íà ìíîæèíi An

ç äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ). Äà-
ëi, f ðîçðèâíà â òî÷öi θ, áî â êîæíîìó îêîëi

íóëÿ U iñíó¹ òî÷êà xU , ÿêà íå âõîäèòü â A i
äëÿ ÿêî¨ f(xU) = 0, â òîé ÷àñ ÿê f(θ) = 1.

3. Ó çâ'ÿçêó ç öèì ðåçóëüòàòîì ââåäåìî
òàêi ïîíÿòòÿ. Íåõàé f : R∞ → R � äîâiëü-
íà ôóíêöiÿ i x0 ∈ D(f). Ìè êàæåìî, ùî x0

� öå òî÷êà ðîçðèâó ñêií÷åííîãî òèïó, ÿêùî
iñíó¹ òàêèé íîìåð n, ùî x0 ∈ Rn, i çâóæå-
ííÿ fn = f |Rn ðîçðèâíå â òî÷öi x0. ßêùî
öå íå òàê, òî x0 íàçèâà¹òüñÿ òî÷êîþ ðîçðè-
âó íåñêií÷åííîãî òèïó. Öi îñòàííi õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ òàêîþ óìîâîþ: âñi çâóæåííÿ fn

ïðè n ≥ n0, äå n0 � íàéìåíøèé ç íîìåðiâ m,
äëÿ ÿêèõ x0 ∈ Rm, íåïåðåðâíi â òî÷öi x0, à
f ðîçðèâíà â öié òî÷öi. Òàêó æ òåðìiíîëî-
ãiþ ìè ìîæåìî ââåñòè i äëÿ âiäîáðàæåííÿ
f : T × R∞ → R.

Çðîçóìiëî, ùî ðîçðèâíà ôóíêöiÿ
f : R∞ → R îáîâ'ÿçêîâî ìà¹ òî÷êè ðîçðèâó
ñêií÷åííîãî òèïó. Òå æ ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i
ôóíêöié f : T × R∞ → R, äå T � ëîêàëü-
íî êîìïàêòíèé ãàóñäîðôîâèé ïðîñòið. ßê
âèïëèâà¹ çi ñêàçàíîãî â n.1, äëÿ áóäü-ÿêî¨
íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ f : T×R∞ → R,
äå T � áåðiâñüêèé ïðîñòið, iñíó¹ âñþäè ùiëü-
íà Gδ-ìíîæèíà A â T òàêà, ùî ìíîæèíà
A × R∞ íå ìiñòèòü òî÷îê ðîçðèâó ôóíêöi¨
f ñêií÷åííîãî òèïó. Òàêèì ÷èíîì, ó öüîìó
âèïàäêó òî÷îê ðîçðèâó ñêií÷åííîãî òèïó
ìàëî â òîìó ðîçóìiííi, ùî ¨õ ïðîåêöiÿ íà
ïðîñòið T ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòåãîði¨.

4. Òâåðäæåííÿ 2 ïîêàçó¹, ùî ôóíêöiÿ f :
R∞ → R ìîæå ìàòè é òî÷êè ðîçðèâó íåñêií-
÷åííîãî òèïó. Â öüîìó ïóíêòi ìè ïîêàæåìî,
ùî òàêi òî÷êè ìîæóòü ìàòè é íàðiçíî íåïå-
ðåðâíi ôóíêöi¨ f : R× R∞ → R.

Ëåìà. Íåõàé äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóí-
êöi¨ gk : R → R íåïåðåðâíi i gk(0) = 0.
Òîäi ôîðìóëîþ g(x) =

∑∞
k=1 gk(ξk), äå x =

(ξk)
∞
k=1 ∈ R∞, âèçíà÷à¹òüñÿ íåïåðåðâíà ôóí-

êöiÿ íà ïðîñòîði R∞.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó

x0 = (ξ0
k)
∞
k=1 ç ïðîñòîðó R∞. Iñíó¹ íîìåð n

òàêèé, ùî ξ0
k = 0, ÿê òiëüêè k > n. Òîäi

gk(ξ
0
k) = 0 ïðè k > n i g(x0) =

∑n
k=1 gk(ξ

o
k).

Îòæå, ôóíêöiÿ g âèçíà÷åíà â òî÷öi x0. Íå-
õàé ε > 0. Îñêiëüêè êîæíà ôóíêöiÿ gk íå-
ïåðåðâíà â òî÷öi ξ0

k, òî äëÿ êîæíîãî k iñíó¹
òàêå δk > 0, ùî ç íåðiâíîñòi |ξk − ξ0

k| < δk
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âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü |gk(ξk) − gk(ξ
0
k)| < ε/2k.

Ïîêëàäåìî U = Uδ1,δ2,...(x0). Òîäi äëÿ âñiõ
x ∈ U áóäåìî ìàòè

|g(x)− g(x0)| ≤
∞∑

k=1

|gk(ξk)− gk(ξ
0
k)| <

<

∞∑

k=1

ε/2k = ε.

Çàóâàæåííÿ. Ìîæíà ìiðêóâàòè é òàê.
Äëÿ êîæíîãî n çâóæåííÿ g|Rn íåïåðåðâ-
íå, ÿê ñóìà ñêií÷åííîãî ÷èñëà íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié. Òîìó i ôóíêöiÿ g íåïåðåðâíà.

Íåõàé (αn)∞n=1 � äåÿêà ñòðîãî ñïàäíà íå-
ñêií÷åííî ìàëà ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷è-
ñåë, íàïðèêëàä αn = 1/n. Âèáåðåìî ñïàäíó
ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë δn, äëÿ ÿêèõ
δn < (αn − αn+1)/4. Òîäi

αn − 2δn = αn+1 + αn − αn+1 − 2δn =

= αn+1 +αn−αn+1−4δn +2δn > αn+1 +2δn+1

äëÿ êîæíîãî n. Áóäåìî ââàæàòè

Pn = {(t, s) ∈ R2 : max{|t− αn|, |s|} ≤ δn}
i

Qn = {(t, s) ∈ R2 : max{|t− αn|, |s|} < 2δn}.
Çà ëåìîþ Óðèñîíà, äëÿ êîæíîãî n iñíó¹ íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ ψn : R2 → [0, 1] òàêà, ùî
ψn(p) = 1 íà Pn i ψn(p) = 0 íà R2\Qn. Íåõàé

sp(t, s) =

{
2ts

t2+s2 , (t, s) 6= (0, 0),
0 , (t, s) = (0, 0)

ïðè (t, s) ∈ R2. Ôóíêöiÿ sp : R2 → R � öå
âiäîìà ôóíêöiÿ Øâàðöà, ÿêà íàðiçíî íåïå-
ðåðâíà é ðîçðèâíà òiëüêè â ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò.

Òåîðåìà 1. Íåõàé ϕn(t, s) = sp(t− αn, s)
ïðè (t, s) ∈ R2. Òîäi çà ôîðìóëîþ

f(t, x) =
∞∑

k=1

ϕk(t, ξk)ψk(t, ξk),

äå x = (ξk)
∞
k=1 ∈ R∞, âèçíà÷à¹òüñÿ íàði-

çíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R × R∞ → R,

ÿêà ðîçðèâíà â òî÷öi (0, θ), ïðè÷îìó êîæíå
¨¨ çâóæåííÿ fn = f |R×Rn íåïåðåðâíå â áóäü-
ÿêié òî÷öi ìíîæèíè {0} × Rn.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî t ∈ R
ôóíêöi¨ gk(ξk) = ϕk(t, ξk)ψk(t, ξk) íåïåðåðâ-
íi i gk(0) = 0, òî ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî f
âèçíà÷åíà íà R × R∞ i íåïåðåðâíà âiäíî-
ñíî äðóãî¨ çìiííî¨. Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíî-
ãî x = (ξk)

∞
k=1 ∈ R∞ iñíó¹ íîìåð n òàêèé, ùî

ξk = 0, ÿê òiëüêè k > n. Òîäi

f(t, x) =
n∑

k=1

ϕk(t, ξk)ψk(t, ξk)

äëÿ êîæíîãî t ∈ R, îòæå, f íåïåðåðâíà âiä-
íîñíî ïåðøî¨ çìiííî¨ ÿê ñêií÷åííà ñóìà òà-
êèõ ôóíêöié.

Çàôiêñó¹ìî íîìåð n i òî÷êó p0 = (0, x0) ∈
R×Rn i äîâåäåìî, ùî fn íåïåðåðâíà â òî÷öi
p0. Âiçüìåìî òàêå ÷èñëî δ, ùî 0 < δ < αn −
2δn i ïîêëàäåìî Wn = (−δ, δ)×Rn. Ìíîæèíà
Wn � öå âiäêðèòèé îêië òî÷êè p0 â äîáóòêó
R× Rn. Íåõàé p = (t, x) ∈ Wn. Òîäi

fn(p) = f(p) =
n∑

k=1

ϕk(t, ξk)ψk(t, ξk)

Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë
αk − 2δk ñïàäà¹, òî t < δ < αk − 2δk äëÿ
êîæíîãî k = 1, ..., n. Òîäi (t, ξk) 6∈ Qk ïðè
k = 1, ..., n, îòæå, ψk(t, ξk) = 0 äëÿ òàêèõ k
i f(p) = 0. Òàêèì ÷èíîì, fn|Wn = 0, çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî p0 ∈ C(fn).

Çàëèøèëîñÿ ïåðåâiðèòè, ùî (0, θ) ∈ D(f).
Íåõàé (εk)

∞
k=0 � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü äîäà-

òíèõ ÷èñåë i U = (−ε0, ε0) × Uε1,ε2,...(θ) � áà-
çèñíèé îêië òî÷êè (0, θ) â äîáóòêó R × R∞.
Îñêiëüêè çà ïîáóäîâîþ αn + δn → 0 ïðè
n → ∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð m ∈ N, ùî
αm + δm < ε0. Âiçüìåìî òàêå ÷èñëî β, ùî
0 < β < min{εm, δm}, ðîçãëÿíåìî òî÷êó
pm = (αm + β, βem). Çðîçóìiëî, ùî pm ∈ U .
Êðiì òîãî,

f(pm) = ϕm(αm + β, β)ψm(αm + β, β) =

= sp(β, β) = 1,

áî (αm +β, β) ∈ Pm. Ðàçîì ç òèì, f(0, θ) = 0.
Îòæå, (0, θ) � òî÷êà ðîçðèâó ôóíêöi¨ f , äî
òîãî æ êîëèâàííÿ ωf (0, θ) ≥ 1.
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5. Ïðèñòóïèìî òåïåð äî ïîáóäîâè íàðiçíî
íåïåðåðâíî¨ i ñêðiçü ðîçðèâíî¨ ôóíêöi¨ f :
R× R∞ → R.

Òåîðåìà 2. Íåõàé k 7→ %k � äåÿêà ïå-
ðåíóìåðàöiÿ ìíîæèíè Q âñiõ ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë, t ∈ R i x = (ξk)

∞
k=1 ∈ R∞. Òîäi ôîð-

ìóëîþ

f(t, x) =
∞∑

k=1

sp(t− %k, ξk)

âèçíà÷à¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâíà ñêðiçü ðîç-
ðèâíà ôóíêöiÿ f : R× R∞ → R, ïðè÷îìó
ωf (t, x) ≥ 1 íà R× R∞.

Äîâåäåííÿ. Òå, ùî ôóíêöiÿ f âèçíà÷åíà
é íàðiçíî íåïåðåðâíà íà R× R∞, ïåðåâiðÿ¹-
òüñÿ òàê ñàìî, ÿê ó òåîðåìi 1.

Íåõàé, p0 = (t0, x0) ∈ R × R∞, x0 =
(ξ0

k)
∞
k=1, (δk)

∞
k=0 � ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷è-

ñåë i U = (t0 − δ0, t0 + δ0) × Uδ1,δ2,...(x0) �
áàçèñíèé îêië òî÷êè p0 â äîáóòêó R × R∞.
Îñêiëüêè x0 ∈ R∞, òî iñíó¹ òàêèé íîìåð n,
ùî ξ0

k = 0, ÿê òiëüêè k > n. Ó òàêîìó ðàçi

f(p0) =
n∑

k=1

sp(t0 − %k, ξ
0
k).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíå ε > 0. Îñêiëüêè ôóí-
êöiÿ f íåïåðåðâíà âiäíîñíî ïåðøî¨ çìií-
íî¨, òî iñíó¹ òàêå δ∗, ùî 0 < δ∗ < δ0 i
|f(t, x0)−f(t0, x0)| < ε, ÿê òiëüêè |t−t0| < δ∗.
Iñíóþòü íîìåð m > n i ÷èñëî δ > 0 òà-
êi, ùî |%m − t0| + δ < δ∗. Âiçüìåìî ÷èñëî
β, äëÿ ÿêîãî 0 < β < min{δ, δm} i ïîêëà-
äåìî t∗ = %m + β, x∗ = (ξ∗k)

∞
k=1, äå ξ∗k = ξ0

k

ïðè k 6= m i ξ∗m = β. Ïåðåâiðèìî, ùî òî-
÷êà p∗ = (t∗, x∗) íàëåæèòü äî U . Ñïðàâäi,
|t∗ − t0| = |%m + β − t0| ≤ |%m − t0| + β <
|%m − t0|+ δ < δ∗ < δ0, |ξ∗k − ξ0

k| = 0 < δk ïðè
k 6= m i |ξ∗m−ξ0

m| = β < δm. Äàëi |t∗−t0| < δ∗,
îòæå, |f(t∗, x0)− f(t0, x0)| < ε. Òîìó

wf (U) ≥ |f(p∗)− f(p0)| = |f(t∗, x0)+

+sp(t∗ − %m, ξ∗m)− f(t0, x0)| = |sp(β, β)+

+f(t∗, x0)−f(t0, x0)| ≥ 1−|f(t∗, x0)−f(t0, x0)| >
> 1− ε.

Ñïðÿìóâàâøè ε äî 0, ìè îäåðæèìî, ùî
ωf (U) ≥ 1, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ωf (p0) ≥ 1.
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