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ÐÎÇØÈÐÅÍÍß ÄÈÍÀÌI×ÍÎ�I CÈÑÒÅÌÈ ÍÀ ÒÎÐI
Âèâ÷àcòüñÿ ïèòàííÿ çìiíè âëàñòèâîñòi ñëàáêî�� ðåãóëÿðíîñòi ëiíiéíîãî ðîçøèðåííÿ äè-

íàìi÷íî�� ñèñòåìè íà òîði ïðè çìiíi ïàðàìåòðà.

The modi�cation problem of the property of weak regularity is studied for the linear growth
of dynamic system on the tore with change of parameter.

Äëÿ ïî÷àòêó íàãàäàcìî ðÿä âiäîìèõ ôà-
êòiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç ëiíiéíèì ðîçøèðåííÿì
äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè íà òîði Tm:

dϕ

dt
= a(ϕ),

dx

dt
= A(ϕ)x (1)

äå ϕ ∈ Tm, x ∈ Rn, t ∈ R, a(ϕ) =
(a1(ϕ), ..., am(ϕ)) ∈ CLip(Tm), A(ϕ) =
Aij(ϕ)i,j=1,m � n-âèìiðíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî�� íàëåæàòü ïðîñòîðó
C0(Tm). ×åðåç C0(Tm) ïîçíà÷àcìî ïðîñòið
ôóíêöié F (ϕ) íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ ϕj, j = 1,m i 2π-ïåðiîäè÷íèõ çà êî-
æíîþ çìiííîþ ϕj, j = 1,m, òîáòî çàäàíèõ
íà m-âèìiðíîìó òîði Tm, à CLip(Tm) � ïiä-
ïðîñòið C0(Tm) ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
óìîâó Ëiïøèöÿ. ×åðåç C

′
(Tm, a) ïðèéíÿòî

ïîçíà÷àòè ïiäïðîñòið C0(Tm) ôóíêöié F (ϕ)
òàêèõ, ùî ñóïåðïîçèöiÿ F (ϕt(ϕ0)) ÿê ôóí-
êöiÿ çìiííî�� t íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíà çà
t i ïðè öüîìó

d

dt
F (ϕt(ϕ0))|t=0 = Ḟ (ϕ) ∈ C0(Tm).

Òóò ϕt(ϕ) - ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü
dϕ

dt
= a(ϕ)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ϕt(ϕ)|t=0 = ϕ0 ïðè êî-
æíîìó ôiêñîâàíîìó ϕ0 ∈ Rm.

Ó òåîði�� çáóðåííÿ iíâàðiàíòíèõ òîðiâ ãî-
ëîâíó ðîëü âiäiãðàþòü âëàñòèâîñòi ëiíiéíîãî
îïåðàòîðà L : C l+1(Tm) 7→ C l(Tm)

L =
∂

∂ϕ
a(ϕ)− A(ϕ),

äå (a,A) ∈ C l(Tm), l ≥ 0.
Ó ðîáîòàõ Þ.Î. Ìèòðîïîëüñüêî-

ãî, À.Ì. Ñàìîéëåíêà, Â.Ë. Êóëèêà
ïðèïóñêàcòüñÿ ñëàáêà ðåãóëÿðíiñòü îïå-
ðàòîðà L � iñíóâàííÿ ïñåâäîîáåðíåíîãî äî
îïåðàòîðà L ó âèãëÿäi iíòåãðàëüíîãî îïå-
ðàòîðà, ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ ôóíêöicþ Ãðiíà
(ôóíêöicþ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà) ñèñòåìè (1).

Ó ñâî��é òåîði�� J.Mozer i R.J.Sacker âèìàãà-
þòü, ó êðàéíüîìó âèïàäêó, êîåðöèòèâíîñòi
îïåðàòîðà SL, äå S = S(ϕ) � äåÿêà íåâèðî-
äæåíà ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ iç C l(Tm):

(SLu, u) ≥ γ‖u‖2
0 ∀u ∈ C l(Tm),

äå (u, v) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â L2(Tm).
Ó ñïiëüíié ÷àñòèíi îáîõ òåîðié âiä L

âèìàãàcòüñÿ åêñïîíåíöiàëüíà äèõîòîìiÿ ñè-
ñòåìè ðiâíÿíü (1), à ñàìå: ∀ϕ ∈ Tm ïðîñòið
Rn ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïðÿìî�� ñó-
ìè ïiäïðîñòîðiâ E+ = E+(ϕ) i E− = E−(ϕ)
äîïîâíÿëüíèõ ðîçìiðíîñòåé n1 i n− n1 = n2

òàê, ùî ðîçâ'ÿçîê ϕt, xt = xt(ϕ, x) = Ωt
0(ϕ)x

ñèñòåìè (1) ïðè x ∈ E+ çàäîâîëüíÿc íåðiâ-
íiñòü

‖xt(ϕ, x)‖ ≤ K exp (−γ(t− τ))‖xτ (ϕ, x)‖

∀ t ≥ τ,

ïðè x ∈ E− � íåðiâíiñòü

‖xt(ϕ, x)‖ ≤ K exp (γ(t− τ))‖xτ (ϕ, x)‖

∀ t ≤ τ,
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äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ R ϕ ∈ Tm i äîâiëüíèõ K ≥
1 i γ, íå çàëåæíèõ âiä ϕ, x, t, τ . Òóò ÷åðåç
Ωt

0(ϕ) ïîçíà÷åíî ìàòðèöàíò ëiíiéíî�� ñèñòåìè
ðiâíÿíü

dx

dt
= A(ϕt(ϕ))x.

Ãðàíè÷íèé âèïàäîê åêñïîíåíöiàëüíî�� äè-
õîòîìi��, êîëè n1 = n, íàçèâàþòü åêñïîíåíöi-
àëüíîþ ñòiéêiñòþ ñèñòåìè (1).

Óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü äèõîòîìiþ, â
òåðìiíàõ âëàñòèâîñòåé êâàäðàòè÷íî�� çà x
ôîðìè Ëÿïóíîâà áóëè âïåðøå íàâåäåíi â
ïðàöÿõ À.Ì. Ñàìîéëåíêî òà Â.Ë. Êóëèêà.
Ïiçíiøå À.Ì. Ñàìîéëåíêî [1] îòðèìàâ êðè-
òåðié åêñïîíåíöiàëüíî�� äèõîòîìi��, ÿêèé âè-
ðàæàâñÿ ÷åðåç âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòå-
ìè (1).

Ç äàíèì ïèòàííÿì òiñíî ïîâ'ÿçàíi òàêi
îá'cêòè òåîði�� çáóðåííÿ, ÿê ïîíÿòòÿ ôóíêöi��
Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà, ïðî ÿêå çãàäóâàëîñü âè-
ùå, òà ïîíÿòòÿ iíâàðiàíòíîãî òîðó ëiíiéíîãî
ðîçøèðåííÿ äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè. Çîêðåìà:

Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé iñíóc n×n-âèìiðíà
ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ C(ϕ) ∈ C0(Tm) òàêà, ùî
äëÿ ôóíêöi��

G0(τ, ϕ) = (2)

=

{
Ω0

τ (ϕ) C(ϕτ (ϕ)), ïðè τ ≤ 0,
Ω0

τ (ϕ)[C(ϕτ (ϕ))− In], ïðè τ > 0

âèêîíócòüñÿ îöiíêà

‖G0(τ, ϕ)‖ ≤ K0 exp (−γ0|τ |) ∀τ ∈ R

ç äîäàòíèìè ñòàëèìè K0, γ0, ÿêi íå çàëå-
æàòü âiä ϕ ∈ Rm. Òîäi ôóíêöiþ (2) íàçè-
âàþòü ôóíêöicþ Ãðiíà (Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà)
çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè äëÿ ñèñòåìè
(1).

Öiêàâèì c ïèòàííÿ ïðî çìiíó âëàñòèâîñòi
ñëàáêî�� ðåãóëÿðíîñòi ëiíiéíîãî ðîçøèðåííÿ
äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè íà òîði ïðè çìiíi ïàðà-
ìåòðà. Òîáòî ðîçãëÿíåìî ëiíiéíå ðîçøèðåí-
íÿ äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè íà òîði Tm

dϕ

dt
= a(ϕ, p),

dx

dt
= A(ϕ, p)x, (3)

äå p � ïàðàìåòð, ùî íàëåæèòü äåÿêié îäíî-
çâ'ÿçíié ìíîæèíi D ⊂ Rk, ϕ ∈ Tm,
x ∈ Rn, t ∈ R, ôóíêöiÿ a(ϕ, p) =

(a1(ϕ, p), ..., am(ϕ, p)) ∈ CLip(Tm) íåïåðåðâ-
íà çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ (ϕ, p), A(ϕ, p) =
Aij(ϕ, p)i,j=1,m � n-âèìiðíà êâàäðàòíà ìà-
òðèöÿ, åëåìåíòè ÿêî�� íàëåæàòü ïðîñòîðó
C0(Tm × D). Òóò C0(Tm × D) � ïðîñòið
ôóíêöié F (ϕ, p), íåïåðåðâíèõ çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ ϕj, j = 1, m òà p i 2π-ïåðiîäè÷íèõ
çà êîæíîþ çìiííîþ ϕj, j = 1,m.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé C(ϕ, p) � ìàòðèöÿ
ç ïðîñòîðó C0(Tm ×D). Íåõàé

G0(τ, ϕ; p) = (4)

=

{
Ω0

τ (ϕ,A, p)C(ϕτ (ϕ), p) τ ≤ 0,
Ω0

τ (ϕ,A, p)[C(ϕτ (ϕ), p)− In] τ > 0

i áóäåìî íàçèâàòè G0(τ, ϕ; p) ôóíêöicþ
Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà ñèñòåìè ðiâíÿíü (3) êî-
æåí ðàç, êîëè âèêîíócòüñÿ åêñïîíåíöiàëü-
íà îöiíêà

‖G0(τ, ϕ; p)‖ ≤ K exp(−γ|τ |),
äå äîäàòíi êîíñòàíòè K, γ íå çàëåæàòü
âiä τ, ϕ, p.

Îçíà÷åííÿ 3. Ñèñòåìà (3) íàçèâàcòüñÿ
ðåãóëÿðíîþ ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà-
÷åííi ïàðàìåòðà p = p

′ ∈ D, ÿêùî
iñíóc cäèíà ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà (4)
G0(τ, ϕ; p) çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè.

Îçíà÷åííÿ 4. Íàçâåìî ñèñòåìó (3)
ñëàáêî ðåãóëÿðíîþ ïðè p = p

′, ÿêùî ïðè
çíà÷åííi ïàðàìåòðà p = p

′ ∈ D iñíóc
ïðèíàéìíi îäíà ôóíêöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà
G0(τ, ϕ; p).

Êðiì öüîãî ââåäåìî òàêå îçíà÷åííÿ.
Îçíà÷åííÿ 5. Áóäåìî íàçèâàòè ñèñòå-

ìó (3) ñòðîãî ñëàáêî ðåãóëÿðíîþ ïðè p =
p
′, ÿêùî ïðè çíà÷åííi ïàðàìåòðà p =

p
′ ∈ D iñíóc áiëüøå îäíic�� ôóíêöi�� Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà çàäà÷i ïðî iíâàðiàíòíi òîðè.

×è ìîæëèâà òàêà ñèòóàöiÿ, ùîá ñèñòåìà
(3) íà îäíié i òié æå îáëàñòi D çìiíè ïàðà-
ìåòðà p áóëà ðåãóëÿðíîþ i ñòðîãî ñëàáêî ðå-
ãóëÿðíîþ? Âèÿâëÿcòüñÿ, ùî ìàc ìiñöå òàêå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà. Íåõàé ñèñòåìà (3) ïðè p =
p0 ∈ D ðåãóëÿðíà, à ïðè p = p ∈ D c ñòðî-
ãî ñëàáêî ðåãóëÿðíîþ. Òîäi îáîâ'ÿçêîâî iñíóc
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p = p
′ ∈ D, äëÿ ÿêî�� ñèñòåìà (3) íå ìàc æî-

äíî�� ôóíêöi�� Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà.
Äîâåäåííÿ. Íåõàé íå iñíóc òàêî�� òî÷êè

p = p
′ ∈ D, äëÿ ÿêî�� ñèñòåìà (3) íå ìàc æî-

äíî�� ôóíêöi�� Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà. Òîäi â áóäü-
ÿêié òî÷öi iç D ñèñòåìà àáî ðåãóëÿðíà, àáî
ñòðîãî ñëàáêî ðåãóëÿðíà. Ðîçãëÿíåìî áóäü-
ÿêi äâi òî÷êè iç D, â ÿêèõ ñèñòåìà ìàc ði-
çíó ðåãóëÿðíiñòü. Îñêiëüêè D � îäíîçâ'ÿçíà
ìíîæèíà, òî ìè ìîæåìî ç'cäíàòè öi òî÷êè
ñïðÿìíîþ êðèâîþ l, ÿêà íàëåæèòü D. Ðîçäi-
ëèâøè äàíó êðèâó íà äâi ÷àñòèíè îäíàêîâî��
äîâæèíè, îäåðæócìî íà l òî÷êó p̃. Ðîçãëÿíå-
ìî òåïåð, ÿê i ðàíiøå, òî÷êó p̃ i òàêó òî÷êó
iç l, ùîá ó öèõ òî÷êàõ ñèñòåìà (3) ìàëà ði-
çíó âëàñòèâiñòü ðåãóëÿðíîñòi. ×àñòèíó êðè-
âî�� ìiæ äàíèìè äâîìà òî÷êàìè çíîâó ïîäi-
ëèìî íà äâi ÷àñòèíè i ò.ä. Ïðîäîâæóþ÷è öåé
ïðîöåñ, îòðèìàcìî, çãiäíî ç ëåìîþ ïðî âêëà-
äåíi âiäðiçêè, îäíó òî÷êó p∗, â ÿêié ñèñòåìà
áóäå àáî ðåãóëÿðíîþ, àáî ñòðîãî ñëàáêî ðå-
ãóëÿðíîþ. Òîáòî (äèâ. [2]) iñíóc n-âèìiðíà
ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ S(ϕ) ∈ C

′
(Tm, a) òàêà,

ùî

〈[∂S(ϕ)

∂ϕ
a(ϕ, p∗)− S(ϕ)A∗(ϕ, p∗)−

−A(ϕ, p∗)S(ϕ)]x, x〉 ≥ ‖x‖2. (5)

Ïðè öüîìó, ÿêùî ìàòðèöÿ S(ϕ)
âèðîäæócòüñÿ ïðè äåÿêîìó ϕ = ϕ0 ∈ Rm,
òî ñèñòåìà (3) ïðè p = p∗ áóäå ìàòè áåçëi÷
ôóíêöié Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà (òîáòî áóäå
ñëàáêî ðåãóëÿðíîþ), à ÿêùî

det S(ϕ) 6= 0 ∀ϕ ∈ Rm,

òî ñèñòåìà (3) ïðè p = p∗ áóäå ðåãóëÿð-
íîþ. Îñêiëüêè ôóíêöi�� a(ϕ, p) òà A(ϕ, p) íå-
ïåðåðâíi çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ, òî íåðiâ-
íiñòü àíàëîãi÷íà (5) áóäå âèêîíóâàòèñü i äëÿ
òî÷êè p = p̃ ÿê çàâãîäíî áëèçüêî�� äî p = p∗:

〈[∂S(ϕ)

∂ϕ
a(ϕ, p̃)− S(ϕ)A∗(ϕ, p̃)−

−A(ϕ, p̃)S(ϕ)]x, x〉 ≥ β‖x‖2,

äå β � äåÿêà äîäàòíà êîíñòàíòà. Î÷åâèäíî,
ùî âëàñòèâiñòü ðåãóëÿðíîñòi â òî÷öi p̃ áóäå

òàêîþ æ, ùî i â p∗ (â ñèëó âèðîäæóâàíî-
ñòi ÷è íåâèðîäæóâàíîñòi ìàòðèöi S(ϕ)). Îò-
æå, â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè p∗ áóäå çáåðiãà-
òèñÿ âëàñòèâiñòü ðåãóëÿðíîñòi. À öå ñóïåðå-
÷èòü ïðèïóùåííþ, ÿêå äàâàëî çìîãó òâåð-
äèòè, ùî â òî÷êàõ ÿê çàâãîäíî áëèçüêèõ äî
p∗ ñèñòåìà (3) ìîæå áóòè ÿê ðåãóëÿðíà, òàê
i ñëàáêî ðåãóëÿðíà. Îòæå, îáîâ'ÿçêîâî çíà-
éäåòüñÿ òàêà òî÷êà p = p

′ ∈ D, äëÿ ÿêî�� ñè-
ñòåìà (3) íå áóäå ìàòè æîäíî�� ôóíêöi�� Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Ïðèêëàäîì, ùî iëþñòðóc äàíó òåîðåìó,
ìîæå ñëóæèòè ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü

dϕ

dt
= sin ϕ,

dx

dt
= (p + cos ϕ)x,

äå ϕ ∈ T1, x ∈ R, t ∈ R, p ∈ [0, 2] i äëÿ
ÿêî�� ïðè p = 0 c áåçëi÷ ôóíêöié Ãðiíà-
Ñàìîéëåíêà, ïðè p = 2 c òiëüêè îäíà ôóí-
êöiÿ Ãðiíà-Ñàìîéëåíêà, à ïðè p = 1 � íåìàc
æîäíî��.
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