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ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍI ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÈ ÄËß
ÔÓÍÊÖIÎÍÀËÜÍÎ-ÄÈÔÅÐÅÍÖIÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Ðîçãëÿíóòî ìåòîä ïîáóäîâè êâàäðàòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ Ëÿïóíîâà äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñ-
òi êâàçiëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Öåé ïiäõiä ãðóíòócòüñÿ íà àíà-
ëiçi ïiâãðóïè ëiíiéíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé äic â ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîìó ïðîñòîði çëi÷åííî��
àäèòèâíî�� ñèìåòðè÷íî�� ìàòðè÷íîçíà÷íî�� ìiðè. Ñëàáêèé iíôiíiòåçèìàëüíèé îïåðàòîð öic�� ïiâ-
ãðóïè äîïîìàãàc çíàéòè äîäàòíþ ìàòðè÷íó ìiðó äëÿ ïîáóäîâè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó,
ÿêèé îïèñóc íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè åêñïîíåíöiàëüíî�� ñòiéêîñòi ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïîêàçàíî, ÿê öåé êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë ìîæå óñïiøíî çà-
ñòîñîâóâàòèñÿ äëÿ àíàëiçó ñòiéêîñòi êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ.

The paper proposes method of quadratic Lyapunov functional construction for stability
analysis of quasilinear functional di�erential equations. The approach is based on analysis of linear
operator semigroup, which is acting in the partially ordered space of countable additive symmetric
matrix-valued measures. The weak in�nitesimal operator of this semigroup helps to �nd a positive
matrix measure for construction of a quadratic functional, that de�nes necessary and su�cient
condition of exponential stability for linear functional di�erential equation. It is shown how this
quadratic functional can be successfully applied for stability analysis of quasilinear equation.

1. Âñòóï. Äîáðå âiäîìî, ùî äðóãèé ìå-
òîä Ëÿïóíîâà c ïîòóæíèì çàñîáîì àíàëi-
çó çáóðåíü äèíàìi÷íèõ ñèñòåì (äèâ., íàïðè-
êëàä, [1,3,5,6,8,11]). Ââåäåíèé Ëÿïóíîâèì íà
ïî÷àòêó ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ äëÿ çâè÷àéíèõ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, öåé ìåòîä áóâ
óçàãàëüíåíèé i àäàïòîâàíèé áàãàòüìà àâòî-
ðàìè äî äèíàìi÷íîãî àíàëiçó ðiçíèöåâèõ ðiâ-
íÿíü, ôóíêöiîíàëüíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (ÔÄÐ), äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷à-
ñòèííèìè ïîõiäíèìè, ñòîõàñòè÷íèõ äèôå-
ðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ìàðêîâñüêèõ äèíàìi-
÷íèõ ñèñòåì òà áàãàòüîõ iíøèõ äèíàìi÷-
íèõ îá'cêòiâ. Íàãàäàcìî, îïèñàíèé â [1]
àëãîðèòì äðóãîãî ìåòîäó Ëÿïóíîâà, ÿêèé
çàñòîñîâócòüñÿ äî àíàëiçó çáóðåíü ÔÄÐ

d

dt
xt = f(xt) + g(t, xt), (1)

äå xt := {x(t + θ),−h ≤ θ ≤ 0}. Ùîá çà-
ñòîñóâàòè äðóãèé ìåòîä Ëÿïóíîâà (ââåäåíèé
äëÿ ÔÄÐ (1) Ì. Êðàñîâñüêèì ó [3]), ïîòðiá-
íî âèáðàòè çàëåæíèé âiä ÷àñó t òà íåïå-
ðåðâíî�� ôóíêöi�� ϕ(θ) íåïåðåðâíèé ôóíêöiî-

íàë v(t, ϕ), ïiäñòàâèòè t+ s çàìiñòü ïåðøîãî
àðãóìåíòà t, çàìiíèòè äðóãèé àðãóìåíò ϕ íà
ðîçâ'ÿçîê x(t+s, t, ϕ) ðiâíÿííÿ (1) ç ïî÷àòêî-
âîþ ôóíêöicþ ϕ, çàäàíî�� ó ÷àñ t, i îá÷èñëè-
òè òàê çâàíó ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì â ñèëó
ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (1):

(Lv)(t, ϕ) :=

:= lim
s→+0

v(t + s, x(t + s, t, ϕ))− v(t, ϕ)

s
. (2)

Òi æ ñàìi êðîêè ïîòðiáíî çäiéñíèòè, îá÷è-
ñëþþ÷è ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì L0v â ñèëó
íåçáóðåíî�� ñèñòåìè

d

dt
x̂(t) = f(x̂t) :=

0∫

−h

{dF (θ)}x̂(t + θ), (3)

äå n× n-âèìiðíà ìàòðèöÿ F (θ) ñêëàäàcòüñÿ
ç ôóíêöié îáìåæåíî�� âàðiàöi�� Fij(θ), i, j ÷
1, n. Ðiçíèöÿ (Lv)(t, ϕ) − (L0v)(t, ϕ) ëiíié-
íî çàëåæèòü âiä çáóðåííÿ g(t, ϕ). Öÿ ôóíê-
öiÿ ïîâèííà äîïîìîãòè íàì ç äèíàìi÷íèì
àíàëiçîì ñèñòåìè (1). Î÷åâèäíî, ùî äëÿ
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óñïiøíîãî çàñòîñóâàííÿ âèùåçãàäàíîãî ìå-
òîäó íåîáõiäíî âèáðàòè äîñèòü ãëàäêèé
ôóíêöiîíàë v(t, ϕ), ÿêèé äîçâîëèòü íå òiëü-
êè îá÷èñëèòè ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì â ñè-
ëó (3) (L0v)(t, ϕ), àëå é îöiíèòè ðiçíè-
öþ (Lv)(t, ϕ) − (L0v)(t, ϕ) ó ôîðìi, çðó÷-
íié äëÿ ïîäàëüøîãî àíàëiçó. Êðiì öüî-
ãî, ôóíêöiîíàë, ÿêèé âèêîðèñòîâócòüñÿ äëÿ
àíàëiçó àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi (1), ïîâè-
íåí ìàòè [1] �iíôiíiòåçèìàëüíó ãðàíèöþ
ïðè |ϕ| → 0�, òîáòî lim

|ϕ(0)|→0
sup
t≥0

v(t, ϕ) =

0 òà �íåñêií÷åííó ãðàíèöþ ïðè ||ϕ|| →
∞�, òîáòî lim

||ϕ||→∞
inf
t≥0

v(t, ϕ) = ∞ (ôóíêöiî-
íàë Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñüêîãî). Ñàìå òîìó äëÿ
àíàëiçó çáóðåííÿ êâàçiëiíiéíîãî ÔÄÐ (1) [1]
ðåêîìåíäóc çàñòîñóâàòè íåïåðåðâíi êâàäðà-
òè÷íi (çà ϕ) ôóíêöiîíàëè, ÿêi:

1) çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü |ϕ(0)|2 ≤
v(t, ϕ) äëÿ âñiõ t ≥ 0 òà íåïåðåðâíèõ ôóíê-
öié ϕ;

2) äîçâîëÿþòü äîñèòü ïðîñòî îá÷èñëèòè
ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì â ñèëó íåçáóðåíî�� ñè-
ñòåìè (3) (L0v)(t, ϕ).

Ìè áóäåìî íàçèâàòè öi ôóíêöiîíàëè
êâàäðàòè÷íèìè ôóíêöiîíàëàìè Ëÿïóíîâà-
Êðàñîâñüêîãî. Çðîçóìiëî, ùî äóæå êîðèñíî
ìàòè òàêèé êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé
íàéêðàùèì ÷èíîì âèêîðèñòîâóc çîáðàæåí-
íÿ íåçáóðåíîãî ðiâíÿííÿ (3) òà çáóðåíü
g(t, ϕ) â (1). Ó öié ñòàòòi çàïðîïîíîâàíî ìå-
òîä ïîáóäîâè âèùåçãàäàíîãî êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöiîíàëà Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñüêîãî, ÿêèé
ãðóíòócòüñÿ íà ðîçâ'ÿçàííi ðiâíÿííÿ Ëÿïó-
íîâà

(L0v)(ϕ) = −u(ϕ) (4)

äëÿ çàäàíîãî êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà
u(ϕ). Ìè áóäåìî çäiéñíþâàòè öå â íàñòó-
ïíîìó ðîçäiëi, âèâ÷àþ÷è ïðîñòið C∗(Q) çëi-
÷åííèõ àäèòèâíèõ ñèìåòðè÷íèõ ìàòðè÷íî-
çíà÷íèõ ìið íà êâàäðàòi Q := {−h ≤
θ1 ≤ 0,−h ≤ θ2 ≤ 0}, ÷àñòêîâî âïî-
ðÿäêîâàíèé çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëüíèì ÷è-
íîì ñòâîðåíîãî êîíóñà. Ó òðåòüîìó ðîç-
äiëi ìè ïðîàíàëiçócìî ñïåöiàëüíî ñòâîðå-
íó ïiâãðóïó ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòî-
ðiâ [2], âèçíà÷åíèõ ëiíiéíèì ôóíêöiîíàëü-

íèì ðiâíÿííÿì ó ïðîñòîði C∗(Q). ×åòâåð-
òèé ðîçäië âèâ÷àc ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ
ëiíiéíîãî äåòåðìiíîâàíîãî ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3), ÿê îïåðà-
òîðíå ðiâíÿííÿ â C∗(Q). Ìè äîâåäåìî, ùî
ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ âèçíà÷àþòü êâà-
äðàòè÷íi îïåðàòîðè, ÿêi ìîæóòü áóòè âèêî-
ðèñòàíi íå òiëüêè äëÿ àíàëiçó çáóðåíü êâàçi-
ëiíiéíîãî ÔÄÐ. Îñòàííié ðîçäië ïîÿñíþc çà-
ïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè ôóíêöiî-
íàëà Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñüêîãî äëÿ ëiíiéíîãî
ñêàëÿðíîãî ÔÄÐ.

2. Êîíóñ äîäàòíèõ êâàäðàòè÷íèõ
ôóíêöiîíàëiâ. Íåõàé Mn � ïðîñòið ñè-
ìåòðè÷íèõ n × n-âèìiðíèõ ìàòðèöü i C :=
C(Q → Mn), òîáòî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ìà-
òðè÷íèõ ôóíêöié q(θ1, θ1), ÿêi çàäîâîëüíÿ-
þòü óìîâó ñèìåòði�� qT (θ1, θ2) = q(θ2, θ1) äëÿ
âñiõ {θ1, θ2} ∈ Q ç íîðìîþ, âèçíà÷åíîþ çà
äîïîìîãîþ ðiâíîñòi

||q|| := sup
{θ1,θ2}∈Q

√
Sp {qT (θ1, θ2)q(θ1, θ2)}. (5)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ðiññà, ìíîæèíà ëiíié-
íèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ E∗ c içîìå-
òðè÷íî içîìîðôíîþ äî ïðîñòîðó ìàòðè÷íî-
çíà÷íèõ çëi÷åííèõ àäèòèâíèõ ôóíêöié áî-
ðåëåâèõ ïiäìíîæèí êâàäðàòó Q. Ñêàëÿðíèé
äîáóòîê åëåìåíòiâ q ∈ C òà µ ∈ C∗ âèçíà÷å-
íèé ðiâíiñòþ

[µ, q] :=

∫∫

Q

Sp {q(θ2, θ1)µ(dθ1, θ2)}, (6)

äå Sp � ñëiä ìàòðèöi.
Îñêiëüêè iíòåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi îñòàí-

íüî�� ðiâíîñòi ìàc çìiñò äëÿ äîâiëüíî�� âèìið-
íî�� ìàòðè÷íîçíà÷íî�� ôóíêöi�� q ∈ B(Q →
Mn), òî ìè çáåðåæåìî âèùåçãàäàíó ñèñòå-
ìó ïîçíà÷åíü äëÿ öüîãî âèïàäêó. Êîæåí åëå-
ìåíò µ ∈ C∗ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ëiíié-
íèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ùî äic ç ïðîñòî-
ðó Cn([−h, 0]) ó ïðîñòið C∗

n([−h, 0]) çãiäíî ç
òàêèì ïðàâèëîì:

(µϕ)(A) :=

0∫

−h

µ(A, dθ)ϕ(θ),
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äå A � åëåìåíò σ-àëãåáðè áîðåëåâèõ ïiä-
ìíîæèí âiäðiçêà [−h, 0]. Ïîçíà÷èìî < l, ϕ >
ñêàëÿðíèé äîáóòîê åëåìåíòiâ l ∈ C∗

n([−h, 0])
òà ϕ ∈ Cn([−h, 0]):

< L, ϕ >:=

0∫

−h

lT (dθ)ϕ(θ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âèùåíàâåäåíi ôîðìóëè,
ìîæíà ââåñòè äî ðîçãëÿäó áiëiíiéíèé ôóíê-
öiîíàë íà Cn([−h, 0]), âèçíà÷åíèé äëÿ äî-
âiëüíîãî µ ∈ C∗ ðiâíiñòþ

< µϕ, ψ >:=

∫∫

Q

ϕT (θ2)µ(dθ1, θ2)ψ(θ1). (7)

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî q ∈ C i x ∈ C∗
n([−h, 0]), òî-

äi ìîæíà ââåñòè îïåðàòîð q : C∗
n([−h, 0]) →

Cn([−h, 0]), ÿêèé äic çãiäíî ç òàêèì ïðàâè-
ëîì:

(qx)(θ) :=

0∫

−h

q(θ, s)x(ds)

òà âèçíà÷àc áiëiíiéíó ôîðìó â C∗
n([−h, 0])

< x, qy > (θ) :=

∫∫

Q

xT (dθ1)q(θ1, θ2)y(dθ2)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ C∗
n([−h, 0]). Ïðà-

âà ÷àñòèíà îñòàííüî�� ðiâíîñòi ìàc çìiñò
äëÿ äîâiëüíî�� îáìåæåíî�� âèìiðíî�� ìàòðè÷íî-
çíà÷íî�� ôóíêöi�� òà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà
òàêîæ äëÿ öèõ q. Äëÿ äîâiëüíèõ äâîõ åëå-
ìåíòiâ ϕ, ψ ∈ Cn([−h, 0]) i x, y ∈ C∗

n([−h, 0])
ìîæíà âèçíà÷èòè ��õ òåíçîðíèé äîáóòîê

∀ θ1 ∈ [−h, 0] ∀ θ2 ∈ [−h, 0] :

(ϕ⊗ ψ)(θ1, θ2) := ψ(θ1)ϕ
T (θ2),

∀A ∈ Σ[−h,0] ∀B ∈ Σ[−h,0] :

(x⊗ y)(A,B) := x(A)yT (B),

i ëåãêî ïåðåâiðèòè âèêîíàííÿ òàêèõ ðiâíî-
ñòåé:

∀µ ∈ C∗ : [µ, ϕ⊗ ψ] =< µϕ, ψ >,

∀q ∈ C : [ϕ⊗ ψ, q] =< x, qy >,

[ϕ⊗ ψ, x⊗ y] =< y, ϕ >< x, ψ > .

Ëåìà 1. Ìíîæèíà
K := {q ∈ C : < x, qx >≥ 0 ∀x ∈ C∗

n([−h, 0])}
ìàéæå âiäòâîðþc êîíóñ [4] ó E, òîáòî

1 ) ∀q1 ∈ K, ∀q2 ∈ K : q1 + q2 ∈ K;

2 ) ∀q ∈ K, ∀α ≥ 0 : αq ∈ K;

3 ) q ∈ K òà −q ∈ K, âêëþ÷àþ÷è q = 0;

4 ) C � çàìèêàííÿ L(K) ç ìíîæèíè ëi-
íiéíî�� êîìáiíàöi�� åëåìåíòiâ K.

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ 1)�3) � òðèâi-
àëüíèé íàñëiäîê îçíà÷åííÿ K. Äëÿ ïðîñòîòè
äîâåäåìî òâåðäæåííÿ 4) äëÿ n = 1. Ïîçíà-
÷èìî

K0 = {ϕ⊗ ψ, ϕ ∈ C, ψ ∈ C}
i ïðèïóñòèìî, ùî L(K0) ⊂ L(K) c ëiíiéíîþ
îáîëîíêîþ K0. Çðîçóìiëî, ùî L(K0) ìiñòèòü
îäèíè÷íó ôóíêöiþ, äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ
L(K0) c åëåìåíòîì L(K0). Êðiì öüîãî, äëÿ
äîâiëüíèõ äâîõ ðiçíèõ òî÷îê {θ(1)

1 , θ
(1)
2 } ∈

Q òà {θ(2)
1 , θ

(2)
2 } ∈ Q ìîæíà âèáðàòè òà-

êi ôóíêöi�� q1, q2 ∈ K0, ùî q1(θ
(1)
1 , θ

(1)
2 ) 6=

Q2(θ
(2)
1 , θ

(2)
2 ) (ìíîæèíà âiäîêðåìëþcòüñÿ òî-

÷êàìè ç Q). Çâiäñè, çãiäíî ç øèðîêîâi-
äîìîþ òåîðåìîþ Ñòîóíà-Âåécðøòðàññà [9]
âèïëèâàc, ùî L(K0) = C(Q). Ëåìà 1 äîâå-
äåíà.

Êðiì íîðìè (5), ââåäåìî â ïðîñòîði E íîð-
ìó

||q||1 := max
1≤k,j≤n

{θ1,θ2}∈Q

|qkj(θ1, θ2)|. (8)

Ëåìà 2. Íîðìà (8) c ìîíîòîííîþ âiäíî-
ñíî êîíóñà K, òîáòî q ∈ K, p ∈ K, âêëþ÷à-
þ÷è íåðiâíiñòü ||q||1 ≤ ||q + p||1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî q ∈ K, òî áiëiíié-
íà ôîðìà < l1, ql2 > íà ïðîñòîði C∗ c
íåâiä'cìíîþ òà êâàäðàòè÷íà ôîðìà < l, ql >
c ñèìåòðè÷íîþ. Îòæå, çàäàíà ðiâíiñòþ (8)
íîðìà äëÿ äîâiëüíèõ p, q ∈ K ìîæå áóòè îöi-
íåíà ôîðìóëîþ
||q + p||1 := max

1≤k≤n

θ∈[−h,0]

(qkk(θ, θ) + pkk(θ, θ)) ≥
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≥ max
1≤k≤n

θ∈[−h,0]

qkk(θ, θ)

âíàñëiäîê íåâiä'cìíîñòi ôóíêöié pkk(θ, θ)
äëÿ âñiõ k ÷ 1, n.

Ðàçîì iç K ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíèé êîíóñ
[4] K∗:

K∗ := {µ ∈ E∗ : [µ, q] ≥ 0 ∀ q ∈ K}.
Íàñëiäîê 1. Êîæåí åëåìåíò µ êîíóñà

K∗ c ñèìåòðè÷íîþ ìàòðè÷íîçíà÷íîþ ìi-
ðîþ é âèçíà÷àc äîäàòíi êâàäðàòè÷íi ôóíê-
öiîíàëè < µϕ, ϕ > íà ïðîñòîði Cn([−h, 0])
àáî Bn([−h, 0]).

Íàçâåìî K∗-êîíóñîì äîäàòíèõ êâàäðà-
òè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ. Íåñêëàäíî ïåðåâiðè-
òè, ùî åëåìåíòè K∗ çàäîâîëüíÿþòü íåðiâ-
íîñòi

< µϕ, ψ >2≤< µϕ, ϕ >< µψ, ψ >, (9)

2| < µϕ, ψ > | ≤
≤ α < µϕ, ϕ > +α−1 < µψ, ψ > (10)

äëÿ äîâiëüíîãî ϕ, ψ ∈ Cn([−h, 0]) i α >
0. Íàçâåìî µ ∈ K∗ ñòðîãî äîäàòíèì êâà-
äðàòè÷íèì ôóíêöiîíàëîì, ÿêùî ðiâíiñòü <
µϕ, ϕ > âêëþ÷àc ϕ = 0. Êîíóñ K∗ c âiäòâî-
ðþâàíèì [4], òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ E∗
ìîæíà çíàéòè òàêi µ1, µ2 ∈ K∗, ùî µ =
µ1 − µ2.

Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç [4], îñêiëüêè, çãiä-
íî iç âèùåçãàäàíîþ ëåìîþ, êîíóñ K∗ ñïðÿ-
æåíèé äî íîðìàëüíîãî êîíóñà K.

3. Ðîçâ'ÿçíà ïiâãðóïà äëÿ ëiíié-
íîãî ÔÄÐ ó ïðîñòîði E. Äëÿ äîâiëü-
íèõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A ∈
L(Cn([−h, 0])), B ∈ L(Cn([−h, 0])) òà äîâiëü-
íî�� ϕ ∈ C∗

n([−h, 0]), ψ ∈ C∗
n([−h, 0]) âèçíà÷è-

ìî äîáóòîê òåíçîðíîãî îïåðàòîðà ðiâíiñòþ

(A⊗B)(ϕ⊗ ψ) := (Aϕ)⊗ (Bψ)

òà ëiíiéíî ðîçøèðèìî éîãî íà ìíîæèíó

E0 := L({ϕ⊗ ψ, ϕ, ψ ∈ Cn([−h, 0])}) ⊂ E ,

çáåðiãàþ÷è ïîçíà÷åííÿ A⊗B. Îñêiëüêè

||(A⊗)B(ϕ⊗ ψ)|| = ||Aϕ||||Bψ||,

òî ìîæíà ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

||A⊗B|| = ||A||||B||

i äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.
Ëåìà 3. ßêùî ïîñëiäîâíîñòi ëiíié-

íèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ {Am,m ∈
N} ∈ (LCn([−h, 0])), {Bm,m ∈ N} ∈
L(Cn([−h, 0])) çáiãàþòüñÿ â ñèëüíié òîïî-
ëîãi�� îïåðàòîðà äî äåÿêèõ îïåðàòîðiâ A i
B, òîäi ïîñëiäîâíiñòü òåíçîðíèõ äîáóòêiâ
{Am ⊗ Bm,m ∈ N} ∈ (LE) çáiãàcòüñÿ â
ñèëüíié òîïîëîãi�� îïåðàòîðà äî äåÿêîãî ëi-
íiéíîãî íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé òà-
êîæ áóäå ïîçíà÷àòèñÿ ÿê òåíçîðíèé äîáó-
òîê A⊗B.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ðåçóëüòàò, ââåäåìî
äî ðîçãëÿäó ëiíiéíó íåïåðåðâíó ïiâãðóïó
{S(t), t ≥ 0} íà ïðîñòîði E , çàäàíó ëiíié-
íèì ÔÄÐ (1). Çãiäíî ç [1], [2], öå ðiâíÿííÿ
ïîðîäæóc íà ïðîñòîði Cn([−h, 0]) íåïåðåðâ-
íó ïiâãðóïó {X(t), t ≥ 0} iç êëàñó C0, âèçíà-
÷åíîãî ðiâíîñòÿìè

∀ t ≥ 0 ∀ϕ ∈ Cn([−h, 0]) ∀ θ ∈ [−h, 0] :

(X(t)ϕ)(θ) = x(t + θ, ϕ),

äå {x(t, ϕ)} � ðîçâ'ÿçîê (1) iç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ x(s, ϕ) = ϕ(s), s ∈ [−h, 0]. Ïîçíà÷è-
ìî S(t) := X(t)⊗X(t).

Ëåìà 4. Ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ {S(t), t ≥ 0}
� ñòðîãî íåïåðåðâíà ïiâãðóïà íà E ç iíôi-
íiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì A, âèçíà÷åíèì
íà q ∈ D(A) ÿê ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ ç åëå-
ìåíòàìè {(Aq)ij(θ1, θ2), j, k ÷ 1, n}, çàäàíè-
ìè ðiâíîñòÿìè

(Aq)ij(θ1, θ2) =

110 Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2002. Âèïóñê 150. Ìàòåìàòèêà.



=





(
∂

∂θ1

+
∂

∂θ2

)
qij(θ1, θ2),

− h ≤ θ1 < 0,−h ≤ θ2 < 0,

∂

∂θ1

qij(θ1, 0) +
n∑

k=1

qik(θ1, θ)Fjk(dθ),

− h ≤ θ1 < 0, θ2 = 0,

∂

∂θ1

qij(0, θ2) +
n∑

k=1

qkj(θ, θ2)Fik(dθ),

θ1 = 0,−h ≤ θ2 < 0,
n∑

k=1

qik(0, θ)Fjk(dθ) + qkj(θ, 0)Fik(dθ)),

θ1 = 0, θ2 = 0.

Êðiì öüîãî, äëÿ t ≥ h îïåðàòîð S(t) êîì-
ïàêòíèé.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè S(t) = X(t)×X(t),
òîäi òâåðäæåííÿ ëåìè 4 � ïðîñòèé íàñëiäîê
âiäïîâiäíèõ âëàñòèâîñòåé ñèëüíî íåïåðåðâ-
íî�� ïiâãðóïè {X(t)} òà îá÷èñëåííÿ iíôiíiòå-
çèìàëüíîãî îïåðàòîðà A íà äîâiëüíîìó åëå-
ìåíòi q ∈ D(A) ∩K0.

Òåîðåìà 1. Ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà A
âîëîäic òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1 ) äëÿ äîâiëüíîãî b ∈ R ìíîæèíà {<z ≥
b}∩σ(A) c ïîðîæíüîþ àáî ñêëàäàcòüñÿ
çi ñêií÷åííî�� êiëüêîñòi òî÷îê;

2 ) äëÿ äîâiëüíî�� òî÷êè ñïåêòðà α ∈
Pσ(A) êîðåíåâèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðà
A− αI ìàc ñêií÷åííó ðîçìiðíiñòü;

3 ) σ(A) = Pσ(A);

4 ) ÷èñëî sup<{σ(A)} := ω0 � âëàñíå
çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A. Âîíî âèçíà÷àc
òèï ïiâãðóïè {S(t)}, òîáòî ω0 =

lim
t→∞

1

t
ln ||S(t)||;

5 ) Ker(A− ω0I) ∩K = ∅.
Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òà äðóãå òâåðäæåí-

íÿ òåîðåìè 1 âèïëèâàþòü iç âiäîìèõ ðiâ-
íîñòåé äëÿ ñòðîãî íåïåðåðâíî�� ïiâãðóïè
[2]: exp{tσ(A)} ⊂ σ(S(t)) i Pσ(S(t)) =
exp{tPσ(A)}.

Ïðèïóñòèìî, ùî 3) íå âèêîíócòüñÿ, òîá-
òî iñíóc α0 = γ0 + Iβ0 ∈ \Pσ(A). Iç 1)

âèïëèâàc, ùî A ìàc òiëüêè ñêií÷åííó êiëü-
êiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü ç äiéñíîþ ÷àñòèíîþ
<α0 = γ0: α1 = γ0 + iβ1, α2 = γ0 + iβ2,
..., αm = γ0 + iβm. Âèáåðåìî t0 ≥ h òàê,
ùîá âîíî áóëî íåñïiââèìiðíèì ç êîæíèì
iç ÷èñåë 2π/(βk − β0), k ÷ 1,m. Ç ðiâíî-
ñòåé σ(S(t0)) = Pσ(S(t0)) = exp{t0Pσ(A)}
âèïëèâàc, ùî exp{t0α0} äîðiâíþc îäíîìó ç
÷èñåë exp{t0αk} k ÷ 1,m, òîáòî (β0 − βk)t0
êðàòíå 2π, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó t0.

Äîâåäåìî ÷åòâåðòå òâåðäæåííÿ òåîðå-
ìè. Îñêiëüêè max{|z| : z ∈ σ(S(h))} =
exp(max{h<α : α ∈ σ(A)}, òîäi ìîæíà îäåð-
æàòè:

ω0 = lim
m→∞

1

mh
||(S(h))m|| =

=
1

h
ln lim

m→∞
||(S(h))m||1/m =

=
1

h
ln max{|z| : z ∈ σ(σ(S(h)))} =

= max{<α : α ∈ σ(A)}.
Âiäîìà òåîðåìà Êðåéíà-Ðóòìàíà [4] òâåð-
äèòü, ùî êîìïàêòíèé îïåðàòîð, ÿêèé
çàëèøàc ÿê iíâàðiàíò ìàéæå òâiðíèé êî-
íóñ ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ìàc äîäàòíå
äiéñíå âëàñíå çíà÷åííÿ, ÿêå äîðiâíþc ñïåê-
òðàëüíîìó ðàäióñó. Îòæå, äëÿ âñiõ t ≥ 0
îïåðàòîð S(t) ìàc íàéáiëüøå (çà ìîäóëåì)
âëàñíå çíà÷åííÿ rt i, ÿê áóëî äîâåäåíî
ðàíiøå, rt = exp{tω0}. Íåõàé ω0 /∈ σ(A)
òà {ω0 + iβ1, ω0 + iβ2, ..., ω0 + iβm} � âñi
âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà A, äiéñíà ÷àñòè-
íà ñïåêòðàëüíî�� òî÷êè ÿêîãî äîðiâíþc ω0.
Âèáèðàþ÷è t ≥ h íåñïiââèìiðíèì ç 2π/βk,
k ÷ 1,m, îäåðæócìî ïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå,
òâåðäæåííÿ 4) äîâåäåíî.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Êðåéíà-Ðóòìàíà [4],
âëàñíi çíà÷åííÿ q(t) ∈ K òàêi, ùî S(t)q(t) =
eω0tq(t) äëÿ âñiõ t ≥ h çáiãàþòüñÿ äî rt. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è ðàíiøå âèáðàíå ÷èñëî t, îäåð-
æèìî:

Ker
(
S(t)− eω0tI

)
=

=
⋃
j∈N

Ker
(
A−

(
ω0 − 2π(j − 1)

t

)
I

)

= Ker(A− ω0I),

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2002. Âèïóñê 150. Ìàòåìàòèêà. 111



îñêiëüêè 2π/t /∈ {β1, β2, ..., βm}. Îòæå, q(t) ∈
Ker(A− ω0I) ∩K. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 2. Ñiì'ÿ îïåðàòîðà {S(t), t ≥
0} ôîðìóc ñëàáêî íåïåðåðâíó ïiâãðóïó çi
ñëàáêèì iíôiíiòåçèìàëüíèì îïåðàòîðîì
A∗.

Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç îçíà÷åííÿ ñïðÿ-
æåíîãî îïåðàòîðà ïiâãðóïè [2]. Íåõàé v(t, ϕ)
� iñòîòíî ãëàäêà ñiì'ÿ ôóíêöiîíàëiâ ó ïðî-
ñòîði Cn([−h, 0]) i x̂t(s, ϕ)(θ) := x̂(t+ θ, s, ϕ),
θ ∈ [−h, 0] � ðîçâ'ÿçîê (1) ç ïî÷àòêîâîþ
óìîâîþ x̂(s + θ, ϕ) = ϕ(θ), −h ≤ θ ≤ 0.
Çãiäíî ç [1] âèçíà÷èìî ïîõiäíó çà Ëÿïóíî-
âèì v(s, ϕ) â ñèëó (1) ôîðìóëîþ

(Lv)(s, ϕ) :=

:= lim
t→s+

v(t, x̂t(t, ϕ))− v(s, ϕ)

t− s
(11)

Íàñëiäîê 3. Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ D(A)
êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë v(ϕ) :=< µϕ, ϕ >
ìàc ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì L0v çà (3) òà
(L0v)(ϕ) � òàêîæ êâàäðàòè÷íà ôîðìà, çà-
äàíà ðiâíiñòþ

(Lv)(ϕ) =< A∗µϕ, ϕ > (12)

Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç îçíà÷åííÿ ïiâ-
ãðóïè {X(t)} òà {S(t) = X(t)⊗X(t)}:

lim
t→+0

v(xt(ϕ), xt(ϕ))− v(ϕ, ϕ)

t
=

= lim
t→+0

< µX(t)ϕ,X(t)ϕ > − < µϕ, ϕ >

t
=

= lim
t→+0

[µ, S(t)ϕ⊗ ϕ]− [µ, ϕ⊗ ϕ]

t
=

= lim
t→+0

[S∗(t)µ, ϕ⊗ ϕ]− [µ, ϕ⊗ ϕ]

t
=

= lim
t→+0

〈
S∗(t)µ− µ

t
ϕ, ϕ

〉
.

4. Ðiâíÿííÿ Ëÿïóíîâà äëÿ êâàäðà-
òè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ

Êîíóñ K∗ äîçâîëÿc ââîäèòè ÷àñòêîâå âïî-
ðÿäêóâàííÿ â ïðîñòîði E∗: áóäåìî çàïèñóâà-
òè µ.ν, ÿêùî µ−ν ∈ K∗, òîáòî [µϕ, q] ≥ [ν, q]
äëÿ âñiõ q ∈ K.

Ëåìà 5. µ . 0, òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
< µϕ, ϕ >≥ 0 äëÿ âñiõ ϕ ∈ Cn([−h, 0]).

Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç òåîðåìè Ñòîóíà-
Âåécðøòðàññà [9] òà òåîðåìè Ìåðñåðà, çãiä-
íî ç ÿêèìè äîâiëüíèé åëåìåíò q ∈ K ìîæå
áóòè çîáðàæåíèé ÿê ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä

q =
∞∑

m=1

λmϕm ⊗ ϕm,

ç íåâiä'cìíèì λm òà ϕm ∈ Cn([−h, 0]) äëÿ
äîâiëüíîãî m ∈ N.

Îòæå, åëåìåíòè µ ∈ K∗ ìîæóòü áó-
òè iäåíòèôiêîâàíi ÿê äîäàòíi êâàäðàòè÷íi
ôóíêöiîíàëè < µϕ, ϕ >. Íàäàëi áóäåìî âèêî-
ðèñòîâóâàòè äîäàòíèé êâàäðàòè÷íèé ôóíê-
öiîíàë χ0, ÿêèé âèçíà÷àcòüñÿ ðiâíiñòþ

< χ0ϕ, ϕ >= |ϕ(0)|2

äëÿ âñiõ ϕ ∈ Cn([−h, 0]). Íàïðèêëàä,
ìíîæèíà K∗

0 ç êâàäðàòè÷íèõ ôóíêöiîíà-
ëiâ Ëÿïóíîâà-Êðàñîâñüêîãî ìîæå áóòè ïðåä-
ñòàâëåíà ôîðìóëîþ:

K∗
0 := {µ ∈ K : ∃ c > 0, µ . cχ0}.

Òåîðåìà 2. Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâi-
âàëåíòíi:

a ) òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) åêñïîíåí-
öiàëüíî ñòiéêèé;

b ) òèï ïiâãðóïè {S(t)} âiä'cìíèé, òîá-
òî

ω0 := lim
t→∞

1

t
ln ||S(t)|| < 0;

c ) äëÿ âñiõ q ∈ K iñíóc íåâiä'cìíà ìà-
òðè÷íà ôóíêöiÿ Uq ∈ K, ÿêà âèçíà-
÷åíà ïîòåíöiàëîì U ïiâãðóïè {S(t)},
òîáòî

Uq :=

∞∫

0

S(t)qdt; (13)

d ) iñíóc ôóíêöiîíàë Ëÿïóíîâà-
Êðàñîâñüêîãî µ ∈ D(A∗) òàêèé, ùî
−A∗µ ∈ K∗

0;

e ) îïåðàòîð A íå ìàc æîäíèõ
íåâiä'cìíèõ äiéñíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâåäåìî çãiäíî ç
òàêîþ äiàãðàìîþ:

d)
↙ ↘

a) → b) → c)
↑ ↙
e)

a) ⇒ b) Îñêiëüêè ||S(t)|| ≡ ||X(t)||2, òî
âiä'cìíiñòü òèïó ïiâãðóïè {S(t)} âèïëèâàc ç
åêñïîíåíöiàëüíî�� ñòiéêîñòi (3).

b) ⇒ c) Âíàñëiäîê ïîâíîòè ïðîñòîðó E
ç âiä'cìíîñòi òèïó ïiâãðóïè âèïëèâàc çáiæ-
íiñòü iíòåãðàëó (13) äëÿ äîâiëüíîãî q ∈ E ⊃
K.

c) ⇒ e) Ïðèïóñòèìî, ùî e) íå
ñïðàâäæócòüñÿ. Çà òåîðåìîþ 1 iñíóc òàêå ÷è-
ñëî ω0 ≥ 0 òà q0 ∈ K, ùî Aq0 = ω0q0. Îäíàê ó
öüîìó âèïàäêó S(t)q0 = q0 exp{ω0t} i, îòæå,
iíòåãðàë (13) ðîçáiãàcòüñÿ.

e) ⇒ b) Öå âèïëèâàc îäðàçó ç òâåðäæåííÿ
4 òåîðåìè 1.

c) ⇒ d) Âèçíà÷èìî äîäàòíèé ôóíêöiîíàë

µ := χ0 + U∗(2χ0 + Sp {F T F} . χ0,

äå F (dθ) � ìàòðè÷íîçíà÷íà ìiðà ç ïðàâî��
÷àñòèíè (1) i Sp � ñëiä ìàòðèöi. Ç AUq = −q
äëÿ âñiõ q ∈ D(A) âèïëèâàc, ùî

[A∗χ0, q] = [χ0, Aq] =

= 2

0∫

−h

Sp{F T (dθ)q(θ, 0)}.

Çâiäñè ìîæíà îäåðæàòè, ùî

−[A∗µ, q] = 2

0∫

−h

Sp{F T (dθ)q(θ, 0)} −

+2[χ0, q] + [Sp{F T F} . χ0, q] ≥ [χ0, q].

Îòæå, d) äîâåäåíî.
d) ⇒ a) Ìîæíà âçÿòè v(ϕ) =< µϕ, ϕ > ç

âèùåâèçíà÷åíèì µ i ïåðåñâiä÷èòèñÿ â òîìó,
ùî

(Lv)(ϕ) =< A∗µϕ, ϕ >≤ −|ϕ(0)|2.
Òâåðäæåííÿ a) âèïëèâàc ç òåîðåìè 1.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 çàâåðøåíå.
Íàñëiäîê 4. Òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3)

åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé òîäi é òiëüêè òî-
äi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî ν ∈ K∗

0 iñíóc ðîçâ'ÿ-
çîê µ ∈ K∗ ðiâíÿííÿ

A∗µ = −ν. (14)

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 4) òå-
îðåìè 1, íåîáõiäíiñòü âèïëèâàc ç òâåðäæåí-
íÿ b) òåîðåìè 2, îáîðîòíîñòi A, ðiâíîñòi

∞∫

0

[ν,S(t)q]dt =

= [ν,−A−1q] = [(A∗)−1ν, q] = [µ, q]

òà iíâàðiàíòíîñòi K âiäíîñíî S(t) äëÿ âñiõ
t ≥ 0.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé µ ∈ K∗

çàäîâîëüíÿc (14). Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì
ïiâãðóïè {S∗(t)}, ìîæíà çàïèñàòè íàñòóïíi
íåðiâíîñòi:

0 ≤< S∗(t)ϕ, ϕ >=< µϕ, ϕ > +

+

t∫

0

< S∗(s)A∗µϕ, ϕ > ds =

= < µϕ, ϕ > −
t∫

0

< S∗(s)νϕ, ϕ > ds ≤

≤ < µϕ, ϕ > −
t∫

0

< S∗(s)χ0ϕ, ϕ > ds

äëÿ âñiõ t ≥ 0. Îñêiëüêè ïiâãðóïà {S∗(t)}
çàëèøàc êîíóñ K∗ iíâàðiàíòíèì, îñòàííié ií-
òåãðàë ó ïðàâié ÷àñòèíi âèùåçãàäàíî�� ôîð-
ìóëè c ìîíîòîííîþ íåñïàäíîþ ôóíêöicþ çà
t äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ Cn([−h, 0]). Îòæå, ìî-
æíà îäåðæàòè

0 <

∞∫

0

[χ0, S(s)ϕ⊗ ϕ]ds =

=

∞∫

0

< S∗(s)χ0ϕ, ϕ > ds ≤ ||µ||||ϕ||2
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äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ Cn([−h, 0]). Êîíóñ K çà
ïîáóäîâîþ c ìàéæå òâiðíèì â E i òîìó ïî-
ïåðåäíÿ íåðiâíiñòü ñïðàâäæócòüñÿ äëÿ äî-
âiëüíîãî q ∈ E çàìiñòü ϕ ⊗ ϕ, âêëþ÷àþ÷è
âëàñíå çíà÷åííÿ q0 ∈ K, âiäïîâiäíî äî òèïó
ω0 ïiâãðóïè {S(t)}, ÿêà çàäîâîëüíÿc ðiâíiñòü
S(t)q0 = etω0q0. Îòæå,

0 <

∞∫

0

[χ0, S(s)q0]ds =

=

∞∫

0

esω0 [χ0, q0]ds ≤ ||µ||||q0||

i ÷èñëî ω0 ïîâèííî áóòè âiä'cìíèì.
Äîâåäåííÿ íàñëiäêó 4 çàâåðøåíî.
Çàóâàæåííÿ 1. Çàñòîñîâóþ÷è ðåçóëü-

òàòè òåîðåìè 2 òà íàñëiäêà 4 ìîæíà ëåã-
êî äîâåñòè, ùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3)
åêñïîíåíöiàëüíî ñòiéêèé òîäi é òiëüêè òî-
äi, êîëè iñíóc ñòðîãî äîäàòíèé êâàäðàòè÷-
íèé ôóíêöiîíàë µ, ÿêèé çàäîâîëüíÿc ðiâíÿí-
íÿ Ëÿïóíîâà

A∗µ = −χ0. (15)

Çàóâàæåííÿ 2. Ðiâíÿííÿ (14) i (15) ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi ðiâíÿííÿ Ëÿïóíî-
âà (4) ç ïîõiäíîþ çà Ëÿïóíîâèì â ñèëó ðiâ-
íÿííÿ (3) äëÿ êâàäðàòè÷íèõ ôóíêöiîíàëiâ
v(ϕ) :=< µϕ, f >, u(ϕ) :=< νϕ, f >, i
u0(ϕ) :=< χ0ϕ, f >= |ϕ(0)|2:

(Lv)(ϕ) = −u(ϕ), (16)

(Lv)(ϕ) = −u0(ϕ) = −|ϕ(0)|2. (17)

5. Ôóíêöiîíàëè Ëÿïóíîâà-Êðàñîâ-
ñüêîãî äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ÔÄÐ. Ïðèïó-
ñòèìî, ùî äðóãèé äîäàíîê g(t, ϕ) ó ïðàâié
÷àñòèíi êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ (1) c íåïå-
ðåðâíîþ ôóíêöicþ, ÿêà çàäîâîëüíÿc ëîêàëü-
íó óìîâó Ëiïøèöÿ [1] ó òàêié ôîðìi: iñíóc
òàêà äîäàòíà ìiðà β ∈ C∗([−h, 0]) ç ||β|| =
1, ùî

∀ t ∈ R ∀ r > 0 ∃ cr > 0

∀ϕ, ψ ∈ Vr := {ϕ ∈ Cn([−h, 0]), ||ϕ|| ≤ r} :

|g(t, ϕ)− g(t, ψ)| ≤

≤ cr

0∫

−h

|ϕ(θ)− ψ(θ)|2β(dθ). (18)

Ìîæíà äîâåñòè (äèâ., íàïðèêëàä, [1]), ùî
öå òâåðäæåííÿ ãàðàíòóc iñíóâàííÿ cäèíîãî
ðîçâ'ÿçêó {x(t, s, ϕ), s ≤ t < T (s, ϕ)} ðiâíÿí-
íÿ (1) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ x(s + θ, s, ϕ) =
ϕ(θ), θ ∈ [−h, 0] äëÿ äîâiëüíîãî s ∈ R, ϕ ∈
Cn([−h, 0]) ç äåÿêèì äîäàòíèì çàëåæíèì âiä
ïî÷àòêîâèõ óìîâ ÷èñëîì T (s, ϕ). Îòæå, äëÿ
äîñèòü ãëàäêîãî ñêàëÿðíîãî äîäàòíîãî êâà-
äðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà v(ϕ) =< µϕ, ϕ >,
çàäàíîãî äîäàòíîþ ìàòðè÷íîçíà÷íîþ ìiðîþ
µ ∈ K∗, ìîæíà îá÷èñëèòè ïîõiäíó çà Ëÿ-
ïóíîâèì Lv â ñèëó ðiâíÿííÿ (1) (çà ôîðìó-
ëîþ (2)), òà, çàñòîñîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïîïå-
ðåäíiõ ðîçäiëiâ, îá÷èñëèòè ïîõiäíó çà Ëÿïó-
íîâèì L0v (2) â ñèëó íåçáóðåíîãî ðiâíÿííÿ
(3):

(L0v)(ϕ) :=< A∗µϕ, ϕ > .

Òóò i íàäàëi A ïîçíà÷àòèìåìî iíôiíiòåçè-
ìàëüíèé îïåðàòîð âiäïîâiäíî�� äëÿ ëiíiéíîãî
ÔÄÐ ïiâãðóïè â ïðîñòîði E , ÿêèé áóâ ðîç-
ãëÿíóòèé ó ðîçäiëi 3.

Òåîðåìà 3. ßêùî ôóíêöiÿ g(t, ϕ)
çàäîâîëüíÿc óìîâó Ëiïøèöÿ (18) òà
µ ∈ D(A∗), òîäi êâàäðàòè÷íèé ôóíêöiîíàë
v(ϕ) =< µϕ, ϕ > ìàc ïîõiäíó çà Ëÿïó-
íîâèì â ñèëó êâàçiëiíiéíîãî ÔÄÐ (1) òà
äëÿ äîâiëüíîãî ϕ ∈ Cn([−h, 0]) öÿ ïîõiäíà
äîðiâíþc

Lv(ϕ) =

=< A∗µϕ, ϕ > + < 2µϕ,1g(t, ϕ) >, (19)

äå 1 � n × n-ìàòðèöÿ-ôóíêöiÿ {1(θ), θ ∈
[−h, 0]}, âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

1(θ) =

{
0 −h ≤ θ < 0,
I θ = 0,

òà I � îäèíè÷íà n× n-ìàòðèöÿ.
Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî x̂(t, s, ϕ) ðîçâ'ÿ-

çîê ëiíiéíîãî ÔÄÐ (3), ÿêèé çàäîâîëüíÿc
ïî÷àòêîâó óìîâó x̂(s + θ, s, ϕ) = ϕ(θ) äëÿ
θ ∈ [−h, 0]. Ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ëÿïóíî-
âà (2) ìîæíà îäåðæàòè òàêi ðiâíîñòi:

(Lgv)(s, ϕ) =
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= lim
t↓0
{< µxs+t(s, ϕ), xs+t(s, ϕ) > −

− < µϕ, ϕ >} =

= lim
t↓0

1

t
{< µ(xs+t(s, ϕ)−

−x̂s+t(s, ϕ)), xs+t(s, ϕ)− x̂s+t(s, ϕ) >}
+2 lim

t↓0
1

t
{< µ(x̂s+t(s, ϕ)− ϕ), xs+t(s, ϕ)−

−x̂s+t(s, ϕ) >}
+ lim

t↓0
1

t
{< µx̂s+t(s, ϕ), x̂s+t(s, ϕ) > −

− < µϕ, ϕ >}+

+2 lim
t↓0

< µϕ
xs+t(s, ϕ)− x̂s+t(s, ϕ)

t
> (21)

Çãiäíî ç óìîâîþ Ëiïøèöÿ (18), iñíóþòü òàêi
äîäàòíi ÷èñëà δ,M , ùî

max
0≤t≤δ

|g(s + t, x̂s+t(s, ϕ))| = M.

Îòæå, äëÿ âñiõ t ∈ [0, δ]

|x̂(s + t, s, ϕ)− x(s + t, s, ϕ)| ≤

≤ ||ϕ||
t∫

0

||x̂s+τ (s, ϕ)− xs+τ (s, ϕ)||dτ +

+Mδ

i ïåðøèé äîäàíîê ó (21) äîðiâíþc íóëåâi çà
ëåìîþ Ãðîíóîëëà [1]

max
0≤t≤δ

||x̂s+t(s, ϕ)− xs+t(s, ϕ)|| ≤ Mδe||f ||δ.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ äðóãîãî äîäàíêà
âèïëèâàc ç ïîïåðåäíüî�� íåðiâíîñòi òà ç íåðiâ-
íîñòi

sup
0≤t≤δ

| < µ(x̂s+t(s, ϕ)− ϕ), xs+t(s, ϕ)−

−x̂s+t(s, ϕ) > | ≤ ||µ||ω(δ)δMe||f ||δ,

äå ω(δ) � ìîäóëü íåïåðåðâíîñòi íåïåðåðâíî��
ôóíêöi�� x̂(s + t, s, ϕ) − ϕ(0) íà ñåãìåíòi 0 ≤
t ≤ δ. Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì îïåðàòîðà A∗ òà
ðåçóëüòàòàìè ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó

lim
t↓0

1

t
{< µ(x̂s+t(s, ϕ)− ϕ), xs+t(s, ϕ)−

−x̂s+t(s, ϕ) >} =< A∗µϕ, ϕ > .

Äëÿ îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî äîäàíêó â (21)

R(ϕ) := lim
t↓0

1

t
{< µϕ, xs+t(s, ϕ)−x̂s+t(s, ϕ) >}

âèêîðèñòàcìî íåïåðåðâíiñòü áiëiíiéíîãî îïå-
ðàòîðà < µϕ, ψ > ÿê ôóíêöi�� äðóãîãî àð-
ãóìåíòà, îñêiëüêè ìàòðè÷íîçíà÷íà ìiðà µ
âèçíà÷àc ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð,
ùî äic ç Cn([−h, 0]) ó C∗

n([−h, 0]). Ðiçíèöÿ

R(t, θ) := x(t + s + θ, s, ϕ)− x̂(t + s + θ, s, ϕ)

íå äîðiâíþc íóëåâi òiëüêè òîäi, êîëè t + θ >
0. Êðiì öüîãî, ÿê áóëî ïîêàçàíî ðàíiøå,

sup
−h≤t+θ≤δ

|R(t, θ)| ≤ Me||f ||δ,

i
δ∫

0

|f(xs+t(s, ϕ)−x̂s+t(s, ϕ))|dt ≤ ||f ||Mδ2e||f ||δ.

Îòæå, ç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi

lim
t↓0

1

t
R(t, 0) =

= lim
t↓0

1

t

t∫

0

g(u + s, xu+s(s, ϕ))du = g(s, ϕ)

ìîæíà îá÷èñëèòè ñëàáêó ãðàíèöþ

w lim
t↓0

1

t
(xt+s(s, ϕ)− x̂t+s(s, ϕ)) = 1g(s, ϕ).

Äîâåäåííÿ çàâåðøåíî.
Ëåìà 6. Äëÿ äîâiëüíîãî âåêòîðà p ∈ Rn

òà äîâiëüíîãî µ ∈ K∗ ñïðàâäæócòüñÿ ðiâ-
íiñòü

< µ1p, 1p >= pT δ(µ)p =

=
n∑

k=1

p2
kµkk({0, 0}), (22)

äå δ(µ) = µ({0, 0}), òîáòî µ � n × n ñèìå-
òðè÷íà äiàãîíàëüíà ìàòðè÷íà ìiðà òî÷îê
{0, 0}.
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Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç ðiâíîñòi

< µ1g, 1g >=

=

∫

Q

{1(θ1)p⊗ 1(θ2)p}µ(dθ1, dθ2) =

= pT





∫

Q

1(θ1)1(θ2)µ(dθ1, dθ2)



 p.

Íåçâàæàþ÷è íà ïðîñòîòó, äîâåäåíà ëåìà ðà-
çîì iç íåðiâíîñòÿìè (9) òà (10) äîçâîëÿc
îäåðæàòè ç òåîðåìè 3 î÷åâèäíå òà êîðèñíå
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 5. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òå-
îðåìè 3 äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëà
v(ϕ) :=< µϕ, ϕ > âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi
íåðiâíîñòi:

(Lgv)(ϕ) ≤< A∗µϕ, ϕ > +α2 < µϕ, ϕ > +

+α−2gT (t, ϕ)δ(µ)g(t, ϕ), (23)

(Lgv)(ϕ) ≤< A∗µϕ, ϕ > +

+2
√

< µϕ, ϕ >
√

gT (t, ϕ)δ(µ)g(t, ϕ), (24)

äëÿ âñiõ t ∈ R, ϕ ∈ Cn([−h, 0]) òà α > 0.
Íàñëiäîê 6. Ïðè âèêîíàííi óìîâ òåîðå-

ìè 3 äëÿ äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ôóíêöiîíàëiâ
µ ∈ D(A∗) i ν ∈ D(A∗) ç δ(ν) = 0 ïîõiä-
íà çà Ëÿïóíîâèì êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiî-
íàëà v1(ϕ) :=< (µ + ν)ϕ, ϕ > â ñèëó (1)
çàäîâîëüíÿc íàñòóïíó ðiâíiñòü:

(Lgv)(ϕ) =< A∗(µ + ν)ϕ, ϕ > +

+2 < µϕ, 1g(t, ϕ) > . (25)

Äîâåäåííÿ âèïëèâàc ç íåðiâíîñòi

| < νϕ,1g(t, ϕ) > | ≤
≤ √

< νϕ, ϕ >
√

gT (t, ϕ)δ(ν)g(t, ϕ) = 0.

Òåîðiÿ ëiíiéíèõ ÔÄÐ äóæå ÷àñòî
âèêîðèñòîâóc ìàòðè÷íèé ðîçâ'ÿçîê H(t) ðiâ-
íÿííÿ (3) ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ H(θ) = I(θ),
òîáòî n × n-ìàòðè÷íó ôóíêöiþ, ÿêà
çàäîâîëüíÿc ðiâíîñòi

H(t) =

{
0, t < 0,

I, t = 0,

d

dt
H(t) =

0∫

−h

{F (dθ)}H(t + θ), t > 0. (26)

ßêùî òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê (3) àñèìïòî-
òè÷íî ñòiéêèé, òîäi ìîæíà çàñòîñóâàòè ïå-
ðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âèùåçãàäàíî�� ìàòðèöi
H(t)

H̃(λ) =

∞∫

0

e−tλH(t)dt

äëÿ äîâiëüíîãî êîìïëåêñíîãî ÷èñëà λ ç
íåâiä'cìíîþ äiéñíîþ ÷àñòèíîþ. Ïðîñòå îá-
÷èñëåííÿ äîçâîëÿc çíàéòè öþ ìàòðèöþ:

H̃(λ) =


λI −

0∫

−h

eθλF (dθ)



−1

.

Çâiäñè, ç óðàõóâàííÿì òåîðåìè Ïëàíøåðåëÿ
[1] äëÿ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, ìîæíà çàïè-
ñàòè ðiâíiñòü

∞∫

0

HT (t)H(t)dt =

=
1

2π

∞∫

−∞

H̃T (−iω)H̃(iω)dω. (27)

Çà îçíà÷åííÿì ðîçâ'ÿçíî�� ïiâãðóïè {X(t)}
äëÿ ðiâíÿííÿ (3), ìàòðè÷íà ôóíêöiÿ H(t)
ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà òàêîæ ó âèãëÿ-
äi H(t) = {X(t)I}θ=0. Âíàñëiäîê òîãî, ùî
S(t) = X(t)⊗X(t) i, îòæå,

S(t){Ip⊗ Ip} = X(t)Ip{X(t)Ip}T

äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ Rn, iíòåãðàë ó ëiâié ÷à-
ñòèíi ôîðìóëè (27) ìîæíà çàïèñàòè òàêîæ
çà äîïîìîãîþ ïiâãðóïè S(t)

∞∫

0

HT (t)H(t)dt =

∞∫

0

{{X(t)I}TX(t)I
}

θ=0
dt =

=

∞∫

0

{S(t)Î}θ1=θ2=0dt
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äå Î(θ1, θ2) = I(θ1)I(θ2). Íàãàäàcìî, ùî âè-
ùåçãàäàíà ôîðìóëà ìîæå âèêîðèñòîâóâà-
òèñÿ òiëüêè äëÿ åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäíèõ
ìàòðèöü-ôóíêöié H(t), òîáòî ó âèïàäêó, êî-
ëè ñïåêòð σ(A) îïåðàòîðà ïiâãðóïè A çíàõî-
äèòüñÿ â ëiâié ÷àñòèíi êîìïëåêñíî�� ïëîùèíè.
Öå äîçâîëÿc òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòè îáîðîò-
íiñòü îïåðàòîðà A∗ i ìîæëèâiñòü çàïèñó ìà-
òðè÷íîçíà÷íî�� ìiðè (A∗)−1χ0 ∈ K∗ çà äîïî-
ìîãîþ íåâëàñíîãî iíòåãðàëà ïiâãðóïè S∗(t)
[2]:

−[(A∗)−1χ0, q] =

∞∫

0

[S(t)∗χ0, q]dt

=

∞∫

0

[χ0,S(t)q]dt

äëÿ äîâiëüíîãî q ∈ E . Òàêèì ÷èíîì, ïiäñòàâ-
ëÿþ÷è ó ïîïåðåäíié ôîðìóëi q = Î, ìîæíà
îäåðæàòè ðiâíiñòü

− [(A∗)−1χ0, Î] =

∞∫

0

[χ0,S(t)Î]dt =

=

∞∫

0

[χ0,X(t)I⊗X(t)I]dt =

=

∞∫

0

SpHT (t)H(t)dt

i, îòæå,

δ
(
(A∗)−1{−χ0}

)
=

∞∫

0

HT (t)H(t)dt =

=
1

2π

∞∫

−∞

H̃T (−iλ)H̃(iλ)dλ. (28)

Öå äîçâîëÿc çàïðîïîíóâàòè íàñòóïíó ôîð-
ìóëó äëÿ âèçíà÷åíîãî ðiâíÿííÿì Ëÿïóíîâà
(15) êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöiîíàëó Ëÿïóíîâà
< µϕ, ϕ >:

< µϕ, ϕ >= [(A∗)−1{−χ0}, ϕ⊗ ϕ] =

= [χ0, A−1{−ϕ⊗ ϕ}]. (29)

Âèùåçãàäàíà ôîðìóëà äîïîìàãàc íàì îá÷è-
ñëèòè ìàòðèöþ δ(µ) = δ((A∗)−1{−χ0}). Öÿ
ìàòðèöÿ ìîæå áóòè âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

δ(µ) = lim
s↑0

0∫

s

0∫

s

µ(dθ1, dθ2)q(θ1, θ2)

ç äîâiëüíîþ ìàòðè÷íîþ ôóíêöicþ q ∈ E , ÿêà
çàäîâîëüíÿc ðiâíiñòü q(0, 0) = I. Çàñòîñîâó-
þ÷è ôîðìóëó (29) òà ñëàáêó íåïåðåðâíiñòü
ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ÿê ôóíêöi�� äðóãîãî àð-
ãóìåíòó, ìîæíà çíàéòè ìàòðèöþ δ(µ) ÿê
ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Aq = −Î â òî÷öi θ1 = 0,
θ2 = 0, òîáòî ÿê ðîçâ'ÿçîê q = {qij, i, j÷1, n}
ñèñòåìè ðiâíÿíü





( ∂

∂θ1

+
∂

∂θ2

)
qij(θ1, θ2) = 0,

∂

∂θ1

qij(θ1, 0)+

+
n∑

k=1

qik(θ1, θ)Fjk(dθ) = 0,

∂

∂θ2

qij(0, θ2)+

+
n∑

k=1

qkj(θ, θ2)Fik(dθ) = 0,

(30)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ
n∑

k=1

qik(0, θ)Fjk(dθ) +
n∑

k=1

qkj(θ, 0)Fik(dθ) =

=

{
0, i 6= j,

1, i = j.

6. Ïðèêëàä. Öåé ðîçäië iëþñòðóc çàïðî-
ïîíîâàíèé ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ àëãîðèòì
ïîáóäîâè ôóíêöiîíàëà Ëÿïóíîâà (29) äëÿ
ëiíiéíîãî ñêàëÿðíîãî ÔÄÐ

dx

dt
= ax(t) + bx(t− 1) (31)

ÿê ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (30). Ñïî÷àòêó ïî-
òðiáíî çíàéòè ñèìåòðè÷íó ôóíêöiþ q(θ1, θ2)
äëÿ θ1 ∈ [−1, 0], θ2 ∈ [−1, 0], ÿêà çàäîâîëüíÿc
äèôåðåíöèàëüíå ðiâíÿííÿ â ÷àñòèííèõ ïî-
õiäíèõ (A)q = −ϕ(θ1)ϕ(θ2). Âíàñëiäîê óìî-
âè ñèìåòðè÷íîñòi îïåðàòîð A öüîãî ðiâíÿííÿ

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî óíiâåðñèòåòó. 2002. Âèïóñê 150. Ìàòåìàòèêà. 117



(äèâ. ëåìó 4) ìîæíà çàäàòè ôîðìóëîþ

Aq(θ1, θ2) =





(
∂

∂θ1

+
∂

∂θ2

)
q(θ1, θ2),

ÿêùî − 1 ≤ θ2 ≤ θ1 < 0,
∂

∂θ2

q(0, θ2) + aq(0, θ2)+

+bq(θ2,−1, ),

ÿêùî − 1 ≤ θ2 < θ1 = 0,

2aq(0, 0) + 2bq(0,−1),

ÿêùî θ2 = θ1 = 0.

Îòæå, äëÿ −1 ≤ θ2 < 0, −1 ≤ θ1 < 0 âè-
ùåçãàäàíå ðiâíÿííÿ ìîæíà âèïèñàòè ó òàêié
ôîðìi:

(
∂

∂θ1

+
∂

∂θ2

)
q(θ1, θ2) = −ϕ(θ1)ϕ(θ2). (32)

Îñêiëüêè ìè øóêàcìî ñèìåòðè÷íó ôóíêöiþ,
ìîæíà çíàõîäèòè ðîçâ'ÿçîê (32) äëÿ −1 ≤
θ2 ≤ θ1 < 0 òà ðîçøèðèòè öþ ôóíêöiþ íà
ìíîæèíó −1 ≤ θ1 ≤ θ2 < 0, çàñòîñîâóþ-
÷è ñèìåòðiþ q(θ1, θ2) = q(θ2, θ1). Çàìiíþþ÷è
θ1 = t − s, θ2 = t + s, q(t − s, t + s) := f(t, s)
òà ðîçâ'ÿçóþ÷è îäåðæàíå çâè÷àéíå äèôåðåí-
öiàëüíå ðiâíÿííÿ, íåñêëàäíî çíàéòè çàãàëü-
íèé ðîçâ'ÿçîê âèùåçãàäàíîãî ðiâíÿííÿ

q(θ1, θ2) = r(θ2 − θ1)+

+

θ2−θ1∫

θ2

ϕ(u− θ2 + θ1)ϕ(u)du (33)

ç äîâiëüíîþ ãëàäêîþ ôóíêöicþ {r(t), t ∈
[−1, 0]}. ßêùî θ1 = 0,−1 ≤ θ2 ≤ 0, òîäi
ôóíêöiÿ q(θ1, θ2) çàäîâîëüíÿc äèôåðåíöiàëü-
íå ðiâíÿííÿ
∂

∂θ2

q(0, θ2)+aq(0, 0)+bq(θ2,−1) = −ϕ(0)ϕ(θ2)

ç êðàéîâîþ óìîâîþ

2aq(0, 0) + 2bq(0,−1) = −|ϕ(0)|2.
Ïiäñòàíîâêà (33) ïðèâîäèòü äî äèôåðåíöi-
àëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ {r(t),−1 ≤ t ≤ 0}

ṙ(t) = −ar(t)− br(−1− t) + g(t), (34)

äå

g(t) = −b

−1−t∫

−1

ϕ(u + 1 + t)ϕ(u)du− ϕ(t)ϕ(0)

òà êðàéîâà óìîâà ìàc âèãëÿä
2ar(0) + 2br(−1) = −|ϕ(0)|2. (35)

Äèôåðåíöiþþ÷è ðiâíÿííÿ (34) çà t, ìîæíà
çàïèñàòè âèùåçãàäàíå ðiâíÿííÿ ÿê çâè÷àéíå
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó
r̈(t) + (b2− a2)r(t) = bg(−1− t)− ag(t) + ġ(t)

(36)
i ëåãêî çíàéòè ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ. Ó
ïðèïóùåííi, ùî ω2 := b2 − a2 > 0, ïîòðiáíó
ôóíêöiþ r(t) ìîæíà çàïèñàòè â òàêié ôîðìi:

r(t) = c1 cos(ωt) + c2 sin(ωt) +

+
1

ω

t∫

−1

sin(ω(t− s))(bg(−1− s)−

− ag(s) + ġ(s))ds

ç äîâiëüíèìè ñòàëèìè c1 i c2. Îñêiëüêè ðiâ-
íÿííÿ (34) áóëî ïðîäèôåðåíöiéîâàíå, òîäi
çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê r(t) ðiâíÿííÿ (36) ïîâè-
íåí çàäîâîëüíÿòè íå òiëüêè êðàéîâó óìîâó
(35), àëå é äîäàòêîâó êðàéîâó óìîâó ṙ(0) =
−ar(0)−br(−1)+(g)0. Êðàéîâi óìîâè äîçâî-
ëÿþòü çàïèñàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü
äëÿ ñòàëèõ c1 i c2

c1(−a− b cos ω) + c2(b sin ω − ω) = f1,

c1(2a + b cos ω) + c2(−2b sin ω) = f2

äå

f1 = a


 1

ω

0∫

−1

sin(ωs)(bg(−1− s)−

−ag(s))ds−

− 1

ω
sin(ω)




0∫

−1

|ϕ(s)|2ds + ϕ(−1)ϕ(0)


 +

+

0∫

−1

cos(ωs)g(s)ds


 +
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+

0∫

−1

cos(ωs)(bg(−1− s)− ag(s))ds−

− cos(ω)




0∫

−1

|ϕ(s)|2ds + ϕ(−1)ϕ(0)


 +

+ω

0∫

−1

sin(ωs)g(s)ds, (37)

f2 = −|ϕ(0)|2+

+
2a

ω

0∫

−1

sin(ωs)(bg(−1− s)− ag(s))ds−

−2a

ω
sin(ω)




0∫

−1

|ϕ(s)|2ds + ϕ(−1)ϕ(0)


 +

+2a

0∫

−1

cos(ωs)g(s)ds. (38)

Çâiäñè îäåðæócìî, ùî

c1 =
f12b sin ω + f2(b sin ω − ω)

2ω(a + b cos ω)
, (39)

c2 =
f2(a + b cos ω) + f1(b sin ω − ω)

2ω(a + b cos ω)
, (40)

i áàæàíà ôóíêöiÿ q(θ1, θ2) ìîæå áóòè çàäàíà
ó ÿâíié ôîðìi

q(θ1, θ2) = c1 cos(ω(θ2 − θ1))+

+c2 sin(ω(θ2 − θ1))+

+

θ2−θ1∫

−1

sin(ω(θ2 − θ1 − s))

ω
(bg(−1− s)−

−ag(s))ds−

− 1

ω
sin(ω(θ2 − θ1 + 1))

[ 0∫

−1

|ϕ(s)|2ds+

+ϕ(−1)ϕ(0)
]
+

+

θ2−θ1∫

−1

cos(ω(θ2 − θ1 − s))g(s)ds (41)

äëÿ θ1 ≤ θ2 ≤ 0, i ðîçøèðåíà äî θ2 ≤ θ1 ≤ 0
çà äîïîìîãîþ ñèìåòði�� q(θ1, θ2) = (qθ2, θ1).
ßê áóëî ïîêàçàíî ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi,
ôóíêöiîíàë

< µϕ, ϕ >= q(0, 0) = c1−

−sin ω

ω

[ 0∫

−1

|ϕ(s)|2ds + ϕ(−1)ϕ(0)
]

(42)

äîäàòíî âèçíà÷åíèé òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (31) åêñïî-
íåíöiàëüíî ñòiéêèé. Êðiì öüîãî, âèêîðèñòî-
âóþ÷è ôîðìóëè (23) òà (24), ìîæíà ïîðiâíÿ-
íî ïðîñòî ïðîàíàëiçóâàòè äèíàìiêó çáóðåíî-
ãî ðiâíÿííÿ

dy

dt
= ay(t) + by(t− 1) + g(t, yt), (43)

îñêiëüêè äëÿ âèùåçãàäàíîãî ôóíêöiîíàëà
< A∗µϕ, ϕ >= −|ϕ(0)|2. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî
îá÷èñëèòè ÷èñëî δ(µ), ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôîð-
ìóëè (42), (41), (39), (40), (37) òà (38) ôóíê-
öiþ ϕ(0)I(θ) çàìiñòü ϕ(θ). Äëÿ ϕ ôóíêöiîíàë
f1 ç (37) äîðiâíþc íóëåâi òà f2 = −|ϕ(0)|2.
Îòæå,

δ({µ}) =


c1 − sin ω

ω




0∫

−1

|ϕ(s)|2ds + ϕ(−1)ϕ(0)






 =

= − b sin ω − ω

2ω(a + b cos ω)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (24), ìîæíà îöi-
íèòè ïîõiäíó çà Ëÿïóíîâèì â ñèëó (43) çà
äîïîìîãîþ íàñòóïíî�� íåðiâíîñòi:

(Lgv)(ϕ) ≤< A∗µϕ, ϕ > +

+2
√

< µϕ, ϕ >|g(t, ϕ)|δ(µ) = −|ϕ(0)|2−

−2
√

< µϕ, ϕ >|g(t, ϕ)| b sin ω − ω

2ω(a + b cos ω)

äëÿ âñiõ t ∈ R òà ϕ ∈ Cn([−h, 0]), α > 0.
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