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ÀÏÐÎÊÑÈÌÀÖIß ÔÓÍÊÖIÉ ÍÀ ÄIÉÑÍIÉ ÎÑI Â ÏÐÎÑÒÎPÀÕ
ÑÓÌÎÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Âñòàíîâëþþòüñÿ àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi âiäðiçêiâ ðÿäiâ Ôóð'c òà iíòåðïîëÿöiéíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ Ëàãðàíæà â ïðîñòîðàõ Lpρ, ρ(x) =

(
1 + x2

)−1, p > 1, i Lp, p ≥ 2, íà äiéñíié îñi çà
ñïåöiàëüíèìè áàçèñíèìè ñèñòåìàìè ôóíêöié. Îäåðæàíi äîñòàòíi óìîâè çáiæíîñòi ó âêàçàíèõ
ïðîñòîðàõ ìíîãî÷ëåíiâ Ëàãðàíæà òà âiäðiçêiâ ðÿäiâ Ôóð'c â çàëåæíîñòi âiä êîíñòðóêòèâíèõ
âëàñòèâîñòåé àïðîêñèìîâàíèõ ôóíêöié.

The approximative properties of the truncated Fourier series and the interpolational Lagrange
polynomials in the spaces Lpρ, ρ(x) =

(
1 + x2

)−1, p > 1, i Lp, p ≥ 2 on the real axis by the special
systems of functions, are determined. The su�cient conditions of convergence of the interpolational
Lagrange polynomials and the truncated Fourier series depending on structural properties of the
approximated functions, are obtained.

Äàíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ
àïðîêñèìàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé âiäðiçêiâ ðÿ-
äiâ Ôóð'c òà iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíîãî÷ëå-
íiâ Ëàãðàíæà â ïðîñòîðàõ Lpρ, ρ(x) =

(1 + x2)
−1, p > 1, i Lp, p ≥ 2, íà äiéñíié îñi R

âiäïîâiäíî çà áàçèñíèìè ñèñòåìàìè ôóíêöié

ωk(x) =

(
x− i

x + i

)k

, k = 0,±1, . . . , (1)

ψk(x) =
2i

x + i

(
x− i

x + i

)k

, k = 0,±1, . . . . (2)

Çàóâàæèìî, ùî àïðîêñèìàòèâíi âëàñòèâîñòi
âiäðiçêiâ ðÿäiâ Ôóð'c òà iíòåðïîëÿöiéíèõ
ìíîãî÷ëåíiâ Ëàãðàíæà â ïðîñòîðàõ C, L2ρ,
ρ(x) = (1 + x2)

−1, i C01, L2 íà äiéñíié îñi âiä-
ïîâiäíî çà áàçèñíèìè ñèñòåìàìè ôóíêöié (1)
i (2) äîñèòü ïîâíî äîñëiäæåíi â ðîáîòàõ [1,
2].

1. Íàéêðàùi íàáëèæåííÿ. Íåõàé
Xn(Yn) � ìíîæèíà óçàãàëüíåíèõ ìíîãî÷ëå-
íiâ (ó.ì.) âèãëÿäó

Pn(x) =
n∑

k=−n

akωk(x) (3)

(
Qn(x) =

n∑

k=−n

bkψk(x)

)
. (4)

Òîäi âåëè÷èíà
En(f)Lpρ = inf

Pn∈Xn

||f − Pn||Lpρ (5)

(
En(f1)Lp = inf

Qn∈Yn

||f1 −Qn||Lp

)
(6)

íàçèâàcòüñÿ íàéêðàùèì íàáëèæåííÿì
ôóíêöi�� f(x) (f1(x)) ó.ì. âèãëÿäó (3) ((4)).
À ó.ì.

P ∗
n(x) =

n∑

k=−n

a∗kωk(x)

(
Q∗

n(x) =
n∑

k=−n

b∗kψk(x)

)
,

íà ÿêîìó ðåàëiçócòüñÿ ðiâíiñòü (5) ((6)),
íàçèâàcòüñÿ ó.ì. íàéêðàùîãî íàáëèæåííÿ
ôóíêöi�� f(x) (f1(x)) â ïðîñòîði Lpρ(Lp) ó.ì.
âèãëÿäó (3) ((4)). Îñêiëüêè ïðîñòið Lpρ(Lp) c
áàíàõîâèì, òî çãiäíî ç ïðàöåþ [3, ñ. 44] ó.ì.
P ∗

n(x) (Q∗
n(x)) iñíóc i cäèíèé. Ïðè öüîìó,

çãiäíî ç ïðàöåþ [4, ñ. 153], ïðàâèëüíà ðiâ-
íiñòü:

En(f)Lpρ = ET
n (ψ)Lp(γ), (7)

äå ET
n (ψ) � íàéêðàùå íàáëèæåííÿ â ïðî-

ñòîði Lp(γ), p > 1, íà âiäðiçêó γ = [−π; π]
ôóíêöi�� ψ(u) = f

(
tg u

2

)
òðèãîíîìåòðè÷íèìè

ìíîãî÷ëåíàìè ïîðÿäêó íå âèùå n.
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Ëåìà 1. [5, ñòîð. 268]. ßêùî ψ ∈ Lp(γ),
p > 1, íà [−π; π] àáî ψ ∈ C(γ) íà [−π; π], òî

ET
n (ψ)Lp(γ) → 0, n →∞;

ÿêùî ψ ∈ L
(r)
p (γ), r ≥ 1, p > 1, íà [−π; π] ,

òî

ET
n (ψ)Lp(γ) ≤ Kr

(n + 1)r
||ψ(r)||Lp(γ);

ÿêùî ψ ∈ C(r)(γ), r ≥ 1, íà [−π; π], òî

ET
n (ψ)Lp(γ) ≤ Kr

p
√

2π

(n + 1)r
||ψ(r)||C(γ);

ÿêùî ψ ∈ H
(r)
α (γ), r ≥ 0, 0 < α ≤ 1, íà

[−π; π], òî

ET
n (ψ)Lp(γ) ≤ Krπ

α p
√

2π

2(n + 1)r+α
Ar,

äå Ar � ñòàëà Ãåëüäåðà ôóíêöi�� ψ(r)(u), a
Kr � ñòàëà Ôàâàðà [5, ñòîð. 105].

Ëåìà 2. ßêùî p ≥ 2, òî ñïðàâäæócòüñÿ
îöiíêà:

En(f1)Lp ≤ 2En(f)Lpρ ,

äå ôóíêöi�� f1 ∈ Lp, p ≥ 2, i f ∈ Lpρ, p ≥ 2,
ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ñïiââiäíîøåííÿì

f1(x) =
2i

x + i
f(x). (8)

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàc iç
ëàíöþæêà íåðiâíîñòåé:

En(f1)Lp = ||f1 −
n∑

k=−n

b∗kψk||Lp =

=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
2i

x + i
f(x)−

n∑

k=−n

b∗k
2i

x + i
ωk(x)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
2i

x + i
f(x)−

n∑

k=−n

a∗k
2i

x + i
ωk(x)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤

≤ 2

∣∣∣∣
∣∣∣∣

1

(1 + x2)(1 + x2)p/2−1
|f(x)− P ∗

n(x)|
∣∣∣∣
∣∣∣∣ ≤

≤ 2 ||f − P ∗
n ||Lpρ

= 2En(f)Lpρ .

2. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié âiäðiçêàìè
ðÿäiâ Ôóð'c. Íåõàé f ∈ Lpρ, p > 1, ρ(x) =
(1 + x2)−1 íà R. Òîäi, çãiäíî ç ïðàöåþ [2], ����
êîåôiöicíòè i ðÿä Ôóð'c çà ñèñòåìîþ ôóíê-
öié (1) âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî íàñòóïíèì
÷èíîì:

αk =
1

π

∫

R

ρ(x)f(x)ωk(x)dx,

∞∑

k=−∞
αkωk(x).

(9)
Íåõàé Pn � îïåðàòîð, ÿêèé ñòàâèòü ó âiäïî-
âiäíiñòü êîæíié ôóíêöi�� f ∈ Lpρ âiäðiçîê ����
ðÿäó Ôóð'c, òîáòî

(Pnf)(x) =
n∑

k=−n

αkωk(x). (10)

Çðîçóìiëî, ùî Pn : Lpρ → Xn i ìàc âëàñòè-
âiñòü P 2

n = Pn.
Tåîðåìà 1. Ñïðàâäæóeòüñÿ òàêà îöií-

êà:
||f − (Pnf)||Lpρ

≤
≤ (

1 + ||Pn||Lpρ→Lpρ

)
En(f)Lpρ .

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàc ç
âëàñòèâîñòi P 2

n = Pn i íàñòóïíîãî ëàíöþæêà
íåðiâíîñòåé:

||f − (Pnf)||Lpρ
≤ ||f − P ∗

n ||Lpρ
+

+ ||P ∗
n − (Pnf)||Lpρ

≤
≤ En(f)Lpρ + ||(Pn [f − P ∗

n ])||Lpρ
≤

≤ (
1 + ||Pn||Lpρ→Lpρ

)
En(f)Lpρ .

Çãiäíî ç ïðàöåþ [6], ïðàâèëüíà ðiâíiñòü:

(Pnf)(x) = (Pnψ)(arctg 2x), (11)

äå ψ(u) = f(tg(u/2)), à Pn � îïåðàòîð, ÿêèé
ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ôóíêöi�� ψ ∈
Lp(γ) âiäðiçîê���� ðÿäó Ôóð'c ïîðÿäêó íå âèùå
n çà òðèãîíîìåòðè÷íîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié.
Ïðè öüîìó [6] âèêîíócòüñÿ îöiíêà:

||Pn||Lp(γ)→Lp(γ) ≤ C1(p), (12)

äå òóò i íèæ÷å Ci(p) � öiëêîì âèçíà÷åíi ñòà-
ëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n, à çàëåæàòü òiëüêè
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âiä p. Tîäi iç ðiâíîñòi (11), îöiíêè (12) i îçíà-
÷åííÿ íîðì ó ïðîñòîðàõ Lpρ i Lp(γ) âèïëèâàc
îöiíêà

||Pn||Lpρ→Lpρ ≤ C2(p). (13)

Òåïåð iç ëåìè 1, òåîðåìè 1 i îöiíîê (7),
(13) âèïëèâàc

Teoðåìà 2. ßêùî f ∈ Lpρ, p > 1, àáî
f(x) ∈ C , òî ||f − (Pnf)||Lpρ

→ 0, n →
∞; ÿêùî f ∈ L

(r)
pρ , r ≥ 1, p > 1, òî

||f − (Pnf)||Lpρ
≤ d1(n + 1)−r; ÿêùî f ∈ C(r),

r ≥ 1, òî ||f − (Pnf)||Lpρ
≤ d2(n + 1)−r, p >

1; ÿêùî f ∈ H
(r)
α , r ≥ 0, 0 < α ≤ 1, òî

||f − (Pnf)||Lpρ
≤ d3(n + 1)−r−α, p > 1.

Òóò i äàëi íèæ÷å di � öiëêîì âèçíà÷åíi
ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä n.

Íåõàé f1 ∈ Lp, p > 1 , íà R. Òîäi ����
êîåôiöicíòè Ôóð'c i ðÿä Ôóð'c çà ñèñòåìîþ
ôóíêöié (2) çãiäíî ç ðîáîòîþ [2] âèçíà÷à-
þòüñÿ âiäïîâiäíî íàñòóïíèì ÷èíîì:

α′k =
1

4π

∫

R

f1(x)ψk(x)dx,

∞∑

k=−∞
α′kψk(x).

(14)
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Qn îïåðàòîð, ÿêèé ñòà-

âèòü ó âiäïîâiäíiñòü êîæíié ôóíêöi�� f1 ∈ Lp,
p > 1, âiäðiçîê ���� ðÿäó Ôóð'c çà ñèñòåìîþ
ôóíêöié (2), òîáòî

(Qnf1)(x) =
n∑

k=−n

α′kψk(x). (15)

Çðîçóìiëî, ùî Qn : Lp → Yn i ìàc âëàñòè-
âiñòü Q2

n = Qn, íà ïiäñòàâi ÿêî�� ñïðàâåäëèâà
Tåîðåìà 3. Ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà:

||f1 −Qnf1||Lp
≤ (

1 + ||Qn||Lp→Lp

)
En(f1)Lp .

Ëåìà 3. ßêùî p ≥ 2, òî âèêîíócòüñÿ
îöiíêà:

||Qn||Lp→Lp ≤ 2||Pn||L2p→L2p .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç ïðàöåþ [2] ñïðàâåä-
ëèâà ðiâíiñòü, íà ïiäñòàâi ÿêî�� i îçíà÷åí-
íÿ íîðì ó ïðîñòîðàõ Lp i Lpρ ïðè p ≥ 2
âèïëèâàc îöiíêà:

||Qnf1||Lp ≤ 2||Pnf ||Lpρ ,

ç ÿêî�� îòðèìócìî òâåðäæåííÿ ëåìè 3. Òóò
ôóíêöi�� f1 ∈ Lp, p ≥ 2, f ∈ Lpρ, p ≥ 2,
çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ôîðìóëîþ (8).

Òåïåð íà ïiäñòàâi ëåìè 3 i îöiíêè (13) ïðè
p ≥ 2 âèïëèâàc îöiíêà

||Qn||Lp→Lp ≤ C3(p), p ≥ 2. (16)

Iç òåîðåìè 3, ëåì 1 i 2 i îöiíîê (16) i (7)
âèïëèâàc

Òåîðåìà 4. ßêùî f1 ∈ Lp, p ≥ 2,
àáî f1 ∈ C01, òî ||f1 −Qnf1||Lp

→ 0, n →
∞; ÿêùî f1 ∈ L

(r)
p , r ≥ 1, p ≥ 2, òî

||f1 −Qnf1||Lp
≤ d4(n + 1)−r; ÿêùî f1 ∈ C

(r)
01 ,

r ≥ 1, òî ||f1 −Qnf1||Lp
≤ d5(n+1)−r, p ≥ 2;

ÿêùî f1 ∈ Ḣ
(r)
α1 , r ≥ 0, 0 < α ≤ 1, òî

||f1 −Qnf1||Lp
≤ d6(n + 1)−r−α, p ≥ 2.

Òåîðåìè 2 i 4 âñòàíîâëþþòü äîñòàòíi óìî-
âè çáiæíîñòi âiäðiçêiâ ðÿäiâ Ôóð'c çà ñèñòå-
ìàìè ôóíêöié (1) i (2) âiäïîâiäíî â ïðîñòî-
ðàõ Lpρ, ρ(x) = (1 + x2)−1, p > 1, i Lp, p ≥ 2,
íà äiéñíié îñi R â çàëåæíîñòi âiä êîíñòðóê-
òèâíèõ âëàñòèâîñòåé àïðîêñèìîâàíèõ ôóíê-
öié.

3. Íàáëèæåííÿ ôóíêöié iíòåðïîëÿ-
öiéíèìè ìíîãî÷ëåíàìè Ëàãðàíæà. Íå-
õàé f ∈ C. Òîäi, çãiäíî ç ïðàöåþ [1], ���� ií-
òåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà çà áà-
çèñíîþ ñèñòåìîþ ôóíêöié (1) âèçíà÷àcòüñÿ
íàñòóïíèì ÷èíîì:

(Lnf)(x) =
n∑

k=−n

akωk(x),

ak =
1

2n + 1

n∑
j=−n

f(xj)e
− 2πi

2n+1
jk, (17)

äå

xj = −ctg
π

2n + 1
j, j = −n, . . . , n. (18)

Ïðè öüîìó îïåðàòîð Ln : C → Xn ⊂ Lpρ i
ìàc âëàñòèâiñòü L2

n = Ln.
Òåîðåìà 5. Íåõàé f ∈ C. Tîäi

||f − Lnf ||Lpρ
≤ (

1 + ||Ln||C→Lpρ

)
En(f)Lpρ .

Ïðè öüîìó, çãiäíî ç ïðàöåþ [6],
âèêîíócòüñÿ îöiíêà

||Lnf ||C→Lpρ
= ||Lnψ||C(γ)→Lp(γ), (19)
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äå (Lnψ)(u) � òðèãîíîìåòðè÷íèé iíòåðïîëÿ-
öiéíèé ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà ïîðÿäêó íå âè-
ùå n ôóíêöi�� ψ(u) = f(tg(u/2)) ∈ C(γ) çà
ðiâíîìiðíîþ ñiòêîþ âóçëiâ iíòåðïîëÿöi�� íà
âiäðiçêó γ = [−π; π]; à òàêîæ ñïðàâäæócòüñÿ
îöiíêà [6]:

||Ln||C(γ)→Lp(γ) ≤ C4(p),

çâiäêè íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi (19) âèïëèâàc òà-
êà îöiíêà:

||Ln||C→Lpρ ≤ C5(p). (20)

Òåïåð iç òåîðåìè 5, ëåìè 1 i îöiíîê (20) òà
(7) âèïëèâàc

Òåîðåìà 6. ßêùî f ∈ C, òî
||f − Lnf ||Lpρ

→ 0, n → ∞, p > 1; ÿêùî
f ∈ C(r), r ≥ 1, òî ||f − Lnf ||Lpρ

≤ d7(n +

1)−r, p > 1; ÿêùî f ∈ H
(r)
α , r ≥ 0, 0 < α ≤ 1,

òî ||f − Lnf ||Lpρ
≤ d8(n + 1)−r−α, p > 1.

Íåõàé f1 ∈ C01. Òîäi ���� iíòåðïîëÿöiéíèé
ìíîãî÷ëåí Ëàãðàíæà âèçíà÷àcòüñÿ òàê [1]:

(lnf1)(x) =
n∑

k=−n

a
(1)
k ωk(x),

a
(1)
k =

1

2n + 1

n∑
j=−n

f1(xj)e
− 2πi

2n+1
jk, (21)

äå xj � âóçëè iíòåðïîëÿöi�� (14). Ïðè öüîìó
ln : C01 → Yn i l2n = ln.

Òåîðåìà 7. Íåõàé f1 ∈ C01. Òîäi
||f1 − lnf1||Lp

≤ (
1 + ||ln||C01→Lp

)
En(f1)Lp .

Çãiäíî ç ðîáîòîþ [1] lnf1 ∈ C01 i ìî-
æå áóòè çîáðàæåíèé ó âèãëÿäi (lnf1)(x) =

−
n−1∑

k=−n

γkψk(x), äå γk = a
(1)
1 +a

(1)
2 + . . .+a

(1)
k+1.

Ëåìà 4. Ïðè p ≥ 2 ïðàâèëüíà îöiíêà:

||ln||C01→Lp ≤ 2||Ln||C→Lpρ ,

äå Ln � iíòåðïîëÿöiéíèé ìíîãî÷ëåí Ëà-
ãðàíæà çà âóçëàìè iíòåðïîëÿöi�� (18) ôóíê-
öi�� f(x) ∈ C, ïîâ'ÿçàíîþ ç ôóíêöicþ f1 ∈
C01 ôîðìóëîþ (8).

Äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ
çäiéñíþcòüñÿ àíàëîãi÷íî äîâåäåííþ ëå-
ìè 2.

Òåïåð íà ïiäñòàâi ëåìè 4 i îöiíêè (20)
âèêîíócòüñÿ îöiíêà:

||ln||C01→Lp ≤ C6(p), p ≥ 2, (21)

à ç òåîðåìè 7, ëåìè 1 i îöiíîê (21), (7)
âèïëèâàc

Òåîðåìà 8. ßêùî f1 ∈ C01, òî
||f1 − lnf1||Lp

→ 0, n → ∞, p ≥ 2; ÿêùî
f1 ∈ C

(r)
01 , r ≥ 1, òî ||f1 − lnf1||Lp

≤ d9(n +

1)−r, p ≥ 2; ÿêùî f1 ∈ Ḣ
(r)
α1 , r ≥ 0, 0 < α ≤ 1,

òî ||f1 − lnf1||Lp
≤ d10(n + 1)−r−α, p ≥ 2.

Òåîðåìè 6 i 8 âñòàíîâëþþòü äîñòàòíi óìî-
âè çáiæíîñòi â ïðîñòîðàõ Lpρ, p > 1, ρ(x) =
(1 + x2)−1, i Lp, p ≥ 2, iíòåðïîëÿöiéíèõ ìíî-
ãî÷ëåíiâ Ëàãðàíæà íà äiéñíié îñi R çà âó-
çëàìè iíòåðïîëÿöi�� (18) äî àïðîêñèìîâàíèõ
ôóíêöié âiäïîâiäíî iç ïðîñòîðiâ C i C01.
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