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Íàâåäåíî òåîðåìó ïðî íåðóõîìó òî÷êó äëÿ c-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ó ïðîñòîði
lp(Z,R), 1 ≤ p ≤ ∞.

A �xed point theorem for a c-continuous mappings in the space lp(Z,R),
1 ≤ p ≤ ∞, are obtained.

1. c-Íåïåðåðâíi îïåðàòîðè.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç lp = lp(Z,R) áàíàõiâ

ïðîñòið âñiõ âiäîáðàæåíü x : Z −→ R, äëÿ
êîæíîãî ç ÿêèõ sup

n∈Z
|x(n)| < ∞, ÿêùî p = ∞,

i
∑

n∈Z
|x(n)|p < ∞, ÿêùî p ∈ [1,∞), ç íîðìîþ

‖x‖lp =

=





sup
n∈Z

|x(n)|, ÿêùî p = ∞,
(∑

n∈Z
|x(n)|p

)1/p

, ÿêùî p ∈ [1,∞).

×åðåç S ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ñêií-
÷åííèõ ïiäìíîæèí M ìíîæèíè Z.

Äëÿ êîæíî�� ìíîæèíè M ∈ S âèçíà÷èìî
îïåðàòîð IM : lp −→ lp ðiâíiñòþ

(IMx)(n) =

{
x(n), ÿêùîn ∈ M,
0, ÿêùîn ∈ Z \M,

äå x ∈ lp.
Ãîâîðèòèìåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü xk ∈ lp,

k ∈ N ëîêàëüíî çáiãàcòüñÿ äî åëåìåíòà
x ∈ lp ïðè k →∞, i ïîçíà÷àòèìåìî

xk
ëîê.,lp−→ x ïðè k →∞,

ÿêùî öÿ ïîñëiäîâíiñòü îáìåæåíà i

lim
k→∞

‖IM(xk − x)‖lp = 0

äëÿ êîæíî�� ìíîæèíè M ∈ S.

Îïåðàòîð F : lp −→ lp íàçèâàòèìåìî
c-íåïåðåðâíèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíèõ x ∈
lp i ïîñëiäîâíîñòi xk ∈ lp, k ∈ N, äëÿ
ÿêèõ xk

ëîê.,lp−→ x ïðè k → ∞, âèïëèâàc, ùî
Fxk

ëîê.,lp−→ Fx ïðè k →∞.
Ïîíÿòòÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà áóëî

ââåäåíî (íà ìîâi �ε, δ�) Å. Ìóõàìàäicâèì [1]
ïðè äîñëiäæåííi äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ, i áóëî ïðîäîâæåíî éîãî âèâ÷åííÿ â [2]�
[9] òà iíøèõ ïðàöÿõ. Ðîçãëÿíóòå âèùå îçíà-
÷åííÿ c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà áóëî ââåäå-
íî àâòîðîì (äèâ., íàïðèêëàä, [10],[11]).

Ïðè äîñëiäæåííi íåëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ,
ùî äiþòü ó ïðîñòîði lp, ïîòðiáíî ìàòè íà
óâàçi, ùî íi c-íåïåðåðâíiñòü íå âèïëèâàc iç
íåïåðåðâíîñòi, íi íåïåðåðâíiñòü íå âèïëèâàc
iç c-íåïåðåðâíîñòi. Íàâåäåìî âiäïîâiäíi ïðè-
êëàäè ó âèïàäêó ïðîñòîðó l∞.

Ïðèêëàä 1. Îïåðàòîð A : l∞ −→ l∞, âè-
çíà÷åíèé ðiâíiñòþ

(Ax)(n) = arctg{nx(n)}, n ∈ Z,

c c-íåïåðåðâíèì. Îäíàê ó òî÷öi x = 0 äëÿ A
ïîðóøócòüñÿ âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi.

Ïðèêëàä 2. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó l∞,c

óñiõ åëåìåíòiâ x ïðîñòîðó l∞, äëÿ êîæíîãî ç
ÿêèõ iñíóc ãðàíèöÿ lim

n→∞
x(n). Öÿ ìíîæèíà c

áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ

‖x‖l∞,c

def
= ‖x‖l∞ ,

x ∈ l∞,c. Íà l∞,c âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îáìåæå-
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íèé ôóíêöiîíàë

ϕ0(x) = lim
n→+∞

x(n).

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Ãàíà�Áàíàõà ïðî ïðîäîâ-
æåííÿ ëiíiéíîãî ôóíêöiîíàëó [12], iñíóc ëi-
íiéíèé îáìåæåíèé ôóíêöiîíàë ϕ, äëÿ ÿêîãî
ϕ(x) = ϕ0(x) äëÿ âñiõ x ∈ l∞,c i ‖ϕ‖l∗∞ = 1.

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðà-
òîð B : l∞ −→ l∞, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

(Bx)(n) = ϕ(x), n ∈ Z.

Öåé îïåðàòîð íå c c-íåïåðåðâíèì, îñêiëüêè
äëÿ åëåìåíòiâ

xk(n) =

{
0, ÿêùîn ≤ k,
1, ÿêùîn > k,

k ≥ 1,

ïðîñòîðó l∞ ñïðàâäæóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

xk
ëîê.,l∞−→ 0 ïðè k →∞,

(Bxk)(n) = 1, k ∈ N, n ∈ Z,

i
B0 = 0,

òîáòî Bxk ëîêàëüíî íå ïðÿìóc äî B0 ïðè
k →∞.

2. Îñíîâíi çàäà÷à òà òåîðåìà.
Äëÿ ìíîæèíè S ⊂ lp ïîçíà÷èìî ÷å-

ðåç cl ëîêlp
S ìíîæèíó âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ

x ∈ lp, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ iñíóc ïîñëiäîâ-
íiñòü xk ∈ S, k ≥ 1, ùî xk

ëîê.,lp−→ x ïðè k →∞.
Çàìèêàííÿ ìíîæèíè S ó ïðîñòîði lp ïîçíà-
÷èìî ÷åðåç cllpS.

Ìíîæèíè cl ëîêlp
S i cllpS ìîæóòü íå çáiãà-

òèñÿ.
Ïðèêëàä 3. Íåõàé p = ∞ i S � ìíîæèíà

âñiõ òàêèõ åëåìåíòiâ x = x(n) ïðîñòîðó l∞,
äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ ‖x‖l∞ ≤ 1 i x(n) 6= 0 äëÿ
ñêií÷åííî�� ìíîæèíè çíà÷åíü n. Òîäi

cl ëîêl∞ S = {x ∈ l∞ : ‖x‖l∞ ≤ 1}
i åëåìåíò z = z(n) ≡ 1 iç cl ëîêl∞ S íå íàëåæèòü
ìíîæèíi cll∞S, îñêiëüêè ‖z − w‖l∞ ≥ 1 äëÿ
âñiõ w ∈ S (òîìó ‖z − w‖l∞ ≥ 1 äëÿ âñiõ
w ∈ cll∞S). Îòæå, cll∞S 6= cl ëîêl∞ S.

Âàæëèâîþ â íåëiíiéíîìó ôóíêöiîíàëüíî-
ìó àíàëiçi c

Òåîðåìà 1 (Øàóäåð [13]). ßêùî Ω � çà-
ìêíåíà îïóêëà îáìåæåíà ïiäìíîæèíà áà-
íàõîâîãî ïðîñòîðó X i F : Ω −→ Ω � öië-
êîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, òî òîäi F ìàc
íåðóõîìó òî÷êó.

Ìåòîþ öic�� ñòàòòi c âñòàíîâëåííÿ àíàëîãà
òåîðåìè 1 äëÿ c-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ùî
äiþòü ó ïðîñòîði lp.

Ñïðàâäæócòüñÿ
Òåîðåìà 2. Íåõàé:

1) 1 ≤ p ≤ ∞;
2) N : lp −→ lp � c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð;
3) V � îáìåæåíà îïóêëà ïiäìíîæèíà ïðî-
ñòîðó lp;
4) IMV ⊂ V äëÿ âñiõ M ∈ S;
5) cl ëîêlp

V = V ;
6) NV ⊂ V .

Òîäi iñíóc õî÷à á îäíà òî÷êà x ∈ V òàêà,
ùî Nx = x.

3. Çâ'ÿçîê îáìåæåíèõ i ëîêàëüíî
çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 âèêîðèñòîâóâàòèìå
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà. Äëÿ êîæíî�� îáìåæåíî�� ïîñëiäîâ-
íîñòi åëåìåíòiâ xk ∈ lp, k ∈ N iñíóþòü
òàêi ñòðîãî çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë
kl ∈ N, l ∈ N i åëåìåíò x ∈ lp, ùî

xkl

ëîê.,lp−→ x ïðè l →∞ (1)

i
‖x‖lp ≤ sup

k≥1
‖xk‖lp . (2)

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïà-
äîê, êîëè p = ∞. Ïðèïóñòèìî, ùî

nk = (−1)k[k/2], k ∈ N,

äå [k/2] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k/2. Î÷åâèäíî,
ùî {nk : k ∈ N} = Z. Íà ïiäñòàâi îáìåæå-
íîñòi ìíîæèíè {xk ∈ l∞ : k ∈ N} iñíóþòü
çáiæíi ÷èñëîâi ïîñëiäîâíîñòi

xk1,1(n1), xk1,2(n1), . . . , xk1,m(n1), . . . ,

xk2,1(n2), xk2,2(n2), . . . , xk2,m(n2), . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xkm,1(nm), xkm,2(nm), . . . , xkm,m(nm), . . . ,
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ,

äëÿ ÿêèõ ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë kl,p, p ∈ N c
ñòðîãî çðîñòàþ÷èìè äëÿ êîæíîãî l ∈ N i

{kl,p : p ∈ N} ⊃ {kl+1,p : p ∈ N} (3)

äëÿ l ∈ N. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç am ãðàíèöþ
lim
p→∞

xkm,p(nm), à ÷åðåç x � åëåìåíò ïðîñòîðó
l∞, äëÿ ÿêîãî x(nm) = am äëÿ âñiõ m ∈ N.
Ç (3) âèïëèâàc, ùî kq,q ∈ {km,p : p ∈ N} äëÿ
q ≥ m i m ∈ N. Òîìó ïîñëiäîâíiñòü

xk1,1(n), xk2,2(n), . . . , xkq,q(n), . . .

c çáiæíîþ äëÿ êîæíîãî n ∈ N i, îòæå,

xkq,q

ëîê.,l∞−→ x ïðè q →∞.

Íåðiâíiñòü (2) âèïëèâàc ç òîãî, ùî

x(nm) = lim
p→∞

xkm,p(nm)

i
|x(nm)| ≤ sup

p≥1
|xkm,p(nm)|

äëÿ âñiõ m ∈ N.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê p ∈ [1,∞).
Çàóâàæèìî, ùî êîæíèé åëåìåíò u ïðî-

ñòîðó lp c åëåìåíòîì ïðîñòîðó l∞, ïðè÷îìó

‖u‖l∞ ≤ ‖u‖lp

äëÿ êîæíîãî p ∈ [1, +∞). Òîìó (xk)k≥1 �
îáìåæåíà â l∞ ïîñëiäîâíiñòü i iñíóþòü òàêi
åëåìåíò x ∈ l∞ òà ïiäïîñëiäîâíiñòü (xkl

)l≥1

ïîñëiäîâíîñòi (xk)k≥1, â ÿêié (kl)l≥1 � ñòðîãî
çðîñòàþ÷à ïîñëiäîâíiñòü, ùî

xkl

ëîê.,l∞−→ x ïðè l →∞. (4)

Ïîêàæåìî, ùî x ∈ lp i ñïðàâäæócòüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (1).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ìíîæèíó M ∈ S. iç
(4) òà iç ñêií÷åííîñòi ìíîæèíè M âèïëèâàc,
ùî

lim
l→∞

‖IM(xkl
− x)‖lp = 0

i
‖IMx‖lp ≤ sup

l≥1
‖IMxkl

‖lp .

Îñêiëüêè

sup
l≥1

‖IMxkl
‖lp ≤ sup

k≥1
‖IMxk‖lp ≤ sup

k≥1
‖xk‖lp ,

òî
‖IMx‖lp ≤ sup

k≥1
‖xk‖lp .

Çâiäñè òà ç äîâiëüíîñòi âèáîðó ìíîæèíè M
âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ (1) i (2).

Ëåìà äîâåäåíà.
4. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.
Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè Mk = [−k, k] ∩ Z,

k ∈ N. Ç óìîâ òåîðåìè âèïëèâàc, ùî äëÿ êî-
æíîãî k ∈ N:
1) IMk

lp � ñêií÷åííîâèìiðíèé ïiäïðîñòið
ïðîñòîðó lp;
2) IMk

V � îáìåæåíà çàìêíåíà îïóêëà ïiä-
ìíîæèíà ïðîñòîðó lp;
3) îïåðàòîð N íåïåðåðâíèé íà IMk

lp;
4) IMk

NIMk
V ⊂ IMk

V .
Òîìó çà òåîðåìîþ Áîëÿ�Áðàóåðà ïðî íåðó-
õîìó òî÷êó [12] äëÿ êîæíîãî k ∈ N iñíóc
åëåìåíò xk ∈ IMk

V òàêèé, ùî

IMk
Nxk = xk. (5)

Íà ïiäñòàâi òðåòüî�� óìîâè òåîðåìè ïîñëiäîâ-
íiñòü (xk)k≥1 c îáìåæåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ.
Òîìó, çãiäíî ç ëåìîþ, iñíóþòü ïiäïîñëiäîâ-
íiñòü (xkm)m≥1 ïîñëiäîâíîñòi (xk)k≥1 i åëå-
ìåíò u ∈ lp, äëÿ ÿêèõ

xkm

ëîê.,lp−→ u ïðè m →∞. (6)

Çâiäñè, ç (5) òà ç c-íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà
N îòðèìócìî, ùî

Nu = u.

Çàóâàæèìî, ùî u ∈ V . Ñïðàâäi, ïîçíà÷è-
ìî ÷åðåç x̃km òàêèé åëåìåíò â V , äëÿ ÿêîãî

IMk
x̃km = xkm . (7)

Òàêèé åëåìåíò iñíóc çàâäÿêè ÷åòâåðòié òà
ï'ÿòié óìîâàì òåîðåìè. Íà ïiäñòàâi (6) i (7)

x̃km

ëîê.,lp−→ u ïðè m →∞.

Îñêiëüêè x̃km ∈ V i cl ëîêlp
V = V , òî u ∈ V .

Òåîðåìà 2 äîâåäåíà.
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5. Çàóâàæåííÿ òà ïðèêëàäè.
Çàóâàæåííÿ 1. Çi ñïîñîáó äîâåäåííÿ òå-

îðåìè 2 âèïëèâàc, ùî öÿ òåîðåìà ïðàâèëüíà
é ó âèïàäêó áàíàõîâîãî ïðîñòîðó lp(G,Rn),
1 ≤ p ≤ ∞, äå G � äîâiëüíà çëi÷åííà àäè-
òèâíà ãðóïà i n ∈ N.

Çàóâàæåííÿ 2. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2
ñòàc õèáíèì, ÿêùî ðiâíiñòü cl ëîêlp

V = V çà-
ìiíèòè ðiâíiñòþ cllpV = V .

Ïðèêëàä 4. Ðîçãëÿíåìî c-íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð N : l∞ −→ l∞, âèçíà÷åíèé ðiâíi-
ñòþ

(Nx)(n) =

{
1− x2(0), ÿêùîn = 1,
x(n− 1), ÿêùîn 6= 1,

äå x ∈ l∞, i ìíîæèíó V , ùî çáiãàcòüñÿ iç çà-
ìèêàííÿì ó ïðîñòîði l∞ ðîçãëÿíóòî�� â ïðè-
êëàäi 3 ìíîæèíè S. Î÷åâèäíî, ùî IMV ⊂ V
äëÿ âñiõ M ∈ S i

0 ≤ 1− y2 ≤ 1,

ÿêùî −1 ≤ y ≤ 1. Òîìó NV ⊂ V .
Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî êîæíà íåðóõîìà

òî÷êà z îïåðàòîðà N, äëÿ ÿêî�� ‖z‖l∞ ≤ 1,
ìàc âèãëÿä

za = za(n) =

{
1− a2, ÿêùîn ≥ 1,
a, ÿêùîn ≤ 0,

äå a ∈ [−1, 1]. iíøèõ íåðóõîìèõ òî÷îê w, äëÿ
ÿêèõ ‖w‖l∞ ≤ 1, îïåðàòîð N íå ìàc.

Îñêiëüêè
‖za − s‖l∞ ≥ min

−1≤t≤1
max

{|t|, 1− t2
}

> 0

äëÿ âñiõ s ∈ V i a ∈ [−1, 1], òî za 6∈ V äëÿ
âñiõ a ∈ [−1, 1].

Îòæå, ïðè p = +∞ òâåðäæåííÿ òåîðåìè
2 õèáíå, ÿêùî ðiâíiñòü cl ëîêlp

V = V çàìiíèòè
ðiâíiñòþ cllpV = V .

Çàóâàæåííÿ 3. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè 2
ñòàc õèáíèì, ÿêùî c-íåïåðåðâíiñòü îïåðà-
òîðà N : lp −→ lp çàìiíèòè íåïåðåðâíiñòþ
öüîãî îïåðàòîðà.

Ïðèêëàä 5. Íåõàé p ∈ [1, +∞). Ðîçãëÿ-
íåìî ôóíêöiþ λ : [0, +∞) −→ [0, 1] i îïåðà-
òîð N : lp −→ lp, âèçíà÷åíi çà äîïîìîãîþ
ðiâíîñòåé

λ(t) =

{
(1− tp)1/p, ÿêùî t ∈ [0, 1),
0, ÿêùî t ≥ 1,

(Nx)(n) =





x(n− 1), ÿêùîn > 1,
0, ÿêùîn = 1,
λ(‖x‖lp), ÿêùîn = 0,
x(n + 1), ÿêùîn < 0,

(8)

äå x ∈ lp. Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð
N íåïåðåðâíèé íà lp. Îäíàê öåé îïåðà-
òîð íå c c-íåïåðåðâíèì. Ñïðàâäi, ÿêùî
xk

ëîê.,lp−→ 0 ïðè k → ∞ i ‖xk‖lp = 1, k ≥ 1, òî
Nxk ëîêàëüíî íå ïðÿìóc äî N0 ïðè k →∞,
îñêiëüêè (N0)(0) = 1 i (Nxk)(0) = 0 äëÿ âñiõ
k ≥ 1.

Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

V = {x ∈ lp : ‖x‖lp ≤ 1}.
Î÷åâèäíî, ùî cl ëîêlp

V = V , IMV ⊂ V äëÿ âñiõ
M ∈ S i NV ⊂ V .

Îïåðàòîð N íå ìàc íåðóõîìèõ òî÷îê
ó V . Ñïðàâäi, ÿêùî Nx = x äëÿ äå-
ÿêîãî x ∈ V , òî, çãiäíî ç (8), ‖x‖lp =
1. Òîìó x(0) = x(1) = 0. À îñêiëüêè
x(n) = x(n − 1) äëÿ âñiõ n > 1 i x(n) =
x(n + 1) äëÿ âñiõ n < 0, òî x(n) = 0
äëÿ âñiõ n ∈ Z, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî
‖x‖lp = 1.

Òàêèì ÷èíîì, ïðè p ∈ [1, +∞) òâåð-
äæåííÿ òåîðåìè 2 ñòàc õèáíèì, ÿêùî c-íå-
ïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà N : lp −→ lp çàìiíèòè
íåïåðåðâíiñòþ öüîãî îïåðàòîðà.

Öå òâåðäæåííÿ ñïðàâäæócòüñÿ i ïðè
p = +∞.

Ïðèêëàä 6. Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð B : l∞ −→ l∞, ùî âèçíà÷àcòüñÿ
ðiâíiñòþ

(Bx)(n) =





x(n− 1), ÿêùîn ≥ 1,
0, ÿêùîn = 0,
x(n + 1), ÿêùîn ≤ −1,

äå x ∈ l∞, òà ìíîæèíó

V = {x ∈ l∞ : ‖x‖l∞ ≤ 1},
äëÿ ÿêî��, î÷åâèäíî, IMV ⊂ V äëÿ âñiõ M ∈
S.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð N : l∞ −→ l∞ çà äî-
ïîìîãîþ ðiâíîñòi

(Nx)(n) = 1− ‖x‖l∞ + |(Bx)(n)|, n ∈ Z,
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äå x ∈ l∞. Öåé îïåðàòîð, î÷åâèäíî, c íå-
ïåðåðâíèì, àëå íå c-íåïåðåðâíèì îïåðàòî-
ðîì (ç òîãî, ùî xk

ëîê.,l∞−→ 0 ïðè k → ∞ i
‖xk‖l∞ = 1 äëÿ âñiõ k ≥ 1, íå âèïëèâàc, ùî
Nxk

ëîê.,l∞−→ N0 ïðè k →∞). Î÷åâèäíî òàêîæ,
ùî ÿêùî x ∈ V , òî
‖Nx‖l∞ = sup

n∈Z
|1− ‖x‖l∞ + |(Bx)(n)|| =

= sup
n∈Z

(1− ‖x‖l∞ + |(Bx)(n)|) =

= 1− ‖x‖l∞ + ‖Bx‖l∞ = 1.

Òóò âèêîðèñòàíî òå, ùî ‖Bx‖l∞ = ‖x‖l∞ äëÿ
âñiõ x ∈ l∞.

Òàêèì ÷èíîì, NV ⊂ V .
Îïåðàòîð N íå ìàc íåðóõîìèõ òî÷îê.

Ñïðàâäi, ÿêáè åëåìåíò x∗ ∈ V áóâ íåðóõî-
ìîþ òî÷êîþ îïåðàòîðà N, òî òîäi ‖x∗‖l∞ =
1, îñêiëüêè ‖Nx‖l∞ = 1 äëÿ âñiõ x ∈ V . Ç
iíøîãî áîêó, iç ðiâíîñòi Nx∗ = x∗ âèïëèâà-
ëî á, ùî Bx∗ = x∗, òîáòî x∗(n) ≡ 0, à öå
ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ‖x∗‖l∞ = 1.

Òàêèì ÷èíîì, i ïðè p = +∞ òâåðäæåí-
íÿ òåîðåìè 2 ñòàc õèáíèì, ÿêùî c-íå-
ïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà N : lp −→ lp çàìiíèòè
íåïåðåðâíiñòþ öüîãî îïåðàòîðà.

6. Ìàëi íà áåçìåæíîñòi çáóðåííÿ
îáîðîòíîãî c-íåïåðåðâíîãî îïåðàòîðà.

Íàâåäåìî çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.
Òåîðåìà 3. Íåõàé:

1) 1 ≤ p ≤ +∞;
2) c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð A : lp −→
lp ìàc îáåðíåíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð
A−1, äëÿ ÿêîãî äëÿ äåÿêîãî ÷èñëà k > 0
ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü

k‖A−1y‖lp ≤ ‖y‖lp (9)

äëÿ âñiõ y ∈ lp;
3) B : lp −→ lp � c-íåïåðåðâíèé îïåðàòîð;

4) lim
r→+∞

(
kr − sup

‖y‖lp≤r

‖By‖lp

)
= +∞.

Òîäi ðiâíÿííÿ

Ax + Bx = h (10)

ìàc õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ lp äëÿ êîæíî-
ãî h ∈ lp.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî
îïåðàòîð A−1 c c-íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.
Ïðèïóñòèìî, ùî öå òâåðäæåííÿ õèáíå. Òî-
äi iñíóþòü ÷èñëà ε > 0, n0 ∈ Z i îáìåæåíi
ïîñëiäîâíîñòi

x, x1, x2, x3, . . . , xm, . . . , (11)

h, h1, h2, h3, . . . , hm, . . .

åëåìåíòiâ ïðîñòîðó lp, äëÿ ÿêèõ

Ax = h, (12)

Axm = hm, m ∈ N, (13)

hm
ëîê.,lp−→ h ïðè m →∞ (14)

i
inf
m≥1

|xm(n0)− x(n0)| ≥ ε. (15)

Çàâäÿêè îáìåæåíîñòi ïîñëiäîâíîñòi (11) òà
çãiäíî ç ëåìîþ iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü

xm1 , xm2 , . . . , xml
, . . .

öic�� ïîñëiäîâíîñòi i åëåìåíò u ∈ lp òàêi, ùî
xml

ëîê.,lp−→ u ïðè l →∞. Òîìó

|u(n0)− x(n0)| ≥ ε (16)

çàâäÿêè (15) i
Au = h (17)

çàâäÿêè (12), (13), (14) i c-íåïåðåðâíîñòi îïå-
ðàòîðà A.

Ñïiââiäíîøåííÿ (12), (16) i (17) ñóïåðå-
÷àòü íåïåðåðâíié îáîðîòíîñòi îïåðàòîðà A.

Îòæå, ïðèïóùåííÿ ïðî âiäñóòíiñòü c-
íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà A−1 c õèáíèì.

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð N : lp −→ lp, ùî
âèçíà÷àcòüñÿ ðiâíiñòþ

Ny = A−1(h− By),

äå y ∈ lp. Öåé îïåðàòîð c c-íåïåðåðâíèì îïå-
ðàòîðîì, îñêiëüêè àíàëîãi÷íó âëàñòèâiñòü
ìàþòü îïåðàòîðè A−1 i B.

Ç äðóãî�� òà ÷åòâåðòî�� óìîâ òåîðåìè
âèïëèâàc, ùî iñíóc òàêå ÷èñëî R > 0, ùî äëÿ
ìíîæèíè V = {x ∈ lp : ‖x‖lp ≤ R} òà îïåðà-
òîðà N ñïðàâäæócòüñÿ âêëþ÷åííÿ NV ⊂ V .
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Î÷åâèäíî, ùî cl ëîêlp
V = V i IMV ⊂ V äëÿ âñiõ

M ∈ S. Òîìó íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2 ðiâíÿííÿ

Nx = x

ìàc õî÷à á îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ V . Îñêiëüêè
öå ðiâíÿííÿ ðiâíîñèëüíå ðiâíÿííþ (10), òî
ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ x ∈ lp îñòàííüîãî ðiâ-
íÿííÿ c íåïîðîæíüîþ.

Òåîðåìà 3 äîâåäåíà.
Äàëi ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : R −→ R,

äëÿ ÿêî��

lim
|t|→+0

∣∣∣∣
f(t)

t

∣∣∣∣ < +∞,

i îïåðàòîð A : lp −→ lp, âèçíà÷åíèé ðiâíiñòþ

(Ax)(n) = x(n + 1)− f(x(n)), n ∈ Z, (18)

äå x ∈ lp.
Íàâåäåìî äëÿ öüîãî îïåðàòîðà óìîâè âè-

êîíàííÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9).
Ó [14] ïîêàçàíî, ùî äëÿ îïåðàòîðà A

âèêîíócòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (9), ÿêùî öåé
îïåðàòîð c ëiïøèöåâèì, ìàc îáåðíåíèé ëiï-
øèöåâèé îïåðàòîð i A0 = 0. Îäíàê ñïiââiä-
íîøåííÿ (9) ìîæå âèêîíóâàòèñÿ é ó âèïàäêó
íåëiïøèöåâîãî îïåðàòîðà A.

Òåîðåìà 4. Íåõàé 1 ≤ p ≤ +∞ i îïåðà-
òîð A : lp −→ lp ìàc îáåðíåíèé íåïåðåðâíèé
îïåðàòîð A−1. ßêùî

|f(t)| ≤ q|t| (19)

äëÿ âñiõ t ∈ R, äå q ∈ [0, 1), òî

‖A−1y‖lp ≤ (1− q)−1‖y‖lp (20)

äëÿ âñiõ y ∈ lp. ßêùî

|f(t)| ≥ Q|t| (21)

äëÿ âñiõ t ∈ R, äå Q ∈ (1, +∞), òî

‖A−1y‖lp ≤ (Q− 1)−1‖y‖lp (22)

äëÿ âñiõ y ∈ lp.
Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöåâå ðiâ-

íÿííÿ

x(n + 1) = f(x(n)) + h(n), n ∈ Z,

äå h ∈ lp, i âiäïîâiäíèé îïåðàòîð A : lp → lp.
Î÷åâèäíî, ùî

(A−1h)(n + 1) ≡ f
(
(A−1h)(n)

)
+ h(n) (23)

äëÿ êîæíîãî h ∈ lp.
ßêùî âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü (19), òî íà

ïiäñòàâi (23)

|(A−1h)(n + 1)| ≤ q|(A−1h)(n)|+ |h(n)|
äëÿ âñiõ n ∈ Z i h ∈ lp. Òîìó

‖A−1h‖lp ≤ q‖A−1h‖lp + ‖h‖lp

äëÿ êîæíîãî h ∈ lp, çâiäêè âèïëèâàc (20).
ßêùî âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü (21), òî íà

ïiäñòàâi (23)

|(A−1h)(n + 1)| ≥ Q|(A−1h)(n)| − |h(n)|
äëÿ âñiõ n ∈ Z i h ∈ lp. Òîìó

‖A−1h‖lp ≥ Q‖A−1h‖lp − ‖h‖lp

äëÿ êîæíîãî h ∈ lp, çâiäêè âèïëèâàc (22).
Òåîðåìà 4 äîâåäåíà.
Ïðèêëàä 7. Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöåâå ðiâ-

íÿííÿ ç ìàêñèìóìàìè

x(n + 1) = f(x(n))+

+g(max
s∈M1

x(n + s), . . . , max
s∈Mm

x(n + s))+

+h(n), n ∈ Z, (24)

äå f : R −→ R i g : Rm −→ R � íåïåðåðâíi
ôóíêöi��, Mi ∈ S, i = 1,m, m ∈ N i h ∈ l∞.

Íàâåäåìî óìîâè iñíóâàííÿ îáìåæåíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ (24) c îêðåìèì âèïàä-
êîì ðiâíÿííÿ (10), òî íà ïiäñòàâi òåîðåì 3 i
4 ñïðàâäæócòüñÿ

Òåîðåìà 5. Íåõàé:
1) âèçíà÷åíèé çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòi (18)
îïåðàòîð A : l∞ −→ l∞ ìàc îáåðíåíèé íå-
ïåðåðâíèé îïåðàòîð;
2) |f(t)| ≤ q|t| äëÿ äåÿêîãî q ∈ [0, 1) òà âñiõ
t ∈ R i

lim
r→+∞

(
(1− q)r −
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− max
|t1|≤r,...,|tm|≤r

|g(t1, . . . , tm)|
)

= +∞

àáî |f(t)| ≥ Q|t| äëÿ äåÿêîãî Q ∈ (1, +∞) òà
âñiõ t ∈ R i

lim
r→+∞

(
(Q− 1)r −

− max
|t1|≤r,...,|tm|≤r

|g(t1, . . . , tm)|
)

= +∞.

Òîäi ðiâíÿííÿ (24) äëÿ êîæíîãî h ∈ l∞
ìàc ïðèíàéìíi îäèí ðîçâ'ÿçîê x ∈ l∞.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç [15], ïåðøà óìî-
âà òåîðåìè 5 âèêîíócòüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè äëÿ âñiõ x, y ∈ R, x 6= y,

|f(x)− f(y)| < |x− y|
i R(f − I) = R àáî

|f(x)− f(y)| > |x− y|
i R(f−I) = R(h+I) = R. Òóò R(f−I) i R(f+
I) � ìíîæèíè çíà÷åíü âiäïîâiäíî ôóíêöié
y = f(x)− x i y = f(x) + x.

Íà çàâåðøåííÿ çàóâàæèìî, ùî àíàëîãi÷íi
âëàñòèâîñòi c-íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ ïðî
íåðóõîìi òî÷êè âèêîðèñòîâóâàëèñÿ â ðîáî-
òàõ [16]�[19] äëÿ äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiä-
íèìè, iìïóëüñíèõ ñèñòåì, ôóíêöiîíàëüíî-
äèôåðåíöiàëüíèõ òà äèñêðåòíèõ ðiâíÿíü.
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