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Îöiíåíî çâåðõó äiàìåòð ãðàôà Êåëi äëÿ âiíöåâîãî äîáóòêó äâîõ çíàêîçìiííèõ ãðóï âiä-
íîñíî ïîáóäîâàíèõ ðàíiøå ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì òâiðíèõ.

The upper bound of diameter of Cayley graph is obtained for wreath product of two alternati-
ng groups regarding to mininal systems of generators.

Íåõàé Ak � çíàêîçìiííà ãðóïà, ùî äic íà
ìíîæèíi ÷èñåë {1, 2, ..., k} (k ≥ 4). Ðîçãëÿäà-
cìî ãðóïó Gn,m = An o Am � âiíöåâèé äîáó-
òîê çíàêîçìiííèõ ãðóï ïiäñòàíîâîê An i Am

(n,m ≥ 4).
Äîñëiäæåííÿ, ïðîâåäåíi íàìè â [1], äà-

þòü çìîãó òâåðäèòè, ùî ãðóïà Gn,m c 2-ïî-
ðîäæåíîþ, òîáòî ùî ���� ìiíiìàëüíà (çà êiëü-
êiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ ìiñòèòü
òiëüêè äâà åëåìåíòè. Òîìó âèíèêàc çàïèòà-
ííÿ: ñêiëüêè ìíîæíèêiâ ìiñòèòèìå íàéêî-
ðîòøèé ðîçêëàä äîâiëüíîãî åëåìåíòà ãðóïè
An oAm íà äîáóòîê òâiðíèõ òà îáåðíåíèõ äî
íèõ iç ïîáóäîâàíèõ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì òâið-
íèõ. Òîáòî ÿêîþ c âåðõíÿ îöiíêà äiàìåòðà
ãðàôà Êåëi ãðóïè Gn,m äëÿ äîâiëüíèõ íàòó-
ðàëüíèõ n,m ≥ 4.

Ðîçâèâàþ÷è ìåòîäèêó, çàïðîïîíîâàíó ó
[2], ó äàíié ðîáîòi îá÷èñëèìî âåðõíþ îöiíêó
äiàìåòðà ãðàôà Êåëi ãðóïè Gn,m = An o Am

(n,m ≥ 4).

I. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíî�� ðîáîòè c
íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà. Äëÿ äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ
n,m ≥ 4 ïðàâèëüíîþ c îöiíêà:

D(An o Am) ≤ 20n2m2(n + m)2. (1)

Íåõàé Σ � äåÿêà íåçâiäíà ñèñòåìà òâið-
íèõ çíàêîçìiííî�� ãðóïè Ak (k ≥ 4). Ñèìâî-
ëîì lΣ(g) ïîçíà÷èìî äîâæèíó íàéêîðîòøî-
ãî ðîçêëàäó ïiäñòàíîâêè g ∈ Ak íà äîáóòîê

òâiðíèõ åëåìåíòiâ iç Σ i ïîêëàäåìî

LΣ(k) = max
g∈Ak

lΣ(g).

Ëåìà. 1) ßêùî

Σ1 = {a1 = (1, 2, 3), a2 = (2, 3, 4), ...,

ak−2 = (k − 2, k − 1, k)}
� ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè Ak äëÿ äîâiëüíîãî
k ≥ 3, òî

LΣ1 ≤ k. (2)

2) ßêùî

Σ2 = {q1 = (1, 2, ..., k), q2 = (1, 2, 3)}
� ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè Ak äëÿ äîâiëüíîãî
íåïàðíîãî k ≥ 5, òî

LΣ2 ≤ 2k2. (3)

3) ßêùî

Σ3 = {r1 = (1, 2, ..., k − 1), r2 = (2, 3, ..., k)}
� ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè Ak äëÿ äîâiëüíîãî
ïàðíîãî k ≥ 4, òî

LΣ2 ≤ 2k3. (4)

Äîâåäåííÿ. Òîé ôàêò, ùî Σ1, Σ2, Σ3 äié-
ñíî c ñèñòåìàìè òâiðíèõ çíàêîçìiííî�� ãðóïè
Ak ïðè âêàçàíèõ çíà÷åííÿõ k âèïëèâàc ç ëå-
ìè 2, òåîðåì 2 i 7 ðîáîòè [3].
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1) Îöiíêà (2) ïåðåâiðÿcòüñÿ áåçïîñåðåä-
íüî ïðè k = 3, 4, 5 i äîâîäèòüñÿ ìåòîäîì ìà-
òåìàòè÷íî�� iíäóêöi�� äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ 3.

2) Ùîá äîâåñòè îöiíêó (3), çàóâàæèìî,
ùî äîâiëüíèé 3-öèêë âèãëÿäó (i, i + 1, i + 2)
(äå 1 ≤ i ≤ k − 2) ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç
åëåìåíòè q1, q2 iç Σ2 çà ôîðìóëîþ

(i, i + 1, i + 2) = qi−1
1 · q2 · q−i+1

1 .

Êðiì òîãî, äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó g ∈ Ak ìî-
æíà ðîçêëàñòè íà äîáóòîê 3-öèêëiâ âêàçà-
íîãî âèãëÿäó (ÿêi c åëåìåíòàìè Σ1). Òîìó
lΣ2((i, i + 1, i + 2)) = (i − 1) + 1 + (i − 1) =
= 2i− 1 òà

max
1≤i≤k−2

lΣ2((i, i + 1, i + 2)) = 2k − 5.

Âðàõîâóþ÷è òåïåð, ùî (i, i + 1, i + 2) =
ai ∈ Σ1 òà îöiíêó (2), îòðèìócìî:

LΣ2(k) ≤ k(2k − 5) ≤ 2k2,

ùî i äîâîäèòü íåðiâíiñòü (3).
Îöiíêó (4) îòðèìócìî àíàëîãi÷íî.

II. Äîâiëüíèé åëåìåíò σ ãðóïè An o Am

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó �êîîðäè-
íàòíèõ� òàáëèöü íàñòóïíèì ÷èíîì:

σ = [f ; g1, g2, ..., gn] =

= [ε; g1, ε, ..., ε] · [ε; ε, g2, ε, ..., ε]·
·... · [ε; ε, ..., ε, gn] · [f ; ε, ε, ..., ε], (5)

äå f ∈ An; qi ∈ Am (i = 1, 2, ..., n); n,m ≥ 3.

Äîìîâèìîñÿ íàäàëi ïðî íàñòóïíi ïîçíà-
÷åííÿ.

σ1 = [ε; g1, ε, ..., ε],

σ2 = [ε; ε, g2, ε, ..., ε],

.................

σn = [ε; ε, ..., ε, gn],

σn+1 = [f ; ε, ε, ..., ε].

Íàãàäàcìî [1], ùî â ãðóïi Gn,m ìîæíà
çàäàòè íàñòóïíi ÷îòèðüîõåëåìåíòíi ñèñòåìè
òâiðíèõ:

α1 = [(1, 2, ..., n); ε, ε, ..., ε],

β1 = [(1, 2, 3); ε, ε, ..., ε],

γ1 = [ε; (1, 2, ..., m), ε, ..., ε],

δ1 = [ε; (1, 2, 3), ε, ..., ε].

ïðè íåïàðíèõ n,m ≥ 5;

α2 = [(1, 2, ..., n− 1); ε, ε, ..., ε],

β2 = [(2, 3, ..., n); ε, ε, ..., ε],

γ2 = [ε; (1, 2, ..., m− 1), ε, ..., ε],

δ2 = [ε; (2, 3, ..., m), ε, ..., ε].

ïðè ïàðíèõ n,m ≥ 4;

α3 = [(1, 2, ..., n); ε, ε, ..., ε],

β3 = [(1, 2, 3); ε, ε, ..., ε],

γ3 = [ε; (1, 2, ..., m− 1), ε, ..., ε],

δ3 = [ε; (2, 3, ..., m), ε, ..., ε]

ïðè íåïàðíîìó n ≥ 5 i ïàðíîìó m ≥ 4;

α4 = [(1, 2, ..., n− 1); ε, ε, ..., ε],

β4 = [(2, 3, ..., n); ε, ε, ..., ε],

γ4 = [ε; (1, 2, ..., m), ε, ..., ε],

δ4 = [ε; (1, 2, 3), ε, ..., ε]

ïðè ïàðíîìó n ≥ 4 i íåïàðíîìó m ≥ 5.

Íåõàé n,m � íàòóðàëüíi ÷èñëà, n, m ≥ 4.
Ïîçíà÷èìî:

a = (1, 2, ..., n), b = (1, 2, 3),
c = (1, 2, ..., n− 1), d = (2, 3, ..., n) ∈ An;
x = (1, 2, ..., m), y = (1, 2, 3),
z = (1, 2, ...,m− 1), t = (2, 3, ..., m) ∈ Am;

Ó ðîáîòi [1] íàìè ïîáóäîâàíî êîíêðåòíi
ñèñòåìè òâiðíèõ ãðóïè Gn,m (n,m ≥ 5), ÿêi
ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ ïiäñòàíîâîê. Çàëåæíî
âiä âèãëÿäó ÷èñåë m,n, òàêèìè áóäóòü:

Λ1 = {ϕ1, ψ1} äëÿ äîâiëüíèõ íåïàðíèõ
n,m, äå m íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3, äå

ϕ1 = [a; ε, ε, ..., ε], ψ1 = [b; ε, ε, y, x, ε, ε, ..., ε];

Λ2 = {ϕ2, ψ2} äëÿ äîâiëüíèõ íåïàðíèõ
n,m, ùî m ≡ 0( mod 3), äå

ϕ2 = [a; ε, ε, ..., ε], ψ2 = [b; ε, ε, x, y, ε, ..., ε];
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Λ3 = {ϕ3, ψ3} äëÿ äîâiëüíèõ ïàðíèõ n,m,
äå m− 1 íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3, äå

ϕ3 = [c; ε, ε, ..., ε], ψ3 = [c · d−1; ε, z, t, ε, ..., ε];

Λ4 = {ϕ4, ψ4} äëÿ äîâiëüíèõ ïàðíèõ n,m,
äå m− 1 ≡ 0( mod 3), äå

ϕ4 = [c; ε, ε, ..., ε],

ψ4 = [c−1 · d; ε, z, z · t−1, ε, ..., ε, z];

Λ5 = {ϕ5, ψ5} äëÿ íåïàðíîãî n òà ïàðíîãî
m òàêîãî, ùî m− 1 íå êðàòíå 3, äå

ϕ5 = [a; ε, ε, ..., ε], ψ5 = [b; ε, ε, ε, z, t, ε, ..., ε];

Λ6 = {ϕ6, ψ6} äëÿ íåïàðíîãî n òà ïàðíîãî
m òàêîãî, ùî m− 1 ≡ 0( mod 3), äå

ϕ6 = [a; ε, ε, ..., ε],
ψ6 = [b−1; ε, z, z, z · t−1, ε, ..., ε];

Λ7 = {ϕ7, ψ7} äëÿ ïàðíîãî n òà íåïàðíîãî
m, äå íå äiëèòüñÿ íàöiëî íà 3, äå

ϕ7 = [c; ε, ε, ..., ε], ψ7 = [d; ε, ε, x, ε, ..., ε, y];

Λ8 = {ϕ8, ψ8} äëÿ ïàðíîãî n òà íåïàðíîãî
m, ùî m ≡ 0( mod 3), äå

ϕ8 = [c; ε, ε, ..., ε], ψ8 = [c · d−1; x, y, ε, ..., ε].

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì LΛj
(n,m) ìàêñè-

ìàëüíå çíà÷åííÿ äîâæèíè ðåäóêîâàíîãî
ðîçêëàäó äîâiëüíî�� ïiäñòàíîâêè ç Gn,m çà
åëåìåíòàìè ñèñòåìè òâiðíèõ Λj (1 ≤ j ≤ 8),
òîáòî

LΛj
(n,m) = max

σ∈Gn,m

lΛj
(σ).

Òîäi äiàìåòð ãðàôà Êåëi ãðóïè Gm,n ùîäî
ìiíiìàëüíî�� ñèñòåìè òâiðíèõ äîðiâíþc

D(Gm,n) = max
1≤j≤8

{
LΛj

(n,m)

}
.

III. Ñõåìà äîâåäåííÿ òåîðåìè. ßê çà-
çíà÷åíî âèùå, äîâiëüíó ïiäñòàíîâêó g ∈ Ak

ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi íåñêîðîòíîãî äî-
áóòêó òâiðíèõ åëåìåíòiâ iç Σ1, Σ2 ÷è Σ3, ïðè-
÷îìó ìàþòü ìiñöå îöiíêè (2), (3) ÷è (4) âiä-
ïîâiäíî. Òîìó êîæíà ç ïiäñòàíîâîê f òà qi

(i = 1, 2, ..., n) âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiä-
íi òâiðíi åëåìåíòè ãðóï An òà Am. Îòæå, òà-
áëèöi σj (1 ≤ j ≤ n+1) áóäóòü ðîçêëàäàòèñÿ
íà äîáóòîê òâiðíèõ αl, βl, γl, δl (1 ≤ l ≤ 4)
ãðóïè Gn,m çàëåæíî âiä âåëè÷èíè ÷èñåë n i
m. Íàñ öiêàâèòü äîâæèíà ìiíiìàëüíîãî ðîç-
êëàäó òàáëèöi σ ∈ Gn,m íà äîáóòîê åëåìåí-
òiâ îäíic�� ç ñèñòåì Λj(1 ≤ j ≤ 8).

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîòðiáíî ðîçãëÿ-
íóòè âiñiì îäíîòèïíèõ âèïàäêiâ. Ìè ðîçãëÿ-
íåìî òiëüêè îäèí, îñêiëüêè âñi iíøi îòðè-
ìóþòüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàïðèêëàä, íàâåäåìî
ïðîöåñ îá÷èñëåííÿ îöiíêè äëÿ LΛ1(n,m) ïðè
íåïàðíèõ n,m ≥ 5, äå m 6≡ 0( mod 3)

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè ïðî ñèñòåìè òâið-
íèõ ãðóïè An oAm â [1] áóëî âñòàíîâëåíî, ùî
òàáëèöi α1, β1, γ1, δ1 ðîçêëàäàþòüñÿ íà äî-
áóòêè ïiäñòàíîâîê ϕ1, ψ1 iç Λ1 òà îáåðíåíèõ
äî íèõ. Ïðè÷îìó äîâæèíè öèõ ðîçêëàäiâ ìî-
æíà îöiíèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

lΛ1(α1) = 1,

lΛ1(β1) ≤ 13(m + n)(m + 1),

lΛ1(γ1) ≤ m + n + 1,

lΛ1(δ1) ≤ 24(m + n)(m + 1).

Ðîçêëàä äîâiëüíî�� ïiäñòàíîâêè f ∈ An íà
äîáóòîê òâiðíèõ a = (1, 2, ..., n) i b = (1, 2, 3)
íå ïåðåâèùóc, çãiäíî ç (3), 2n2. Òîìó ðîç-
êëàä òàáëèöi σn+1 = [f ; ε, ε, ..., ε] íà äîáóòîê
ïiäñòàíîâîê α1 i β1 òàêîæ íå ïåðåâèùóâàòè-
ìå 2n2. Êðiì òîãî, âðàõîâóþ÷è ðiâíiñòü

(i, i + 1, i + 2) = ai−1 · b · a−i+1,

îòðèìócìî, ùî

[(i, i + 1, i + 2); ε, ε, ..., ε] = αi−1
1 · β1 · α−i+1

1 ,

çâiäêè, ïðîâiâøè áåçïîñåðåäíi îá÷èñëåííÿ,
îòðèìócìî, ùî

lΛ1([(i, i+1, i+2); ε, ε, ..., ε]) ≤ 13(m+n)(m+1).

Îòæå, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (2), îòðèìócìî,
ùî

lΛ1(σn+1) ≤ 13n(m + n)(m + 1).

Àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ ïðîâîäèìî äëÿ
òàáëèöü σ1, σ2,..., σn, ÿêi âèðàæàòèìóòüñÿ
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ñïî÷àòêó ÷åðåç γ1, δ1, êîòði, ó ñâîþ ÷åðãó,
âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç òâiðíi ϕ1, ψ1. Êðiì òîãî,
çàóâàæèìî, ùî

σj+1 = γ−j
1 · [ε; gj+1, ε, ..., ε] · γj

1,

j = 1, 2, ..., n − 1, òîáòî äîñèòü îá÷èñëèòè
îöiíêó äëÿ σ1, à ïîòiì âðàõóâàòè îñòàííþ
ôîðìóëó. Îòæå, îòðèìócìî, ùî

lΛ1(σ1) ≤ 25m(m + 1)(m + n),

lΛ1(σj+1) ≤ 25m(m + 1)(m + n),

j = 1, 2, ..., n− 1.
Òåïåð, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (5) i îòðè-

ìàíi âèùå îöiíêè ðîçêëàäiâ êîæíîãî iç ñïiâ-
ìíîæíèêiâ, ìàcìî, ùî

LΛ1(n,m) = max
σ∈Gn,m

lΛ1(σ) ≤

≤ 13n(m+n)(m+1)+n·25m(m+1)(m+n) =

= n(m + 1)(m + n)(25m + 13).

Àíàëîãi÷íî îá÷èñëþcìî iíøi îöiíêè:

LΛ2(n,m) ≤ 3nm(m + n)(2m + 3),

LΛ3(n, m) ≤ 12n2m(m + n),

LΛ4(n,m) ≤ 8n(m + 1)(m + n)2,

LΛ5(n,m) ≤ 20n2m(n + m + 1),

LΛ6(n,m) ≤ 15(n + 1)m2(n + m),

LΛ7(n,m) ≤ 14nm(m + 2)2,

LΛ8(n,m) ≤ 3m2n2(m + n).

Îòæå, îöiíêà (1) c ïðàâèëüíîþ. Òåîðåìó
äîâåäåíî.
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