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Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
ëiíiéíî�� ñòîõàñòè÷íî�� iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíî�� ñèñòåìè ïàðàáîëi÷íîãî òèïó ç íåïåðåðâíèìè
âèïàäêîâèìè çáóðåííÿìè.

The theorem on estimation in the mean square of the solution of the Cauchy problem for linear
stochastic integral-di�erential system of parabolic type with continuous syochastic perturbations
is proved.

Â iìîâiðíiñíîìó ïðîñòîði (Ω,F ,P) ç ïîòî-
êîì σ-àëãåáð {F t, t ≥ t0}, ðîçãëÿäàcòüñÿ âè-
ïàäêîâà ôóíêöiÿ u(t, x, ω) = (u1, u2, ..., uN),
t ≥ t0, x ∈ Rn, ω ∈ Ω, ÿêà c ðîçâ'ÿçêîì ëiíié-
íî�� ñòîõàñòè÷íî�� iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíî��
ñèñòåìè ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó

dtu(t, x, ω) =

[
A(Dx)u(t, x, ω)+

+Ã(Dx)

t∫

t0

u(τ, x, ω)dτ

]
dt+

+

[
B(Dx)u(t, x, ω)+

+B̃(Dx)

t∫

t0

u(τ, x, ω)dτ

]
dw(t, ω) (1)

iç äåòåðìiíîâàíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(t, x, ω)|t=t0 = ϕ(x), x ∈ Rn. (2)

Òóò A(Dx), Ã(Dx), B(Dx), B̃(Dx) � äèôåðåí-
öiàëüíi ìíîãî÷ëåíè âèãëÿäó

A(Dx) ≡
∑

|k|≤2b

AkD
k
x, Ã(Dx) ≡

∑

|k|≤p1

ÃkD
k
x,

B(Dx) ≡
∑

|k|≤p2

BkD
k
x, B̃(Dx) ≡

∑

|k|≤p3

B̃kD
k
x,

Dk
x =

∂|k|

∂xk1
1 ∂xk2

2 ...∂xkn
n

,

|k| = k1 + k2 + ... + kn.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) áóäåìî ðî-
çóìiòè âèïàäêîâó ôóíêöiþ {u(t, x, ω)} ⊂
RN , ÿêà óçãîäæåíà ç ïîòîêîì σ-àëãåáð
{Ft, t ≥ t0} i çàäîâîëüíÿc ç iìîâiðíiñòþ 1 äëÿ
áóäü-ÿêèõ t ≥ t0 ñèñòåìó ðiâíÿíü [5], [6]

u(t, x, ω) = ϕ(x) +

t∫

t0

[
A(Dx)u(s, x, ω)+

+Ã(Dx)

t∫

t0

u(τ, x, ω)dτ

]
ds+

+

t∫

t0

[
B(Dx)u(s, x, ω)+

+B̃(Dx)

t∫

t0

u(τ, x, ω)dτ

]
dw(s, ω),

äå w(t, ω), t ≥ t0, ω ∈ Ω � ñêàëÿðíèé âiíå-
ðiâñüêèé ïðîöåñ.

Îçíà÷åííÿ 1. Íóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê
u(t, x, ω) ≡ 0 ñèñòåìè (1) íàçèâàcòüñÿ
ñòiéêèì çà Ëÿïóíîâèì ó ñåðåäíüîìó êâà-
äðàòè÷íîìó, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî µ > 0
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iñíóc òàêå δ > 0, ùî ç óìîâè ‖ϕ(x)‖2
2 < δ

âèïëèâàc íåðiâíiñòü M{‖u(t, x, ω)‖2} < µ,
äå M � îïåðàöiÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàí-
íÿ, ϕ ∈ L2(Rn).

Âåêòîð-ôóíêöiÿ u(t, x, ω) âèìiðíà ïðè
ìàéæå âñiõ ω çà t i x âiäíîñíî σ-àëãåáðè áî-
ðåëåâèõ ìíîæèí íà [t0, T ]×Rn i ìàc ñêií÷åí-
íó íîðìó

‖u(t, x, ω)‖2 ≡
∫

Rn

M{|u(t, z, ω)|2}dz, (3)

äå |u| =
√
|u1|2 + |u2|2 + ... + |uN |2.

Òåîðåìà. Íåõàé:
1) ïðè ïåâíèõ óìîâàõ íà êîåôiöicíòè çà-

äà÷i (1), (2) iñíóc ðîçâ'ÿçîê {u(t, x, ω)} ⊂
RN ç òî÷íiñòþ äî ñòîõàñòè÷íî�� åêâiâà-
ëåíòíîñòi [5], âèìiðíèé çà ñóêóïíiñòþ
çìiííèõ;

2) âèêîíócòüñÿ óìîâà ïàðàáîëi÷íîñòi ñè-
ñòåìè (1), òîáòî ðiâíÿííÿ

det

{ ∑

|k|=2b

Ak(iσ)k − λE

}
= 0

ìàc êîðåíi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíiñòü
Re λj(σ) ≤ −δ|σ|2b, δ � ñòàëà ïàðàáîëi÷-
íîñòi, σ ∈ Rn � äiéñíîçíà÷íèé âåêòîð [1];

3) ñòåïåíi ìíîãî÷ëåíiâ Ã(σ), B̃(σ) íå ïå-
ðåâèùóþòü b, òîáòî p1 ≤ b, p3 ≤ b, à íîðìà
ìàòðèöi B(σ) çàäîâîëüíÿc íåðiâíiñòü

‖B(σ)‖2 ≤ δ1|σ|2b + C1, C1 > 0, 0 < δ1 < δ.

Òîäi äëÿ íîðìè ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî�� çàäà÷i
âèêîíócòüñÿ íåðiâíiñòü

M |u|2 ≤ eC0t‖ϕ‖2
2,

äå
‖ϕ‖2

2 =

∫

Rn

|ϕ|2dx.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñócìî äî çàäà÷i (1), (2)
ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'c [5]. Äiñòàíåìî âiäïîâiä-
íó çàäà÷ó â îáðàçàõ Ôóð'c

dv(t, σ, ω) =

[
A(σ)v(t, σ, ω)+

+Ã(σ)

t∫

t0

v(τ, σ, ω)dτ

]
dt +

[
B(σ)v(t, σ, ω)+

+B̃(σ)

t∫

t0

v(τ, σ, ω)dτ

]
dw(t, ω), t ≥ t0, (4)

v(t, σ, ω)|t=t0 = ϕ̃(σ), σ ∈ Rn. (5)

Ñòîõàñòè÷íà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíà ñè-
ñòåìà (4) åêâiâàëåíòíà iíòåãðàëüíié ñèñòåìi
ðiâíÿíü Iòî [2]

v(t, σ, ω) = ϕ̃(σ) +

t∫

t0

[
A(σ)v(τ, σ, ω)+

+Ã(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

]
dτ+

t∫

t0

[
B(σ)v(τ, σ, ω)+

+B̃(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

]
dw(τ, ω). (6)

Ïðèïóñòèìî, ùî ç iìîâiðíiñòþ 1 iñíóc
ðîçâ'ÿçîê v(t, σ, ω) ñèñòåìè (6), ÿêèé c F t-
óçãîäæåíèì íà [t0, T ] × Rn iç çíà÷åííÿìè â
RN äëÿ ôiêñîâàíèõ (t, σ) ∈ [t0, T ]× RN [6].

Çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi Êîøi

H(t) = eA(σ)t,
(

eAt = E +
A

1!
t + ... +

Am

m!
tm + ...

)

çàïèøåìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4), (5) ó âèãëÿäi
[2]

v(t, σ, ω) = eA(σ)tϕ̃(σ)+

+

t∫

t0

eA(σ)(t−τ) · Ã(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)dsdτ+

+

t∫

t0

eA(σ)(t−τ)

[
B(σ)v(τ, σ, ω)+

+B̃(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

]
dw(τ, ω).
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Ðîçãëÿíåìî êâàäðàò âiä ìîäóëÿ i
âèêîðèñòàcìî íåðiâíiñòü

|a + b + c|2 ≤ 3(|a|2 + |b|2 + |c|2)
äëÿ îñòàííüî�� ðiâíîñòi. Îäåðæèìî

1

3
|v(t, σ, ω)|2 ≤ |eAtϕ̃(σ)|2+

+

∣∣∣∣∣

t∫

t0

eA(σ)(t−τ) · Ã(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)dsdτ

∣∣∣∣∣

2

+

+

∣∣∣∣∣

t∫

t0

eA(σ)(t−τ)

[
B(σ)v(t, σ, ω)+

+B̃(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

]
dw(τ, ω)

∣∣∣∣∣

2

. (7)

Ïîäicìî íà (7) ìàòåìàòè÷íèì ñïîäiâàí-
íÿì, âðàõîâóþ÷è éîãî äiþ íà êâàäðàò iíòå-
ãðàëà Âiíåðà-Iòî [3]. Äiñòàíåìî

1

3
M

{
|v(t, σ, ω)|2

}
≤ ‖eAt‖2 · |ϕ̃(σ)|2+

+

{∣∣∣∣∣

t1∫

t0

M

∣∣∣∣∣e
A(σ)(t−τ)·

·Ã(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

∣∣∣∣∣

2

dτ

∣∣∣∣∣

2}
+

+

t1∫

t0

M |eA(σ)(t−τ)B(σ)v(τ, σ, ω)|2dτ+

+

t∫

t0

M

∣∣∣∣∣e
A(σ)(t−τ) · B̃(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)ds

∣∣∣∣∣

2

dτ ≡

≡
4∑

i=1

Ii. (8)

Îöiíèìî äîäàíêè ôîðìóëè (8). Çà óìî-
âè ïàðàáîëi÷íîñòi 1) äëÿ íîðìàëüíî�� ìàòðè-
öi âèïëèâàc îöiíêà [1]

‖eAt‖ ≤ C0e
−δ1(|σ|2b+1)t. (9)

Òîìó äëÿ I1 îöiíêà î÷åâèäíà. Ó äðóãî-
ìó i ÷åòâåðòîìó iíòåãðàëàõ I2, I4 ïîìiíÿcìî
ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ íà îñíîâi ôîðìóëè Äi-
ðiõëå:

t∫

t0

eA(t−τ) · Ã(σ)

τ∫

t0

v(s, σ, ω)dsdτ =

=

t∫

t0

( t∫

s

eA(t−τ) · Ã(σ)dτ

)
v(s, σ, ω)ds. (10)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (9), çíàõîäè-
ìî, ùî

|I2(t, σ, ω)|2 ≤
t∫

t0

( t∫

s

‖eA(t−τ)‖2·‖Ã(σ)‖2dτ

)
×

×M |v2(s, σ, ω)|2ds ≤

≤ C0

t∫

t0

( t∫

s

e−2δ1(|σ|2b+1)(t−τ)dτ

)
×

×‖Ã(σ)‖2M |v|2ds ≤

≤ C0‖Ã(σ)‖2

2δ1(|σ|2b + 1)

t∫

t0

M |v|2ds. (11)

Àíàëîãi÷íî îöiíþcòüñÿ iíòåãðàë I4:

|I4| ≤ C0‖Ã(σ)‖2

2δ1(|σ|2b + 1)

t∫

t0

M |v|2ds. (12)

Ïiäñóìîâóþ÷è íåðiâíiñòü äëÿ I1, I2, I4 òà
I3, äiñòàcìî ñïiââiäíîøåííÿ

M |v|2 ≤ FV (t, σ)+

+

t∫

t0

‖B(σ)‖2‖eA(t−τ)‖2M |v(σ, τ, ω)|2dτ, (13)

äå ïîçíà÷èìî

FV (t, σ) ≡ C0e
−2δ1(|σ|2b+1)t‖ϕ̃‖2

2+

+P (σ)

t∫

t0

M |v|2ds, (14)
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P (σ) ≡ C02
−1(‖Ã(σ)‖2+

+‖B̃(σ)‖2)(δ1(|σ|2b + 1))−1.

Çãiäíî ç ëåìîþ [4, C. 74], äëÿ ðîçâ'ÿçêó
iíòåãðàëüíî�� íåðiâíîñòi (13) ñïðàâäæócòüñÿ
îöiíêà

M |v(t, σ, ω)|2 ≤ FV (t, σ)+

+

t∫

t0

R(t, τ, σ)FV (t, σ)dτ. (15)

Ðåçîëüâåíòà R(t, τ, σ), ïîáóäîâàíà çà íåïå-
ðåðâíèì ÿäðîì

K(t, τ, σ) = ‖B(σ)‖2‖eA(σ)(t−τ)‖2 ≤

≤ c1‖B(σ)‖2e−2δ1(|σ|2b+1)(t−τ), (16)

äîïóñêàc íåðiâíiñòü

R(t, τ, σ) ≤ C1e
−2δ1(|σ|2b+1)(t−τ)×

×
∞∑

n=1

(‖B(σ)‖2)n (t− τ)n−1

(n− 1)!
=

= C1e
(−2δ1(|σ|2b+1)+‖B(σ)‖2)(t−τ)‖B(σ)‖2. (17)

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä íåîäíîðiäíîñòi iíòå-
ãðàëüíî�� íåðiâíîñòi (13), çìiíèâøè ïîðÿäîê
iíòåãðóâàííÿ òà âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (17)
äëÿ ðåçîëüâåíòè, îäåðæèìî, ùî

M |v(t, σ, ω)|2 ≤ ‖ϕ̃(σ)‖2
2+

+

[
C0‖Ã(σ)‖2 + ‖B̃(σ)‖2P (σ) + ‖ϕ̃‖2

2+

+
P (σ)

2δ1(|σ|2b + 1)− ‖B(σ)‖2

]
×

×
t∫

t0

M |v(τ, σ, ω)|2dτ. (18)

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü c íåðiâíiñòþ âèãëÿäó

M |v(τ, σ, ω)|2 ≤ K + L

t∫

t0

M |v(τ, σ, ω)|2dτ,

K, L � ñòàëi. Çà ëåìîþ Ãðîíóîëà [1]
M |v(τ, σ, ω)|2 ≤ KeLt,

òîáòî
M |v(t, σ, ω)|2 ≤

≤ ‖ϕ̃(σ)‖2
2 exp

{(
C0P (σ) + ‖ϕ̃(σ)‖2

2+

+
P (σ)

2δ1(|σ|2b + 1)− ‖B(σ)‖2

)
· t

}
. (19)

Òóò
K = ‖ϕ̃(σ)‖2, L = C0P (σ) + ‖ϕ̃(σ)‖2

2+

+
P (σ)

2(δ1|σ|2b + 1)− ‖B(σ)‖2
.

Ç îñòàííüî�� íåðiâíîñòi îòðèìócìî îáìåæåí-
íÿ íà ïîðÿäêè ìíîãî÷ëåíiâ äëÿ ñòåïåíiâ σ.
Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè Ïàðñåâàëÿ
∫

Rn

|v(τ, σ, ω)|2dτ = (2π)−
n
2

∫

Rn

|u(t, x, ω)|2dx

îäåðæócìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.
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