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ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÐÓÕÓ ÃIÐÎÑÒÀÒÀ ÂIÄÍÎÑÍÎ ÍÅÃÎËÎÂÍÈÕ ÎÑÅÉ
IÍÅÐÖI�I ÇÀ ÄÎÏÎÌÎÃÎÞ ÇÌIÍÍÈÕ ÊÎËÎÑÎÂÀ

Äîñëiäæócòüñÿ ðóõ ãiðîñòàòà, ÿê ïðîòîòèï òâåðäîãî òiëà, â ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi ñèë âiä-
íîñíî íåãîëîâíèõ îñåé iíåðöi�� ç âèêîðèñòàííÿì çìiííèõ Êîëîñîâà.

The motion of gyrostat is investigated, as solid prototype, in the potential �eld of the forces
relative to nonprincipal axes of inertia with using of Kolosov variables.

Äèíàìiêà òâåðäîãî òiëà ïðåäñòàâëÿc ñî-
áîþ íå òiëüêè âèêëþ÷íî âàæëèâó ãàëóçü
êëàñè÷íî�� äèíàìiêè, àëå é ñëóæèòü ôóíäà-
ìåíòîì ïðèêëàäíî�� òåîði�� ãiðîñêîïiâ. Íàó-
êà ïðî äèíàìiêó òâåðäîãî òiëà øâèäêî ðîç-
âèâàëàñü i ðîçâèâàcòüñÿ ÿê ó ïðèêëàäíîìó,
òàê i â òåîðåòè÷íîìó íàïðÿìêàõ. Ðîçðîáêà
i âäîñêîíàëåííÿ ãiðîñêîïi÷íèõ íàâiãàöiéíèõ
ïðèëàäiâ äëÿ êîðàáåëüíî�� òåõíiêè i êîñìi÷-
íèõ ëiòàëüíèõ àïàðàòiâ ñòèìóëþâàëè ïðî-
ãðåñ àíàëiòè÷íî�� äèíàìiêè òâåðäîãî òiëà i
ÿêiñíèõ ìåòîäiâ äàíî�� òåîði��.

Ðîçãëÿíåìî ðóõ ãiðîñòàòà, ÿê ïðîòîòèï
òâåðäîãî òiëà, â ïîòåíöiàëüíîìó ïîëi ñèë.
Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ ãiðîñòàòà ó ïðî-
ñòîði ââåäåìî äâi ñèñòåìè êîîðäèíàò, îäíà ç
ÿêèõ OXY Z c íåðóõîìîþ, à iíøà Oxyz íå-
çìiííî çâ'ÿçàíà ç ãiðîñòàòîì, ïðè÷îìó ���� îñi
íå íàïðàâëåíi ïî ãîëîâíèõ îñÿõ iíåðöi�� òiëà.
Ó öüîìó âèïàäêó ïîëîæåííÿ ãiðîñòàòà â êî-
æíèé ìîìåíò ÷àñó áóäåìî çàäàâàòè òðüîìà
êóòàìè Åéëåðà: ϕ � êóò âëàñíîãî îáåðòàí-
íÿ, ψ � êóò ïðåöåñi��, θ � êóò íóòàöi��.

Ðóõ ãiðîñòàòà â çàäàíîìó ñèëîâîìó ïî-
ëi îïèñócòüñÿ äèíàìi÷íèìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi
ïðåäñòàâëÿþòü ñîáîþ óçàãàëüíåííÿ äèíàìi-
÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà [1,2,4]:

Aṗ− F q̇ − Eṙ + Γ̇1 + (C −B)qr+

+D(r2 − q2)− Epq + Fpr + qΓ3 − rΓ2 =

= γ3
∂U

∂γ2

− γ2
∂U

∂γ3

,

−F ṗ + Bq̇ −Dṙ + Γ̇2 + (A− C)pr+

+E(p2 − r2)− Fqr + Dpq + rΓ1 − pΓ3 =

= γ1
∂U

∂γ3

− γ3
∂U

∂γ1

,

−Eṗ−Dq̇ + Cṙ + Γ̇3 + (B − A)pq+

+F (q2 − p2)−Dpr + Eqr + pΓ2 − qΓ1 =

= γ2
∂U

∂γ1

− γ1
∂U

∂γ2

, (1)

äå: A,B,C � öåíòðàëüíi ìîìåíòè iíåðöi��,
F,E,D � âiäöåíòðîâi ìîìåíòè iíåðöi�� ãiðî-
ñòàòà âiäíîñíî íåðóõîìî�� òî÷êè O; p, q, r �
ïðîåêöi�� âåêòîðà êóòîâî�� øâèäêîñòi ω̄ òiëà
S1 íà ðóõîìi îñi; U � ñèëîâà ôóíêöiÿ, çàëå-
æíà òiëüêè âiä êóòiâ ϕ i θ; Γ1, Γ2, Γ3 � ïðî-
åêöi�� ãiðîñòàòè÷íîãî ìîìåíòó íà îñi ðóõîìî��
ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz.

Äëÿ âèçíà÷åíîñòi îäåðæàíî�� ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü (1) íåîáõiäíî ùå ñêîðèñòàòèñü êiíå-
ìàòè÷íèìè ðiâíÿííÿìè Åéëåðà i Ïóàññîíà
[1,2], ÿêi íàáóâàþòü âèãëÿäó

p = ψ̇ sin θ sin ϕ + θ̇ cos ϕ,

q = ψ̇ sin θ cos ϕ− θ̇ sin ϕ,

r = ψ̇ cos θ + ϕ̇. (2)

γ̇1 = rγ2 − qγ3, γ̇2 = pγ3 − rγ1,

γ̇3 = qγ1 − pγ2. (3)

Êîìïîíåíòè âåêòîðà êóòîâî�� øâèäêîñòi
p, q, r âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êiíåìà-
òè÷íèõ ðiâíÿíü Åéëåðà (2), â ÿêèõ

γ1 = sin θ sin ϕ, γ2 = sin θ cos ϕ,
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γ3 = cos θ, (4)

ïðè÷îìó íàïðÿìíi êîñèíóñè γ1, γ2, γ3 çàäî-
âîëüíÿþòü ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (3).

Ó äàíîìó âèïàäêó ââàæàcìî, ùî ãiðîñòàò
� öå ìåõàíi÷íà ñèñòåìà S, ÿêà ñêëàäàcòüñÿ ç
òâåðäîãî òiëà S1 i ïîâ'ÿçàíèõ iç íèì íåçìií-
íèõ iíøèõ òië S2, ÿêi çàëåæàòü âiä âèãëÿ-
äó òiëà S1, õàðàêòåðó íàêëàäåíèõ çâ'ÿçêiâ
i äiþ÷èõ ñèë. ßêùî òiëî S2 c ñèìåòðè÷íèì
ðîòîðîì ç íåðóõîìîþ âiññþ ïî âiäíîøåííþ
äî òiëà S1, òî ðiâíÿííÿ âiäíîñíîãî ðóõó âè-
çíà÷àþòü îáåðòàëüíèé ðóõ òiëà S2 ïî âiäíî-
øåííþ äî òiëà S1. Äàíi ðiâíÿííÿ òàêi:

I1(ω̇1 + ṗ) = u1, I2(ω̇2 + q̇) = u2,

I3(ω̇3 + ṙ) = u3, (5)

äå I1, I2, I3 � ìîìåíòè iíåðöi�� òiëà S2, ÿêi
ââàæàþòüñÿ ìàëèìè âåëè÷èíàìè; u1, u2, u3

� êåðóþ÷i ìîìåíòè, ùî ïðèêëàäåíi äî ñè-
ñòåìè, à âåêòîð êóòîâî�� øâèäêîñòi îáåðòàëü-
íîãî ðóõó òiëà S2 íàáóâàc âèãëÿäó

Ω̄ = ω̄1 + ω̄2 + ω̄3. (6)

Âåêòîðè ω̄1, ω̄2, ω̄3 âèçíà÷àþòüñÿ òàê:

ω̄1 = α1ω̄r, ω̄2 = α2ω̄r,

ω̄3 = α3ω̄r. (7)

Âåëè÷èíè αi(i = 1, 2, 3), ùî âõîäÿòü äî
ðiâíÿííÿ (7), çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíó ñè-
ñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

α̇1 = rα2 − qα3, α̇2 = pα3 − rα1,

α̇3 = qα1 − pα2, (8)

ïðè÷îìó
α2

1 + α2
2 + α2

3 = 1. (9)

Ïðîåêöi�� ãiðîñòàòè÷íîãî ìîìåíòó íà îñi
ðóõîìî�� ñèñòåìè êîîðäèíàò âèçíà÷àþòüñÿ
ôîðìóëàìè:

Γ1 = I1α1ωr, Γ2 = I2α2ωr,

Γ3 = I3α3ωr, (10)

äå ωr � ìîäóëü âåêòîðà âiäíîñíî�� êóòîâî��
øâèäêîñòi ω̄r, ïðè÷îìó ωr = const.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (10) äî ñèñòåìè ðiâíÿíü
(1), îäåðæèìî

Aṗ− F q̇ − Eṙ + I1α̇1ωr + (C −B)qr+

+D(r2−q2)−Epq+Fpr+I3α3qωr−I2α2rωr =

= γ3
∂U

∂γ2

− γ2
∂U

∂γ3

,

−F ṗ + Bq̇ −Dṙ + I2α̇2ωr + (A− C)pr+

+E(p2−r2)−Fqr+Dpq+I1α1rωr−I3α3ωrp =

= γ1
∂U

∂γ3

− γ3
∂U

∂γ1

,

−Eṗ−Dq̇ + Cṙ + I3α̇3ωr + (B − A)pq+

+F (q2−p2)−Dpr+Eqr+I2α2pωr−I1α1qωr =

= γ2
∂U

∂γ1

− γ1
∂U

∂γ2

. (11)

Òàêèì ÷èíîì, ðóõ ãiðîñòàòà ïî âiäíîøåí-
íþ äî îñåé ðóõîìî�� ñèñòåìè êîîðäèíàò Oxyz
îïèñócòüñÿ ñèñòåìàìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (11), (8), (5) i (3). Iíòåãðóâàííÿ öèõ
ñèñòåì äàc ìîæëèâiñòü âèçíà÷èòè íåâiäîìi
ôóíêöi�� p, q, r, γ1, γ2, γ3, α1, α2, α3.

Îñêiëüêè ãiðîñòàò ââàæàcòüñÿ ñèìåòðè÷-
íèì, òî â öüîìó âèïàäêó áóäåìî ââàæàòè

I1 = I2 = I3 = I. (12)

Ñóêóïíiñòü ñèñòåì, ùî îïèñóþòü ðóõ ãiðî-
ñòàòà, äîïóñêàþòü òðè ïåðøèõ iíòåãðàëè:

� iíòåãðàë æèâèõ ñèë:
1

2
(Ap2 + Bq2 + Cr2)− Fpq − Epr−

−Dqr + Iωr(pα1 + qα2 + rα3) = U + h; (13)

� iíòåãðàë ïëîù:

Apγ1 + Bqγ2 + Crγ3 − Fqγ1 − Erγ1−
−Fpγ2 −Drγ2 − Epγ3 −Dqγ3+

+Iωr(α1γ1 + α2γ2 + α3γ3) = G, (14)

äå h i G � ñòàëi âåëè÷èíè;
� òðèâiàëüíi iíòåãðàëè

γ2
1 + γ2

2 + γ2
3 = 1, α2

1 + α2
2 + α2

3 = 1. (15)
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Çíàþ÷è æèâó ñèëó T (êiíåòè÷íó åíåðãiþ)
i ñèëîâó ôóíêöiþ U , ñêëàäåìî âèðàç äëÿ
ôóíêöi�� Ëàãðàíæà çãiäíî ç ôîðìóëîþ

L = T + U =
1

2
(Ap2 + Bq2 + Cr2)− Fpq−

−Epr −Dqr + Iωr(pα1 + qα2 + rα3)+

+
1

2
I(ωr)

2 + U. (16)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (2) â (16) i âðàõîâóþ÷è (4),
îäåðæèìî

L =
1

2

{
(Aγ2

1 + Bγ2
2 + Cγ2

3 − 2Fγ1γ2−

−2Eγ1γ3 − 2Dγ2γ3)ψ̇
2 + (A cos2 ϕ+

+B sin2 ϕ + 2F cos ϕ sin ϕ)θ̇2 + Cϕ̇2+

+2[Aγ1 cos ϕ−Bγ2 sin ϕ− F (γ2 cos ϕ−
−γ1 sin ϕ)− Eγ3 cos ϕ + Dγ3 sin ϕ]ψ̇θ̇+

+2ψ̇ϕ̇(Cγ3 − Eγ1 −Dγ2)+

+2θ̇ϕ̇(D sin ϕ− E cos ϕ)

}
+ Iωr[(α1γ1+

+α2γ2 + α3γ3)ψ̇ + (α1 cos ϕ− α1 sin ϕ)θ̇+

+α3ϕ̇] +
1

2
ω2

r + U. (17)

Ôóíêöiÿ Ëàãðàíæà, ùî âèçíà÷àcòüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿì (17), íå çàëåæèòü âiä êî-
îðäèíàòè ψ, òîìó öþ êîîðäèíàòó ââàæàcìî
öèêëi÷íîþ.

Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì iãíîðóâàííÿ öè-
êëi÷íîþ êîîðäèíàòîþ, ìîæíà ïåðåéòè âiä
ëàãðàíæiàíà äî ôóíêöi�� Ðàóñà [2]. Ó äàíî-
ìó âèïàäêó ôóíêöiÿ Ðàóñà íàáóâàc âèãëÿäó

R =
1

2
θ̇2

[
A cos2 ϕ + B sin2 ϕ+

+2F cos ϕ sin ϕ−K(Aγ1 cos ϕ−
−Bγ2 sin ϕ + Fγ1 sin ϕ− Fγ2 cos ϕ−

−Eγ3 cos ϕ + Dγ3 sin ϕ)2

]
+

+
1

2
ϕ̇2

[
C −K(Cγ3 − Eγ1 −Dγ2)

]
+

+ϕ̇θ̇

[
D sin ϕ− E cos ϕ−K(Aγ1 cos ϕ−

−Bγ2 sin ϕ + Fγ1 sin ϕ− Fγ2 cos ϕ−
−Eγ3 cos ϕ + Dγ3 sin ϕ)(Cγ3 − Eγ1−

−Dγ2)

]
+

{
K(Aγ1 cos ϕ−Bγ2 sin ϕ+

+Fγ1 sin ϕ− Fγ2 cos ϕ− Eγ3 cos ϕ+

+Dγ3 sin ϕ)[f − Iωr(α1γ1 + α2γ2+

+α3γ3)] + Iωr(α1 cos ϕ− α2 sin ϕ)

}
θ̇+

+

{
K(Cγ3 − Eγ1 −Dγ2)[f − Iωr(α1γ1+

+α2γ2 + α3γ3)] + Iωrα3

}
ϕ̇−

−1

2
K

[
f − Iωr(α1γ1 + α2γ2 + α3γ3)

]2

+

+
1

2
Iω2

r + U, (18)

äå

K =

(
γ2

1 + Bγ2
2 + Cγ2

3 − 2(Fγ1γ2+

+Eγ1γ3 + Dγ2γ3)

)−1

. (19)

Ç ôîðìóëè (18) âèäíî, ùî ôóíêöiþ Ðàóñà
ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi ñóìè òðüîõ äîäàí-
êiâ R2, R1, R0 � òîáòî îäíîðiäíèõ ôóíêöié
äðóãîãî i ïåðøîãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåöè-
êëi÷íèõ øâèäêîñòåé ϕ̇, θ̇ i ôóíêöi��, íåçàëå-
æíî�� âiä óçàãàëüíåíèõ øâèäêîñòåé.

Ââåäåìî, çãiäíî ç Ã. Êîëîñîâèì [2], íîâi
çìiííi

ξ =
γ1√
A

, η =
γ2√
B

, ζ =
γ3√
C

. (20)

Âðàõîâóþ÷è (20), ôóíêöi�� R2, R1, R0 íà-
áóäóòü âèãëÿäó

R2 =
1

2

{
(Aξ̇ξ + Bη̇η)2

Cζ2(1− Cζ2)2

[
AB(ξ2 + η2+
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+2F
√

ABξη)−K

(
(A−B)

√
ABξη+

+FAξ2−FBη2−E
√

BCηζ + D
√

ACξζ

)2]
+

+
AB(ξ̇η − η̇ξ)2

(1− Cζ2)2

[
C −K(C

√
Cζ − E

√
Aξ−

−D
√

Bη)2

]
+ 2

√
AB(Aξξ̇ + Bηη̇)(ξ̇η − η̇ξ)√

Cζ(1− Cζ2)2
·

·
[
D
√

Aξ − E
√

Bη −K

(
(A−B)

√
ABξη+

+FAξ2 − FBη2 − E
√

BCηζ + D
√

ACξζ

)]
·

·(C
√

Cζ − E
√

Aξ −D
√

Bη)

}
. (21)

R1 =
1

1− Cζ2

{
Aξ̇ξ + Bη̇η√

Cζ

[
K

(√
AB(A−

−B)ξη + FAξ2 − FBη2 − E
√

BCηζ+

+D
√

ACξζ

)(
f − Iωr(α1

√
Aξ + α2

√
Bη+

+α3

√
Cζ)

)
+ Iωr(α1

√
Bη − α2

√
Aξ)

]
+

+
√

AB(ξ̇η − η̇ξ)

[
K(C

√
Cζ − E

√
Aξ−

−D
√

Bη)

(
f − Iωr(α1

√
Aξ + α2

√
Bη+

+α3

√
Cζ)

)
+ Iωrα3

]}
. (22)

R0 = −1

2
K

{
f − Iωr(α1

√
Aξ + α2

√
Bη+

+α3

√
Cζ)

}2

+
1

2
Iω2

r + U(ξ, η, ζ). (23)

Äëÿ ñïðîùåííÿ äîñëiäæåíü íàäàëi ââà-
æàòèìåìî, ùî E = D = 0, à F 6= 0, ïðè-
÷îìó öÿ âåëè÷èíà c ìàëîþ, òîáòî âåëè÷è-
íàìè, ïî÷èíàþ÷è ç äðóãîãî ïîðÿäêó, ìîæíà
íåõòóâàòè.

Çà äîïîìîãîþ çìiííèõ Êîëîñîâà [2] i ç
âèêîðèñòàííÿì ïåðøèõ iíòåãðàëiâ (13)�(15)
ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ðóõó ãiðî-
ñòàòà çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ÷åòâåðòîãî ïî-
ðÿäêó, ÿêà îïèñóc ðóõ ôiêñîâàíî�� ìàòåðiàëü-
íî�� òî÷êè íà ïëîùèíi ïiä äicþ ïîòåíöiàëü-
íèõ i ãiðîñêîïi÷íèõ ñèë.

Iíòåãðóâàííÿ îäåðæàíî�� ñèñòåìè ðiâíÿíü
ïðîâåäåíî äëÿ äâîõ âèïàäêiâ:

1) A = B = C (ãiðîñòàò òèïó ñôåðè);
2) C > B > A.
Âèêîðèñòàíî ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà [3] ÷å-

òâåðòîãî ïîðÿäêó äëÿ ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàí-
íÿ îäåðæàíèõ çàäà÷.
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