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ÃIÏÅÐÏÎÂÅÐÕÍI ÇÀÃÀËÜÍÎÃÎ ÒÈÏÓ Â ÀÍÒÈÊÂÀÒÅÐÍIÎÍÍÎÌÓ
ÏÐÎÑÒÎÐI

Äîñëiäæóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíî-ãåîìåòðè÷íi âëàñòèâîñòi ãiïåðïîâåðõîíü çàãàëüíîãî òè-
ïó â àíòèêâàòåðíiîííîìó ïðîñòîði.

The di�erential-geometrical properties of hypersurfaces of generalized type are investigated
in the antiquaternion space.

1. Íîðìàëiçîâàíà ãiïåðïîâåðõíÿ
M2n−1(N) àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðîñòîðó
A2n(U, V ) çi ñòðóêòóðíèìè àâòîìîðôiç-
ìàìè U i V íàçèâàcòüñÿ ãiïåðïîâåðõíåþ
çàãàëüíîãî òèïó, ÿêùî â êîæíié òî÷öi ãi-
ïåðïîâåðõíi íàïðÿìíèé âåêòîð

→
N
x

íîðìàëi
N
x

íå íàëåæèòü äî æîäíîãî ç åëåìåíòiâ
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçïîäiëiâ àíòèêâàòåð-
íiîííîãî ïðîñòîðó A2n(U, V ) [1]. Ñòðóêòóðíi
àâòîìîðôiçìè I = id, U , V âèçíà÷àþòü
íà äiéñíîìó òî÷êîâîìó àôiííîìó ïðîñòîði
A2n àëãåáðó àíòèêâàòåðíiîíiâ, îñêiëüêè
U2 = −I, V 2 = I, UV + V U = O, äå O
� íóëüîâèé àâòîìîðôiçì, à W = UV �
êîìïîçèöiéíèé àâòîìîðôiçì. ßêùî

{
→
eI
x

}
�

äåÿêèé áàçèñ ëiíåàëó ïðîñòîðó A2n ó éîãî
òî÷öi x, à

{
eI

→
x

}
� âçàcìíèé éîìó áàçèñ ó

ñïðÿæåíîìó ïðîñòîði (òîäi

< eI

→
x

∣∣∣∣ →
eK
x

> = δI
K =

=

{
1, I = K,
0, I 6= K,

I, J,K, L, ... = 1, 2n i

U = U I
K(x1, ..., x2n)

→
eI
x
⊗ eK

→
x

,

V = V I
K(x1, ..., x2n)

→
eI
x
⊗ eK

→
x

,

W = UV =

= U I
L(x1, ..., x2n)V L

K (x1, ..., x2n)
→
eI
x
⊗ eK

→
x

=

= W I
K(x1, ..., x2n)

→
eI
x
⊗ eK

→
x

.

Ôóíêöi�� U I
K , V I

K i W I
K c òåíçîðàìè òèïó (1,1),

îñêiëüêè ïðè çàìiíi êàðò íà A2n(U, V ) ìàcìî

U I
K(y1, ..., y2n) =

= UL
J (x1, ..., x2n)

∂yJ

∂xK
· ∂xI

∂yL
,

V I
K(y1, ..., y2n) =

= V L
J (x1, ..., x2n)

∂yJ

∂xK
· ∂xI

∂yL
,

W I
K(y1, ..., y2n) =

= WL
J (x1, ..., x2n)

∂yJ

∂xK
· ∂xI

∂yL
, (1)

äå ìàòðèöÿ ∂xI

∂yL
c ìàòðèöåþ ßêîái çàìiíè

êàðò.
Iíâàðiàíòíiñòü ñòðóêòóðíèõ àâòîìîðôiç-

ìiâ U i V àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðîñòîðó
A2n(U, V ) åêâiâàëåíòíà óìîâàì

dU I
K − U I

LωL
K + UL

KωI
L = U I

KLωL,

dV I
K − V I

LωL
K + V L

K ωI
L = V I

KLωL, (2)

äå ωL � ãîëîâíi ôîðìè ïðîñòîðó A2n(U, V ) ç
ñòðóêòóðîþ dωL = ωK ∧ ωL

K , dωI
K = ωL

K ∧ ωI
L,

d � ñèìâîë çîâíiøíüîãî äèôåðåíöiþâàííÿ,
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∧ � ñèìâîë çîâíiøíüîãî äîáóòêó äèôåðåí-
öiàëüíèõ ôîðì [2].

ßêùî Tx(A2n(U, V )) � ëiíiéíèé ïðîñòið
äîòè÷íèõ âåêòîðiâ ç ïî÷àòêàìè ó òî÷öi x
àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðîñòîðó A2n(U, V ), òî
éîãî ïiäïðîñòîðè Vx(±1) i Wx(±1) íàçèâàþ-
òüñÿ åëåìåíòàìè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçïîäi-
ëiâ V (±1) i W (±1). Ó ïðàöi [1] âñòàíîâëåíî,
ùî âåêòîðè

{
1

2

(
δI
K ± V I

K

)
→
eI
x

}
i

{
1

2

(
δI
K ±

W I
K

)
→
eI
x

}
ñêëàäàþòü áàçèñè ïiäïðîñòîðiâ

� åëåìåíòiâ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçïîäiëiâ,
ÿêùî →

eI
x
� äåÿêèé áàçèñ ëiíåàëó àíòèêâàòåð-

íiîííîãî ïðîñòîðó A2n(U, V ).
Ó ôîðìóëàõ (2) êîåôiöicíòè ïðè ωL íà-

çèâàþòü äîäàòêîâèìè ôóíêöiÿìè ñòðóêòóð-
íèõ àâòîìîðôiçìiâ àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðî-
ñòîðó [2]. Äîäàòêîâi ôóíêöi�� c ëiíiéíè-
ìè îäíîðiäíèìè ãåîìåòðè÷íèìè îá'cêòàìè,
ïðècäíàíèìè äî äèôåðåíöiàëüíî�� ãðóïè ïåð-
øîãî ïîðÿäêó ïðîñòîðó A2n(U, V ).

Òåîðåìà 1. Ðiâíiñòü íóëåâi äîäàòêî-
âèõ ôóíêöié ñòðóêòóðíèõ àâòîìîðôiçìiâ
àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðîñòîðó A2n(U, V ) c
îçíàêîþ iñíóâàííÿ â àíòèêâàòåðíiîííîìó
ïðîñòîði àôiííî�� àíòèêâàòåðíiîííî�� çâ'ÿ-
çíîñòi.

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìà äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (2) ïðè U I

KL = 0, V I
KL = 0 ñòàc ñè-

ñòåìîþ óìîâ äëÿ ôîðì ωL
K , âiäíîñíî ÿêèõ

ñòðóêòóðíi àâòîìîðôiçìè U , V , à òàêîæ
W = UV , áóäóòü êîâàðiàíòíî ñòàëèìè. Îò-
æå, ôîðìè ωL

K ñòàþòü iíâàðiàíòíèìè ôîð-
ìàìè äåÿêî�� àôiííî�� çâ'ÿçíîñòi, ÿêà c àíòè-
êâàòåðíiîííîþ [3]. Çàóâàæèìî, ùî â ñèëó
ñêií÷åííèõ ñïiââiäíîøåíü, ÿêèì çàäîâîëü-
íÿþòü äîäàòêîâi ôóíêöi�� ñòðóêòóðíèõ àâ-
òîìîðôiçìiâ àíòèêâàòåðíiîííîãî ïðîñòîðó
A2n(U, V ), óñi ïðîäîâæåííÿ íóëüîâi (êàðòà-
íiâñüêi êîåôiöicíòè äîäàòêîâèõ ôóíêöié ðiâ-
íi íóëåâi).

2. Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ äîâiëüíî�� ðå-
ãóëÿðíî�� ãiïåðïîâåðõíi M2n−1 â A2n(U, V )
ìàþòü âèãëÿä

ωI = ΛI
i θ

i,

rg ΛI
i = 2n− 1,

i, j, k, l, ... = 1, 2n− 1, (3)

θi � ãîëîâíi ôîðìè ìíîãîâèäó ïàðàìåòðiâ
ãiïåðïîâåðõíi M2n−1. Ôóíêöi�� {ΛI

i } óòâî-
ðþþòü ôóíäàìåíòàëüíèé îá'cêò ïåðøîãî
ïîðÿäêó ãiïåðïîâåðõíi M2n−1, ïðècäíàíèé
äî ïðÿìîãî äîáóòêó äèôåðåíöiàëüíèõ ãðóï
D1

2n × D1
2n−1. Ïîçíà÷èìî àíòèêâàòåðíiîí-

íó çâ'ÿçíiñòü â àíòèêâàòåðíiîííîìó ïðîñòî-
ði A2n(U, V ) ÷åðåç γ. Àôiííà çâ'ÿçíiñòü γ
iíäóêóc íà ãiïåðïîâåðõíi M2n−1 òàíãåíöié-
íó çâ'ÿçíiñòü γτ [4]. Iíâàðiàíòíèìè ôîðìàìè
òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿçíîñòi áóäóòü ôîðìè θi

j, áî
dθi = θj∧θi

j, dθi
j = θl

j∧θi
l . Âiäîìî, ùî iíäóêî-

âàíà çâ'ÿçíiñòþ γ âìiùóþ÷îãî ïðîñòîðó òàí-
ãåíöiéíà çâ'ÿçíiñòü γτ çàëåæèòü âiä âèáîðó
íîðìàëüíîãî îñíàùóþ÷îãî ïîëÿ N íà ãiïåð-
ïîâåðõíi [4]. Ïîëå íîðìàëåé N íà M2n−1 �
öå âåêòîðíå ïîëå

→
N
x

= N I →eI
x
, x ∈ M2n−1. Ií-

âàðiàíòíiñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ
→
N
x
íà ãiïåðïî-

âåðõíi åêâiâàëåíòíà óìîâàì
dN I + NKωI

K −N IΩ = N I
i θi,

äå Ω � iíâàðiàíòíà ôîðìà îçíà÷åíî�� ãðó-
ïè ãîìîòåòié ïiäïðîñòîðó Nx ïðîñòîðó
Tx(A2n(U, V )), x ∈ M2n−1. Àíòèêâàòåðíiîí-
íà çâ'ÿçíiñòü γ iíäóêóc â íîðìàëüíîìó ðîç-
øàðóâàííi N(M2n−1) íîðìàëüíó çâ'ÿçíiñòü,
ïîçíà÷èìî ���� γν .

Íåõàé ΓI
KL � îá'cêò àíòèêâàòåðíiîííî��

çâ'ÿçíîñòi γ ó ïðîñòîði A2n(U, V ), à
{→

Λi
x

= ΛI
i

→
eI
x
,
→
N
x

= N I →eI
x

}

� áàçèñ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó Tx(A2n(U, V )),
x ∈ M

(N)
2n−1, àäàïòîâàíèé íîðìàëiçîâàíié ãi-

ïåðïîâåðõíi ïîëåì íîðìàëåé N . Òîäi ðîç-
êëàä →

eI
x

=
∼
Λi

I

→
Λi
x

+
∼
NI

→
N
x

âèçíà÷àcòüñÿ ôóíê-

öiÿìè
{ ∼

Λi
I ,

∼
NI

}
òàêèìè, ùî

ΛI
i

∼
NI = 0, N I

∼
Λi

I = 0,

ΛI
i

∼
Λj

I = δj
i , N I

∼
NI = 1,
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ΛI
j

∼
Λj

K +N I
∼

NK = δI
K ,

äå δj
i òà δI

K � ñèìâîëè Êðîíåêåðà.
Òåîðåìà 2 [4]. Ôóíêöi��

Γi
jk

τ

:= ΛL
j

∼
Λi

K ΓK
Lk −

∼
Λi

K ΛK
jk, (4)

Γk
ν

:= NL
∼

NK ΓK
Lk −

∼
NK NK

k (5)

c îá'cêòàìè, âiäïîâiäíî, òàíãåíöiéíî�� òà
íîðìàëüíî�� çâ'ÿçíîñòåé, iíäóêîâàíèõ àíòè-
êâàòåðíiîííîþ çâ'ÿçíiñòþ γ íà íîðìàëi-
çîâàíié ãiïåðïîâåðõíi M2n−1(N) (ΓK

Lk :=
ΓK

LIΛ
I
k).

Ó ôîðìóëàõ (4) i (5) îá'cêò
{

ΓK
Lk = ΓK

LIΛ
I
k

}
,

a ΛK
jk � êîåôiöicíòè Êàðòàíà, ÿêi îòðè-

ìóþòüñÿ âíàñëiäîê çàìèêàííÿ ñèñòåìè (3).
Îòæå, ΛK

jk = ΛK
kj.

Íàñëiäîê. ßêùî àíòèêâàòåðíiîííà
çâ'ÿçíiñòü γ ñèìåòðè÷íà, òî iíäóêîâàíà
íà ãiïåðïîâåðõíi íåþ òàíãåíöiéíà çâ'ÿç-
íiñòü γτ òåæ ñèìåòðè÷íà.

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ó ñèìåòðè÷íî�� àí-
òèêâàòåðíiîííî�� çâ'ÿçíîñòi γ îá'cêò çâ'ÿçíî-
ñòi âîëîäic ñèìåòðicþ ΓI

KL = ΓI
LK . Òîìó

îá'cêò òàíãåíöiéíî�� çâ'ÿçíîñòi

Γi
jk

τ

= ΛL
j

∼
Λi

K ΓK
LIΛ

I
k −

∼
Λi

K ΛK
jk =

= ΛL
j

∼
Λi

K ΓK
ILΛI

k −
∼

Λi
K ΛK

kj = Γi
kj

τ

òåæ âîëîäic ñèìåòðicþ.
3. Äëÿ íîðìàëiçîâàíî�� ãiïåðïîâåðõíi çà-

ãàëüíîãî òèïó â A2n(U, V ) ó êîæíié òî÷öi x

ãiïåðïîâåðõíi M2n−1(N) âåêòîð
→
N
x

íå íàëå-
æèòü ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçïîäiëàì V (±1)
i W (±1). Îñêiëüêè ãiïåðïîâåðõíÿ çàãàëüíî-
ãî òèïó â A2n(U, V ) âiäíîñèòüñÿ äî ãiïåðïî-
âåðõîíü òðåòüîãî êëàñó [1], òî íà íié iñíóc
äâi (f ξ η ρ)-ñòðóêòóðè: (f

1
ξ
1

η
1

ρ
1
) i (f

2
ξ
2

η
2

ρ
2
),

äå ρ
1
6= 0, ρ

2
= 0. Ñòðóêòóðíi îá'cêòè ií-

äóêîâàíèõ (f ξ η ρ)-ñòðóêòóð çàäîâîëüíÿþòü
òîòîæíîñòÿì

f j
i

1

fk
j

1

= −δk
i + ηi

1
ξk

1
,

ηi
1

= −1
ρ
1

f j
i

1

ηj
1

,

f j
i

1

ξi

1
= − ρ

1
ξj

1
,

ξi

1
ηi
1

= 1 + ρ2

1

f j
i

2

fk
j

2

= δk
i + ηi

2
ξk

2
,

f j
i

2

ηj
2

= 0,

f j
i

2

ξi

2
= 0,

ξi

2
ηi
2

= −1,

f j
i

1

fk
j

2

+ f j
i

2

fk
j

1

= ηi
1

ξk

2
+ ηi

2
ξk

1
,

f j
i

1

ηj
2

+ f j
i

2

ηj
1

= − ρ
1
ηi
2

,

ξj

1
fk

j
2

+ ρ
1
ξk

2
= − ξj

2
fk

j
1

,

ξi

1
ηi
2

= − ξi

2
ηi
1

. (6)

Çà îçíà÷åííÿì ñòðóêòóðíèõ îá'cêòiâ ií-
äóêîâàíèõ (f ξ η ρ)-ñòðóêòóð äëÿ ãiïåðïî-
âåðõíi çàãàëüíîãî òèïó ìàcìî

U(
→
Λi
x

) = f j
i

1

→
Λj
x

+ ηi
1

→
N
x

,

U(
→
N
x

) = − ξj

1

→
Λj
x

+ ρ
1

→
N
x

,

V (
→
Λi
x

) = f j
i

2

→
Λj
x

+ ηi
2

→
N
x

,

V (
→
N
x

) = − ξj

2

→
Λj
x

, ρ
1
6= 0,

W (
→
N
x

) = U(V (
→
N
x

)) = U(
→
N
x

) =

= − ξi

1

→
Λi
x

+ ρ
1

→
N
x

, rg ξi

1
= 1.
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Òàêèì ÷èíîì äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 3. Ðåãóëÿðíà íîðìàëiçîâàíà ãi-

ïåðïîâåðõíÿ çàãàëüíîãî òèïó â àíòèêâà-
òåðíiîííîìó ïðîñòîði A2n(U, V ) c ãiïåð-
ïîâåðõíåþ (f ξ η ρ)-ñòðóêòóðè êîðàíãó 1 ç
òicþ âëàñòèâiñòþ, ùî íåíóëüîâå âåêòîð-
íå ïîëå ξ c ïîëåì âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíî-
ãî îïåðàòîðà f , ùî âiäíîñÿòüñÿ äî âëàñíîãî
çíà÷åííÿ ρ 6= 0.

Íåòðèâiàëüíiñòü âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ íà
ãiïåðïîâåðõíi åêâiâàëåíòíà óìîâi rg ξi

1
=

1, îñêiëüêè rg ξi

1
= 0 îçíà÷àc íàëåæíiñòü

âåêòîðiâ
→
N
x

ôóíäàìåíòàëüíîìó ðîçïîäiëó
W (±1) (W (+1), ÿêùî ρ

1
> 0 i W (−1), ÿêùî

ρ
1

< 0).
Çàóâàæèìî, ùî íîðìàëiçîâàíà ãiïåðïî-

âåðõíÿ çàãàëüíîãî òèïó â àíòèêâàòåðíiîí-
íîìó ïðîñòîði c òàêîæ ïîâåðõíåþ ìàéæå
êîíòàêòíî�� ñòðóêòóðè åëiïòè÷íîãî òèïó [1].
Ñôîðìóëüîâàíi òåîðåìè äàþòü ìîæëèâiñòü
ïîáóäîâè, iíâàðiàíòíî ïðècäíàíèõ äî êîæ-
íî�� çâè÷àéíî�� òî÷êè ãiïåðïîâåðõíi çàãàëü-
íîãî òèïó â àíòèêâàòåðíiîííîìó ïðîñòîði
àôiííèõ áàçèñiâ òàêèõ, ÿêi c ÷àñòêîâî êàíî-
íiçîâàíèìè âiäíîñíî ãiïåðïîâåðõíi. Ïîäàëü-
øå äîñëiäæåííÿ ãiïåðïîâåðõîíü çàãàëüíîãî
òèïó çðó÷íî âåñòè ñàìå â òàêèõ áàçèñàõ. Ñå-
ðåä öèõ áàçèñiâ äëÿ îêðåìèõ êëàñiâ ãiïåðïî-
âåðõîíü çàãàëüíîãî òèïó ìîæíà çíàéòè àíà-
ëîãè áàçèñiâ Äàðáó.
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