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ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ

Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè áàçèñíîñòi ñèñòåì Ïiíêåðëå â ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî
íàäiëåíi íîðìàëüíîþ òîïîëîãi¹þ Êåòå.

Su�cient conditions basis of Pincerle systems in space of sequences which to allotment
topology of Kete is obtained.

Ñèñòåìà ôóíêöié âèãëÿäó

{zn(1 + ϕn(z)) : n = 0, 1, ...}, (1)

äå ϕn(0) = 0, n = 0, 1, ... i ôóíêöi¨ ϕn(z)
¹ àíàëiòè÷íèìè â êðóçi |z| < R, íàçèâà¹-
òüñÿ ñèñòåìîþ Ïiíêåðëå. Âiäîìî (äèâ., íà-
ïðèêëàä, [1]) ùî, ÿêùî ϕn(z) ìàþòü ñïiëü-
íó ìàæîðàíòó ϕ(z) â ñåíñi Ïóàíêàðå (òîáòî
|ϕ(k)

n (0)| ≤ ϕ(k)(0), k, n = 0, 1, ...),ÿêà íàëå-
æèòü ïðîñòîðó AR i äëÿ ÿêî¨ ϕ(r) < 1 äëÿ
êîæíîãî r, 0 < r < R, òî ñèñòåìà (1) óòâî-
ðþ¹ áàçèñ (êâàçiñòåïåíåâèé !) ó ïðîñòîði AR.

Çà àíàëîãi¹þ ñèñòåìó ïîñëiäîâíîñòåé

{ψn}∞n=0, (ψn)i =





0, i < n,
1, i = n,

a
(n)
i−n, i > n,

(2)

äå a
(n)
k , n = 0, 1, ..., k = 1, 2, ... � äåÿêi

êîìïëåêñíi ÷èñëà, áóäåìî íàçèâàòè ñèñòå-
ìîþ Ïiíêåðëå.

Íåõàé E - âåêòîðíèé ïðîñòið ïîñëiäîâíî-
ñòåé êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ùî ìiñòèòü ïðîñòið
óñiõ ôiíiòíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, à Eα � ïðîñòið
âçà¹ìíèé çà Êåòå äî ïðîñòîðó E, òîáòî

Eα = {v : pv(x) =
∞∑

k=0

|xkvk| < +∞,

∀x = (xk) ∈ E}.
Íîðìàëüíà òîïîëîãiÿ ν íà E âèçíà÷à¹òüñÿ
íàáîðîì ïåðåäíîðì {pv : v ∈ Eα}. Ïðîñòið E
íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëèì, ÿêùî (Eα)α = E.
Ïðîñòið (E, ν) � ïîâíèé òîäi i òiëüêè òîäi,

êîëè E � äîñêîíàëèé. Ñèñòåìà îðòiâ {en; n ≥
0}, äå en = (δkn)∞k=0, à δkn � ñèìâîë Êðîíå-
êåðà, óòâîðþ¹ àáñîëþòíèé áàçèñ ó ïðîñòîði
(E, ν). Áàçèñ {xn} ïðîñòîðó (E, ν) íàçèâà-
¹òüñÿ åêâiâàëåíòíèì äî áàçèñó {en}, ÿêùî
iñíó¹ içîìîðôiçì L ïðîñòîðó (E, ν) òàêèé,
ùî Len = yn, n = 0, 1, .... Ïðèïóñòèìî, ùî ñè-
ñòåìà Ïiíêåðëå (2) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâ-
íîñòåé ψn, n = 0, 1, ... , ÿêi íàëåæàòü ïðîñòî-
ðó E. Íåõàé äëÿ ïîñëiäîâíîñòi x = (xn) ∈ E
iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë cn òà-
êà, ùî

x =
∞∑

n=0

cnψn, (3)

ïðè÷îìó ðÿä (3) çáiãà¹òüñÿ â E çà òîïîëîãi-
¹þ ν. Ç ðiâíîñòi (3) i òîãî, ùî ôóíêöiîíàëè
δi(x) = xi, i = 0, 1, ... � íåïåðåðâíi â (E, ν)
âèïëèâà¹, ùî

cm +
m−1∑
n=0

cna
(n)
m−n = xm,m ≥ 0. (4)

Îñêiëüêè ñèñòåìà ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (4)
âiäíîñíî íåâiäîìèõ cm,m = 0, 1, ... ìà¹ òðè-
êóòíèé âèãëÿä, òî âîíà çàâæäè ìà¹ ¹äèíèé
ðîçâ'ÿçîê. Òîìó, ÿêùî äëÿ åëåìåíòà x =
(xn) ∈ E ðîçêëàä (4) ¹ ïðàâèëüíèì â (E, ν),
òî âií ¹äèíèé.

Çíàéäåìî óìîâè, ïðè ÿêèõ ðîçêëàä âè-
ãëÿäó (3) áóäå ïðàâèëüíèì äëÿ äîâiëüíîãî
åëåìåíòà x ∈ E. Äëÿ öüîãî íàì áóäå ïîòðiá-
íà íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà. Íåõàé ai(i = 1, 2, ...) � òàêi íå-
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âiä'¹ìíi ÷èñëà, ùî

|a(n)
i | ≤ ai, n = 0, 1, ..., i = 1, 2, .... (5)

Òîäi, ÿêùî (cm) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

cm −
m−1∑
n=0

cnam−n = |xm|,m ≥ 0. (6)

i (cm) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (4), òî
|cm| ≤ cm,m = 0, 1, ....

Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî |c0| = c0 = |x0|.
Äîïóñòèìî, ùî íåðiâíîñòi |ci| ≤ ci âèêîíó-
þòüñÿ ïðè i = 0, 1, ...m− 1. Òîäi

|cm| ≤ |xm|+
m−1∑
n=0

|cn||a(n)
m−n|

≤ |xm|+
m−1∑
n=0

cnam−n = cm.

Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâäi |cm| ≤ cm ïðè m =
0, 1, ....

Òåîðåìà. Íåõàé E � äîñêîíàëèé âåêòîð-
íèé ïðîñòið ïîñëiäîâíîñòåé êîìïëåêñíèõ
÷èñåë. Òîäi ÿêùî ñèñòåìà

{ϕn}∞n=0, (ϕn)i =





0, i < n,
1, i = n,
−ai−n, i > n

(7)

åëåìåíòiâ ç E óòâîðþ¹ áàçèñ â ïðîñòîði
(E, ν), ùî åêâiâàëåíòíèé äî áàçèñó ç îðòiâ
{en}, ÷èñëà am,m = 1, 2, ... � íåâiä'¹ìíi i âè-
êîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (5), òî ñèñòåìà (2)
óòâîðþ¹ áàçèñ â ïðîñòîði (E, ν).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið E äîñêî-
íàëèé, òî âií íîðìàëüíèé. Òîìó ç íåðiâíî-
ñòåé (5) i óìîâ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî åëå-
ìåíòè ñèñòåìè (2) íàëåæàòü äî ïðîñòîðó E

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò x = (xn) ∈
E. Íåõàé (cm) � ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ñèñòå-
ìè (4). Ïðîñòið E íîðìàëüíèé, òîìó ïîñëi-
äîâíiñòü |x| = (|xn|) ∈ E. Îñêiëüêè ñèñòåìà
(7) óòâîðþ¹ áàçèñ â ïðîñòîði (E, ν), òî ðÿä
∞∑

n=0

cnϕn (òóò (cn) � ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ ñè-
ñòåìè (6) ) çáiãà¹òüñÿ â ïðîñòîði (E, ν) äî

åëåìåíòà |x|. Ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî |cm| ≤ cm,
ïðè m = 0, 1, .... Ïîêàæåìî, ùî ðÿä

∞∑
n=0

cnψn

çáiãà¹òüñÿ ó ïðîñòîði (E, ν). Iç çáiæíîñòi â
(E, ν) ðÿäó

∞∑
n=0

cnϕn âèïëèâà¹, ùî

pv(

p∑

n=k

cnϕn) →
k,p→∞

0,∀v ∈ Eα.

Äëÿ êîæíîãî v ∈ Eα âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

pv(

p∑

n=k

cnψn) ≤
p∑

n=k

|cn|pv(ψn) ≤

≤
p∑

n=k

cnpv(ϕn) ≤

≤ pv(

p∑

n=k

cnϕn) + 2

p∑

n=k

cn|vn|.

Iç öèõ íåðiâíîñòåé i çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

n=0

cnen

â (E, ν) âèïëèâà¹, ùî

pv(

p∑

n=k

cnψn) →
k,p→∞

0,∀v ∈ Eα.

Òîìó ðÿä
∞∑

n=0

cnψn çáiãà¹òüñÿ â (E, ν),
îñêiëüêè ïðîñòið (E, ν) � ïîâíèé. Ðiâíiñòü
∞∑

n=0

cnψn = x âèïëèâà¹ iç ñïîñîáó âèçíà÷åííÿ

÷èñåë cn, n = 0, 1, ... i òîãî, ùî íîðìàëüíà òî-
ïîëîãiÿ ìàæîðó¹ òîïîëîãiþ ïîêîîðäèíàòíî¨
çáiæíîñòi. Cäèíiñòü ðîçêëàäó åëåìåíòà x â
ðÿä âèäó (3) âiäçíà÷àëàñÿ ðàíiøå.

Çàóâàæåííÿ 1. Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè
âèïëèâà¹, ùî ÿêùî â ïðîñòîði (E, ν) äi¹ òå-
îðåìà Áàíàõà ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð, òî-
ìó ñèñòåìà {ψn} óòâîðþ¹ â (E, ν) áàçèñ,
åêâiâàëåíòíèé äî áàçèñó ç îðòiâ.

Çàóâàæåííÿ 2. Òåîðåìà çàëèøèòüñÿ
ïðàâèëüíîþ, ÿêùî óìîâó òîãî, ùî {ϕn}
óòâîðþ¹ áàçèñ, åêâiâàëåíòíèé äî {en}, çà-
ìiíèòè íàñòóïíîþ: iç çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

n=0

cnϕn âèïëèâà¹, ùî (cn) ∈ E. Îñòàííÿ
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óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ÿêùî {ϕn}
� àáñîëþòíèé áàçèñ â (E, ν).

Çàóâàæåííÿ 3. Iç çáiæíîñòi ðÿäó
∞∑

n=0

cnϕn â (E, ν) âèïëèâà¹, ùî

∀v = {vn} ∈ Eα : cnvn →
n→∞

0,

çâiäêè îäåðæó¹ìî, ùî

∀v = {vn} ∈ Eα∃M > 0 :

|cn||vn| ≤ M, n ≥ 0, (8)

.
Äëÿ áiëüøîñòi êîíêðåòíèõ ïðîñòîðiâ ïî-

ñëiäîâíîñòåé ç óìîâè (8) âèïëèâà¹, ùî
{cn} ∈ E. Íåõàé, íàïðèêëàä, ïðîñòið E òà-
êèé, ùî

∀{vn} ∈ Eα∃{wn} ∈ Eα :

∞∑
n=0

|vn|
|wn| < +∞. (9)

Ç óìîâ(8) i (9) i óìîâè äîñêîíàëîñòi ïðî-
ñòîðó E âèïëèâà¹, ùî (cn) ∈ E. Óìîâà æ (9)
âèêîíó¹òüñÿ, íàïðèêëàä, äëÿ âñiõ ïðîñòîðiâ,
ùî âõîäÿòü äî êëàñèôiêàöi¨ (äèâ. [2]).

Òîìó äëÿ ïðîñòîðiâ E, âçà¹ìíi äî ÿêèõ
âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ (9), òåîðåìà áóäå
ïðàâèëüíîþ, ÿêùî âèìàãàòè, ùîá ñèñòåìà
{ϕn} óòâîðþâàëà áàçèñ ó ïðîñòîði (E, ν).

Äëÿ çàñòîñóâàííÿ äîâåäåíî¨ òåîðåìè
äî êîíêðåòíèõ ïðîñòîðiâ ïîñëiäîâíîñòåé
ïîòðiáíî çíàòè óìîâè áàçèñíîñòi ñèñòåìè
Ïiíêåðëå âèãëÿäó (7).

Ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó ñèñòåìó (7) i ïðè-
ïóñòèìî, ùî a = ϕ0. Òîäi ϕn = en × a,
äå ìíîæåííÿ (çãîðòêà) x× y ïîñëiäîâíîñòåé
x = (xn) òà y = (yn) âèçíà÷à¹òüñÿ çà ïðàâè-
ëîì

(x× y)n =
n∑

k=0

xkyn−k.

Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà (7) óòâîðþ¹ â (E, ν)
áàçèñ, åêâiâàëåíòíèé äî {en}, òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè îïåðàòîð ìíîæåííÿ

Ax = a× x, x ∈ E (10)

(òóò a = ϕ0) ¹ içîìîðôiçìîì ïðîñòîðó (E, ν).
Óìîâè (íåîáõiäíi òà äîñòàòíi), ïðè ÿêèõ îïå-
ðàòîð ìíîæåííÿ (10) ¹ içîìîðôiçìîì â òèõ
÷è iíøèõ ïðîñòîðàõ ïîñëiäîâíîñòåé, âèâ÷åíi
äîñèòü äîáðå ó ïðàöÿõ Þ.Ô.Êîðîáåéíiêà òà
éîãî ó÷íiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [3]-[6]). Âèêî-
ðèñòîâóþ÷è öi òâåðäæåííÿ, ëåãêî îäåðæàòè
êîíêðåòèçàöi¨ òåîðåìè äëÿ ðiçíèõ ïðîñòîðiâ
ïîñëiäîâíîñòåé (÷è içîìîðôíèõ äî íèõ ïðî-
ñòîðiâ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié).

Òàê, íàïðèêëàä, ÿêùî äëÿ ñèñòåìè (1) âè-
êîíóþòüñÿ ñôîðìóëüîâàíi ó âñòóïi óìîâè, òî
îïåðàòîð ìíîæåííÿ, ÿêèé íàáóâà¹ ó ïðîñòî-
ði AR âèãëÿäó (Af)(z) = (1−ϕ(z))f(z), ¹ içî-
ìîðôiçìîì ïðîñòîðó AR, îñêiëüêè 1−ϕ(z) 6=
0 ïðè |z| < R. Òàêèì ÷èíîì, iç äîâåäåíî¨ òå-
îðåìè, ÿê íàñëiäîê, ìè îäåðæó¹ìî ñôîðìó-
ëüîâàíó ðàíiøå òåîðåìó Ïiíêåðëå.
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