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F (t, x, x′) = 0, x(0) = 0

Äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ òà cäèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íåÿâíî�� çàäà÷i Êîøi ç ïîòðiáíèì àñèìïòî-
òè÷íèì ïîâîäæåííÿì.

The existence and the uniqueness of initial value problem's solution with a needed asymptotic
behaviour is being proved.

Äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ïîõiäíî��
íåâiäîìî�� ôóíêöi��, äîñëiäæóâàëèñÿ ïèòàí-
íÿ ïðî iñíóâàííÿ, êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, ïðî
çáiæíiñòü äî ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâíîñòåé íàá-
ëèæåíü (äèâ. [1], [6], [7], [8]). Âîäíî÷àñ ïèòà-
ííÿ ïðî àñèìïòîòè÷íå ïîâîäæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ òàêèõ ðiâíÿíü ïðàêòè÷íî íå âèâ÷åíi. Ó
äàíié ñòàòòi äîâîäèòüñÿ iñíóâàííÿ cäèíîãî
íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîãî ðîçâ'ÿçêó ç
íåîáõiäíèìè àñèìïòîòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè. Âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè ÿêiñíî�� òåîði��
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (äèâ. [2], [3], [5], à
òàêîæ [4]). Çàïðîïîíîâàíà ñõåìà ìiðêóâàíü
(äèâ. [4]) äàc ìîæëèâiñòü ïðîâîäèòè ëîêàëü-
íèé àíàëiç ÿê ðåãóëÿðíèõ, òàê i ñèíãóëÿðíèõ
çàäà÷ Êîøi âèãëÿäó F (t, x, x′) = 0, x(0) = 0
â îêîëi ïî÷àòêîâî�� òî÷êè t = 0.

Ó ïåðøié ÷àñòèíi ðîáîòè ðîçãëÿäàcòüñÿ
ðåãóëÿðíà çàäà÷à Êîøi

F (t, x, x′) = 0, (1)

x(0) = 0, (2)

äå t � äiéñíà çìiííà, t ∈ (0, τ), x : (0, τ) →
R � íåâiäîìà äiéñíà ôóíêöiÿ çìiííî�� t, F :
D → R � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x| < r1t
2, |y| < r2t}.

Ïåðåäáà÷àcòüñÿ, ùî

F (t, x, x′) = a1t + a2x + a3x
′ + f(t, x, x′)

òà âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

1) ai, i ∈ {1, 2, 3} � ñòàëi, a3 6= 0,
∣∣∣∣
a1

a3

∣∣∣∣ < min{2r1, r2};

2) äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê (t, xi, y) ∈ D,
(t, x, yi) ∈ D, i ∈ {1, 2}
|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 l1(t)|x1 − x2|,
|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6 l2(t)|y1 − y2|,
äå li : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi
ôóíêöi��,

lim
t→+0

li(t) = 0, i ∈ {1, 2};

3) ÿêùî ñòàëà c âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

c = − a1

2a3

, (3)

òî

|f(t, ct2, 2ct)| 6 tξ(t), t ∈ (0, τ),

äå ξ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äè-
ôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ,

ξ′(t) > 0, t ∈ (0, τ),

lim
t→+0

ξ(t) = 0, lim
t→+0

t

ξ(t)
= ξ0,

0 6 ξ0 < +∞.

Îçíà÷åííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ρ ∈ (0, τ)
áóäåìî íàçèâàòè ρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),
(2) íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíó ôóíêöiþ
x : (0, ρ] → R, ùî çàäîâîëüíÿc óìîâè:
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1) (t, x(t), x′(t)) ∈ D ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ];
2) ôóíêöiÿ x ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ] òîòîæíî

çàäîâîëüíÿc ðiâíÿííÿ (1).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U1(ρ,M) ìíîæèíó
âñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
u : (0, ρ] → R òàêèõ, ùî

|u(t)− ct2| ≤ Mt2ξ(t),

|u′(t)− 2ct| ≤ Mtξ(t), t ∈ (0, ρ]. (4)

Òóò ρ,M � ñòàëi, ρ ∈ (0, τ), ñòàëà c
âèçíà÷àcòüñÿ ðiâíiñòþ (3).

Òåîðåìà 1. Iñíóþòü òàêi ñòàëi ρ,M,
ùî çàäà÷à (1), (2) ìàc îäèí i òiëüêè
îäèí ρ-ðîçâ'ÿçîê, ùî íàëåæèòü ìíîæèíi
U1(ρ,M).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèáèðàcìî ρ,M .
Íåõàé M çàäîâîëüíÿc óìîâó

M >
|a1a2|

a2
3

ξ0 +
2

|a3| .

Óìîâè, ùî âèçíà÷àþòü âèáið ρ, òóò íå íàâî-
äèìî; âiäçíà÷èìî ëèøå, ùî ρ äîñòàòíüî ìà-
ëå. Íåõàé B � ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåí-
öiéîâíèõ ôóíêöié x : [0, ρ] → R iç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(
|x(t)|+ |x′(t)|

)
(5)

òà íåõàé U � ïiäìíîæèíà B, êîæíèé åëå-
ìåíò u : [0, ρ] → R ÿêî�� çàäîâîëüíÿc íåðiâíî-
ñòi (4), ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = 0. Ìíî-
æèíà U çàìêíóòà é îáìåæåíà. Ðîçãëÿíåìî
äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

x′ = −a1

a3

t− a2

a3

x− 1

a3

f(t, u(t), u′(t)) (6)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (2), äå u ∈ U � äî-
âiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ. Äàëi ïðîâîäÿ-
òüñÿ ìiðêóâàííÿ, àíàëîãi÷íi äîâåäåííþ òåî-
ðåìè 1 iç [4] ó âèïàäêó b < 2σ (äèâ. [4], ñòîð.
302-305); ÿêùî çáåðåãòè òåðìiíîëîãiþ òà ïî-
çíà÷åííÿ ç [4], òî ñïî÷àòêó âñòàíîâëþcòüñÿ,
ùî êîæíà iíòåãðàëüíà êðèâà ðiâíÿííÿ (6),
ùî ïåðåòíóëà ìíîæèíó

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct2| = Mt2ξ(t)},

ïîáëèçó òî÷êè ïåðåòèíàííÿ (t0, x0) ∈ Φ1 ðîç-
òàøîâàíà òàê: âîíà ëåæèòü â îáëàñòi

D1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct2| < Mt2ξ(t)}
ïðè t > t0 i ëåæèòü ïîçà D1 ïðè t < t0. Çâiä-
ñè âèïëèâàc, ùî ñåðåä iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ
ðiâíÿííÿ (6), ùî ïåðåòèíàþòü ìíîæèíó

H = {(t, x) : t = ρ, |x− cρ2| < Mρ2ξ(ρ)},
çíàéäåòüñÿ õî÷à á îäíà (ïîçíà÷èìî ���� ÷åðåç
Ju : (t, xu(t))), ùî âèçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, ρ] i
ëåæèòü ó D1 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Ïîòiì äî-
âîäèìî, ùî òàêà iíòåãðàëüíà êðèâà cäèíà;
äëÿ öüîãî ðîçãëÿäàcòüñÿ îäíîïàðàìåòðè÷íå
ñiìåéñòâî êðèâèõ

Φ3(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− xu(t)| = νt2},
äå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1]. Íåâàæêî ïå-
ðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî xu ∈ U (ÿêùî âçÿ-
òè, çà îçíà÷åííÿì, xu(0) = 0, x′u(0) = 0).
Âèçíà÷àcìî îïåðàòîð T : U → U , ââàæàþ-
÷è Tu = xu i äîâîäèìî, ùî öåé îïåðàòîð c
îïåðàòîðîì ñòèñêó. Äëÿ öüîãî ïîòðiáíî âçÿ-
òè áóäü-ÿêi u1, u2 ∈ U , ‖u1 − u2‖B = h, h > 0
i ââàæàòè

Φ2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| = ht},
äå x2 = Tu2. Ðîçãëÿäàcìî ðiâíÿííÿ (6), äå
u = u1, i äîâîäèìî, ùî êîæíà iíòåãðàëü-
íà êðèâà öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêà ïåðåòíóëà Φ2

â áóäü-ÿêié òî÷öi (t0, x0) ∈ Φ2, ðîçòàøîâà-
íà ïîáëèçó òî÷êè ïåðåòèíàííÿ òàê: âîíà ëå-
æèòü â îáëàñòi

D2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− x2(t)| < ht}
ïðè t > t0 i ëåæèòü ïîçàD2 ïðè t < t0. Çâiäñè
âèïëèâàc, ùî iíòåãðàëüíà êðèâà (t, x1(t)), äå
x1 = Tu1, ëåæèòü ó D2 ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ].
Òîìó

|x1(t)− x2(t)| < ht,

|x′1(t)− x′2(t)| <
1

3
h, t ∈ (0, ρ].

Îòæå,
‖x1 − x2‖B 6 1

2
h,
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àáî

‖Tu1 − Tu2‖B 6 1

2
‖u1 − u2‖B.

Ïðîâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âè-
áîðó u1, u2 ∈ U . Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1
çàâåðøócòüñÿ çàñòîñóâàííÿì äî îïåðàòîðà
T : U → U ïðèíöèïó íåðóõîìî�� òî÷êè Áàíà-
õà.

Ó äðóãié ÷àñòèíi ðîáîòè ðîçãëÿäàcòüñÿ
ñèíãóëÿðíà çàäà÷à Êîøi (1), (2), äå t � äié-
ñíà çìiííà, x : (0, τ) → R � íåâiäîìà äiéñíà
ôóíêöiÿ çìiííî�� t, F : D → R � íåïåðåðâíà
ôóíêöiÿ,

D = {(t, x, y) : t ∈ (0, τ), |x| < r1t, |y| < r2}.
Ïåðåäáà÷àcòüñÿ, ùî

F (t, x, x′) = a1t + a2x + a3t(x
′)γ + f(t, x, x′)

òà âèêîíàíi íàñòóïíi óìîâè:

1) ai, i ∈ {1, 2, 3} � ñòàëi, a3 6= 0, γ � íàòó-
ðàëüíå, γ > 2;

2) |f(t, x, y)| 6 tξ(t), (t, x, y) ∈ D, äå
ξ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äèôå-
ðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ,

lim
t→+0

ξ(t) = 0, lim
t→+0

t
ξ′(t)
ξ(t)

= ξ0,

0 6 ξ0 < +∞;

3) ðiâíÿííÿ a1 +a2c+a3c
γ = 0 ìàc äiéñíèé

êîðiíü c 6= 0, ÿêèé çàäîâîëüíÿc óìîâè

|c| < min{r1, r2}, (1 + ξ0)γcγ−1 6= −a2

a3

;

4) ÿêùî − a2

a3γcγ−1
< 1, àáî ÿêùî

− a2

a3γcγ−1
> 1 + ξ0, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ òî-

÷îê (t, xi, y) ∈ D, (t, x, yi) ∈ D, i ∈ {1, 2}
|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6 l2t|x1 − x2|,
|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6 l3t|y1 − y2|,

äå l2, l3 � ñòàëi,
(∣∣∣∣

a2

a3

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a2

a3

+ γcγ−1

∣∣∣∣
)

l2 + l3
|a3| <

<

∣∣∣∣
a2

a3

+ γcγ−1

∣∣∣∣ γ|c|γ−1;

ÿêùî æ 1 6 − a2

a3γcγ−1
< 1 + ξ0, òî

äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê (t, xi, y) ∈ D,
(t, x, yi) ∈ D, i ∈ {1, 2}
|f(t, x1, y)− f(t, x2, y)| 6

6 l2t(ξ(t))
σ|x1 − x2|,

|f(t, x, y1)− f(t, x, y2)| 6
6 l3t(ξ(t))

σ|y1 − y2|,
äå l2, l3, σ � ñòàëi,

− 1

ξ0

(
a2

a3γcγ−1
+ 1

)
< σ < 1.

ßê i â ïåðøié ÷àñòèíi ðîáîòè, ââîäèìî îçíà-
÷åííÿ ρ-ðîçâ'ÿçêà çàäà÷i (1), (2).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U2(ρ,M, q) ìíîæèíó
âñiõ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié
u : (0, ρ] → R òàêèõ, ùî

|u(t)− ct| 6 Mtξ(t),

|u′(t)− c| 6 qMξ(t), t ∈ (0, ρ]. (7)

Òóò ρ,M, q � ñòàëi, ρ ∈ (0, τ), ñòàëà c âèçíà-
÷åíà óìîâîþ 3).

Òåîðåìà 2. ßêùî − a2

a3γcγ−1
> 1 + ξ0, òî

iñíóþòü ñòàëi ρ,M, q òàêi, ùî çàäà÷à (1),
(2) ìàc íåñêií÷åííó ìíîæèíó ρ-ðîçâ'ÿçêiâ,
ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi U2(ρ, M, q). Ïðè
öüîìó ÿêùî ñòàëà α çàäîâîëüíÿc óìî-
âó |α− cρ| < Mρξ(ρ), òî iñíóc cäèíèé
ρ-ðîçâ'ÿçîê xα ∈ U2(ρ,M, q) çàäà÷i (1), (2)
òàêèé, ùî xα(ρ) = α.

ßêùî æ − a2

a3γcγ−1
< 1 + ξ0, òî iñíóþòü

ñòàëi ρ,M, q òàêi, ùî çàäà÷à (1), (2) ìàc
cäèíèé ρ-ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ìíî-
æèíi U2(ρ,M, q).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó âèáèðàcìî ñòàëi
ρ,M, q. Íåõàé

M >

∣∣∣∣
a2

a3

+ (1 + ξ0)γcγ−1

∣∣∣∣
−1

,
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q > (γ|c|γ−1)−1

(∣∣∣∣
a2

a3

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣
a2

a3

+ γcγ−1(1 + ξ0)

∣∣∣∣
)

.

Óìîâè, ùî âèçíà÷àþòü âèáið ρ, òóò íå íà-
âîäÿòüñÿ; âiäçíà÷èìî ëèøå, ùî ρ äîñòàò-
íüî ìàëå. Íåõàé B � ïðîñòið íåïåðåðâ-
íî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié x : [0, ρ] → R
iç íîðìîþ (5). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U ïiä-
ìíîæèíó B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R
ÿêî�� çàäîâîëüíÿc óìîâàì (7), ïðè÷îìó
u(0) = 0, u′(0) = c. Ìíîæèíà U çàìêíóòà é
îáìåæåíà. Ïåðåòâîðèìî ðiâíÿííÿ (1) äî âè-
ãëÿäó

γcγ−1t(x′ − c) = −a2

a3

(x− ct)−

−t

γ∑
r=2

Cr
γ cγ−r(x′ − c)r − 1

a3

f(t, x, x′)

òà áóäåìî äàëi ðîçãëÿäàòè äèôåðåíöiàëüíå
ðiâíÿííÿ

x′ = c + (γcγ−1t)−1

(
−a2

a3

(x− ct)− t

γ∑
r=2

Cr
γ×

×cγ−r(u′(t)− c)r − 1

a3

f(t, u(t), u′(t))

)
, (8)

äå u ∈ U � äîâiëüíà ôiêñîâàíà ôóíêöiÿ. Äà-
ëi ïðîâîäèìî ìiðêóâàííÿ, öiëêîì àíàëîãi÷íi
äîâåäåííþ òåîðåìè 1 iç [4] (äèâ. [4], ñòîð.
302-305). Ïðè öüîìó ïîçíà÷àcìî

Φ1 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x− ct| = Mtξ(t)},
Φ2 = {(t, x) : t ∈ (0, ρ], |x−x2(t)| = ηt(ξ(t))λh},

Φ3(ν) = {(t, x) : t ∈ (0, ρ],

|x− xu(t)| = νtξ(t)(− ln t)},
äå ν � ïàðàìåòð, ν ∈ (0, 1], λ, η � ñòàëi, ùî
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè: ÿêùî − a2

a3γcγ−1
< 1,

àáî ÿêùî − a2

a3γcγ−1
> 1 + ξ0, òî λ = 0,

l2 + l3
|a3|

∣∣∣∣
a2

a3

+ γcγ−1

∣∣∣∣
−1

< η <

<

(
γ|c|γ−1 − l2 + l3

|a3|
) ∣∣∣∣

a2

a3

∣∣∣∣
−1

;

ÿêùî æ 1 6 − a2

a3γcγ−1
< 1 + ξ0, òî λ = σ,

η >
2(l2 + l3)

|a3|

∣∣∣∣(1 + σξ0)γcγ−1 +
a2

a3

∣∣∣∣
−1

.

Äàëi ìiðêócìî òàê ñàìî, ÿê i ïðè äîâå-
äåííi òåîðåìè 1. Âñòàíîâëþcìî, ùî çàäà-
÷à (8), (2) ìàc cäèíèé ðîçâ'ÿçîê xu ∈ U ,
àáî âèáèðàcìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê çà âèçíà÷å-
íèì ïðàâèëîì; âèáið ðîçâ'ÿçêó çäiéñíþcòüñÿ
îäíîçíà÷íî (äèâ. [4], ñòîð. 303). Äàëi
âèçíà÷àcìî îïåðàòîð T : U → U , ââàæàþ÷è
Tu = xu, i äîâîäèìî, ùî öåé îïåðàòîð c îïå-
ðàòîðîì ñòèñêó. Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ
òåîðåìè 2 çàëèøàcòüñÿ çàñòîñóâàòè ïðèíöèï
íåðóõîìî�� òî÷êè Áàíàõà.
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