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Äîâåäåíî âèïàäêîâó åðãîäè÷íó òåîðåìó òèïó òåîðåìè Êàêóòàíi. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ åíòðî-
ïi�� äëÿ äèíàìi÷íèõ ñèñòåì iç ñòàöiîíàðíîþ ìiðîþ. Ïðè öüîìó äîâåäåíî òåîðåìó, àíàëîãi÷íó
äî òåîðåìè Àáðàìîâà-Ðîõëiíà ïðî åíòðîïiþ êîñîãî çñóâó.

The random ergodic theorem of type Kakutani theorem is proved. The conception of entropy
is introduced for dynamical systems with stationary measure. The theorem, which is analogous to
the Abramov-Rohlin theorem on entropy of cross shift, is proved.

1. Âñòóï
Êëàñè÷íà åðãîäè÷íà òåîðiÿ ìàc ñïðàâó ç

äèíàìi÷íèìè ñèñòåìàìè âèãëÿäó (T, X, µ),
äå (X, µ) � ïðîñòið ç ìiðîþ, à T � âèìið-
íå ïåðåòâîðåííÿ X, ùî çáåðiãàc ìiðó µ. Ñó-
÷àñíiøà òî÷êà çîðó íà äèíàìi÷íi ñèñòåìè
ïîëÿãàc ó ðîçãëÿäi ñèñòåì âèãëÿäó (T̄ , X, µ),
äå T̄ = {T1, ..., Tn} � íàáið ïåðåòâîðåíü, à
ìiðà µ � êâàçiiíâàðiàíòíà, òîáòî (Ti)∗µ ≤ µ;
i = 1, ..., n.

Ñïðîáè äîâåñòè åðãîäè÷íi òåîðåìè òèïó
òåîðåì Áiðêãîôà àáî ôîí Íåéìàíà, à òà-
êîæ ïîáóäóâàòè åíòðîïiéíó òåîðiþ äëÿ òà-
êèõ ñèñòåì íàøòîâõóþòüñÿ íà çíà÷íi òðóä-
íîùi. Ñèòóàöiÿ ñòàc êðàùîþ, êîëè çðîáèòè
ïðèïóùåííÿ, ùî ìiðà µ ñòàöiîíàðíà, òîáòî
çàäîâîëüíÿc ñïiââiäíîøåííÿ

µ =
m∑

i=1

pi(Ti)∗µ (1)

äëÿ äåÿêîãî ðîçïîäiëó éìîâiðíîñòåé P̄ =

{p1, ..., pm}, pi > 0,
m∑

i=1

pi = 1.

Ìåòîþ öic�� ðîáîòè c äîâåñòè âèïàäêîâó
åðãîäè÷íó òåîðåìó òèïó òåîðåìè Êàêóòà-
íi òà ââåñòè ïîíÿòòÿ åíòðîïi�� äëÿ äèíàìi÷-
íèõ ñèñòåì iç ñòàöiîíàðíîþ ìiðîþ, äîâiâøè
ïðè öüîìó òåîðåìó, àíàëîãi÷íó äî òåîðåìè
Àáðàìîâà-Ðîõëiíà [1] ïðî åíòðîïiþ êîñîãî
çñóâó.

Äèíàìi÷íi ñèñòåìè (T̄ , X, µ) ìîæíà iíòåð-
ïðåòóâàòè ÿê ñèñòåìè (G,X, µ), äå G � ãðó-

ïà àáî íàïiâãðóïà ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðó X,
ïîðîäæåíà ïåðåòâîðåííÿìè T1, ..., Tm. Ïðè
âèâ÷åííi ãðóïîâèõ äié ñòàöiîíàðíi ìiðè ç'ÿâ-
ëÿþòüñÿ, íàïðèêëàä, â òåîði�� Ôþðñòåíáåðãà
ãðàíèöi Ïóàññîíà [2], à òàêîæ ïðè âèâ÷åííi
ãðàíè÷íèõ ìíîæèí Êëåéíîâèõ ãðóï. Íàïiâ-
ãðóïè i àñîöiéîâàíi ç íèìè ñòàöiîíàðíi ìiðè
âèíèêàþòü ïðè âèâ÷åííi ôðàêòàëiâ [3], â ìà-
òðè÷íèõ ïðîáëåìàõ òà iíøèõ ïèòàííÿõ.

Ðåçóëüòàòè öic�� ðîáîòè âiäíîñÿòüñÿ äî òå-
îði�� äi�� çi ñòàöiîíàðíîþ ìiðîþ âiëüíî�� íàïiâ-
ãðóïè. Ïîäàëüøèé ��õ ðîçâèòîê, à òàêîæ ïî-
øèðåííÿ åðãîäè÷íî�� òåîði�� äié iç ñòàöiîíàð-
íîþ ìiðîþ íà iíøi ãðóïè òà íàïiâãðóïè c
ïåðøî÷åðãîâîþ çàäà÷åþ.

2. Êîíñòðóêöiÿ êîñîãî çñóâó
Äàëi âñþäè â ðîáîòi ìè ââàæàòèìå-

ìî çàôiêñîâàíîþ äèíàìi÷íó ñèñòåìó D =
(T̄ , X, µ), T̄ = {T1, ..., Tm}, äå ìiðà µ c
(T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíîþ (òîáòî çàäîâîëüíÿc (1))
äëÿ äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ðîçïîäiëó éìîâið-
íîñòåé P̄ = {p1, ..., pm}. Ç ñèñòåìîþ D ïîâ'ÿ-
æåìî êîñèé çñóâ Q i ñòàöiîíàðíèé ìàðêîâ-
ñüêèé ïðîöåñ íà X íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé (σ, Ω, ν) � çñóâ Áåðíóëëi, ïîðîäæå-
íèé ðîçïîäiëîì P̄ , òîáòî:

Ω = {1, ..., m}N � ïðîñòið íåñêií÷åííèõ
âïðàâî ïîñëiäîâíîñòåé ω = ω1ω2...ωn... ñèì-
âîëiâ àëôàâiòó Z = {1, ..., m};

ν � ìiðà Áåðíóëëi, çàäàíà ðîçïîäiëîì
P̄ íà σ-àëãåáði ìíîæèí, ïîðîäæåíèõ öèëií-
äðè÷íèìè ìíîæèíàìè;
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σ : Ω → Ω � ëiâèé çñóâ, (σω)n = ωn+1,
n ≥ 1.

Íåõàé Z∗ � ìíîæèíà óñiõ ñêií÷åííèõ ñëiâ
íàä àëôàâiòîì Z, ÿêó òàêîæ áóäåìî ðîçãëÿ-
äàòè ÿê âiëüíó íàïiâãðóïó, â ÿêié äîáóòêîì
ñëiâ u, v ∈ Z∗ c ñëîâî uv. Öèëiíäðè÷íà ìíî-
æèíà Cω = ωΩ âèçíà÷àcòüñÿ ÿê ìíîæèíà
òèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ùî ïî÷èíàþòüñÿ çi ñëî-
âà ω. Ìiðà òàêî�� ìíîæèíè âèçíà÷àcòüñÿ ñïiâ-
âiäíîøåííÿì

ν(Cω) = pω1pω2 ...pωn ,

ÿêùî ω = ω1ω2...ωn ∈ Z∗.
Ñëîâó ω = ω1ω2...ωn âiäïîâiäàc ïåðåòâî-

ðåííÿ
Tω = Tωn ◦ ... ◦ Tω2 ◦ Tω1 ,

ùî c êîìïîçèöicþ ïåðåòâîðåíü Tω1 , Tω2 ,...,
Tωn (îñêiëüêè ïåðåòâîðåííÿ äiþòü çëiâà, òî
êîìïîçèöiÿ ïåðåòâîðåíü, ùî âiäïîâiäàþòü
ëiòåðàì ñëîâà ω, ïèøåòüñÿ â ïðîòèëåæíî-
ìó íàïðÿìêó). Òàêèì ÷èíîì, âèíèêàc äiÿ
âiëüíî�� íàïiâãðóïè G = FSm ç m òâiðíèìè
T1, ..., Tm íà ïðîñòîði X (öÿ äiÿ ìîæå áóòè
íåòî÷íîþ, òîáòî äëÿ íåïîðîæíüîãî ñëîâà ω
ïåðåòâîðåííÿ Tω ìîæå áóòè òîòîæíèì).

Êîñèé çñóâ Q : X × Ω → X × Ω âèçíà÷à-
còüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì

Q(x, ω) = (Tω1x, σω),

äå ω1 � ïåðøèé ñèìâîë ïîñëiäîâíîñòi ω.
Íàãàäàcìî, ùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà íàçè-

âàcòüñÿ åðãîäè÷íîþ, ÿêùî âîíà ìàc òiëüêè
òðèâiàëüíi iíâàðiàíòíi ìíîæèíè, òîáòî ∅ i X
çà ìîäóëåì ìíîæèí µ-ìiðè íóëü. Íàñòóïíå
òâåðäæåííÿ óçàãàëüíþc äîáðå âiäîìèé ôàêò
(âïåðøå çãàäàíèé â [4]) ç âèïàäêó iíâàðiàí-
òíî�� ìiðè íà âèïàäîê ñòàöiîíàðíî�� ìiðè.

Òâåðäæåííÿ 1. a) Ìiðà µ × ν c Q-ií-
âàðiàíòíîþ òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè µ c
(T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíîþ ìiðîþ.

b) Äèíàìi÷íà ñèñòåìà D åðãîäè÷íà òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè åðãîäè÷íèì c ïåðåòâî-
ðåííÿ Q.

Öå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê
i ó âèïàäêó iíâàðiàíòíî�� ìiðè [4] i ìè íà öüî-
ìó çóïèíÿòèñÿ íå áóäåìî. Îòæå, ìàcìî äè-
íàìi÷íó ñèñòåìó (Q,X×Ω, µ×ν) ç iíâàðiàíò-

íîþ ìiðîþ, ÿêà íàäàëi âiäiãðàâàòèìå çíà÷íó
ðîëü.

Âèçíà÷èìî ñòàöiîíàðíèé ìàðêîâñüêèé
ïðîöåñ {æn} íà X ç ïåðåõiäíèìè éìîâiðíîñ-
òÿìè

p(x,A) =
m∑

i=1

piχA(Tix),

äå χA � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ìíîæèíè
A. Ç ïðîöåñîì {æn} ïîâ'ÿçàíi îïåðàòîðè M
i M, ùî âiäïîâiäíî äiþòü íà ôóíêöi�� i ìiðè
íàñòóïíèì ÷èíîì:

(Mf)(x) =
m∑

i=1

pif(Tix),

(Mf)(µ) =
m∑

i=1

pi(Ti)∗µ.

Ñòàöiîíàðíiñòü ìiðè µ îçíà÷àc, ùî âî-
íà c íåðóõîìîþ òî÷êîþ îïåðàòîðà M. Ïðî-
öåñ {xn} íàçèâàcòüñÿ åðãîäè÷íèì, ÿêùî â
ïðîñòîði L1(X, µ) M -iíâàðiàíòíèìè ôóíêöi-
ÿìè c òiëüêè ñòàëi ôóíêöi��. Â [4] äîâåäå-
íî, ùî åðãîäè÷íiñòü ïðîöåñó {æn} c åêâiâà-
ëåíòíîþ åðãîäè÷íîñòi ïðîöåñó {xn}. Íàäàëi
ìè íå áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîöåñ {æn},
îäíàê ïîòðiáíî ìàòè íà óâàçi, ùî âií ìàc
áåçïîñåðåäíc âiäíîøåííÿ äî äîâåäåííÿ åðãî-
äè÷íèõ òåîðåì, ïðî ÿêi éäå ìîâà â íàñòóï-
íîìó ðîçäiëi.

3. Åðãîäè÷íi òåîðåìè
Ñïî÷àòêó íàãàäàcìî åðãîäè÷íó òåîðåìó

Åëòîíà [5], ùî âiäiãðàc çíà÷íó ðîëü ïðè âèâ-
÷åííi ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôðàêòàëiâ
[3].

Íåõàé (X, d) � ìåòðè÷íèé ïðîñòið, ó ÿêî-
ìó ìíîæèíè ñêií÷åííîãî äiàìåòðà c âiä-
íîñíî êîìïàêòíèìè (òîáòî ��õíc çàìèêàííÿ
êîìïàêòíi). Íåõàé Ti : X → X; i = 1, ..., m,
� ëiïøiöåâi ïåðåòâîðåííÿ, òîáòî iñíóþòü ÷è-
ñëà λi, i = 1, ..., m, òàêi, ùî

d(Ti(x), Ti(y)) ≤ λid(x, y)

äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X. Ïðèïóñòèìî, ùî ñè-
ñòåìà ïåðåòâîðåíü T̄ = {T1, ..., Tm} c ñòèñêó-
þ÷îþ ó ñåðåäíüîìó, òîáòî iñíóc λ < 1 òàêå,
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ùî äëÿ äîâiëüíèõ x, y ∈ X ïðàâèëüíà íåðiâ-
íiñòü

m∏
i=1

d(Ti(x), Ti(y))pi ≤ λd(x, y).

Âiäîìî [5], ùî ïðè òàêié óìîâi iñíóc cäèíà
(T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíà ìiðà µ, ÿêà c ïðèòÿãóþ-
÷îþ íåðóõîìîþ òî÷êîþ îïåðàòîðà M.

Òåîðåìà 1 [5]. Íåõàé ñèñòåìà
(T̄ , X, µ, d) çàäîâîëüíÿc ñôîðìóëüîâàíi
âèùå óìîâè i ν � áåðíóëëiâñüêà ìiðà íà Ω,
âèçíà÷åíà ðîçïîäiëîì P̄ .

Òîäi äëÿ êîæíî�� òî÷êè x ∈ X iñíóc áî-
ðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà ∆x ⊂ Ω òàêà, ùî
ν(∆x) = 1 i äëÿ êîæíî�� òî÷êè ω ∈ ∆x,
ω = ω1ω2... i íåïåðåðâíî�� ôóíêöi�� f ∈ C(X)
ìàcìî ïîòî÷êîâó çáiæíiñòü:

1

n

n∑

k=1

f(Tωk
◦ Tωk−1

◦ ... ◦ Tω1x) →
∫

X

fdµ.

Òîáòî òåîðåìà ñòâåðäæóc, ùî äëÿ ìíîæè-
íè ïîñëiäîâíîñòåé ω ïîâíî�� ìiðè ñåðåäíi çà
×åçàðî çíà÷åíü ôóíêöi�� f âçäîâæ òðàcêòîði��
x, Tω1x,..., Tω1...ωnx, âèçíà÷åíî�� ïîñëiäîâíi-
ñòþ ω, çáiãàþòüñÿ äî ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ
ôóíêöi�� f .

Òåîðåìà Åëòîíà c ñïåöiàëüíèì âèïàäêîì
âèïàäêîâî�� åðãîäè÷íî�� òåîðåìè Êàêóòàíi (ç
áiëüø ñèëüíèìè òâåðäæåííÿìè, àëå i ïðè
çíà÷íî ñèëüíiøèõ ïðèïóùåííÿõ), äî óçà-
ãàëüíåííÿ ÿêî�� ìè i ïðèñòóïàcìî. Ó ðîçäiëi
ïðî åíòðîïiþ íàì çíàäîáèòüñÿ òàêèé âàði-
àíò âèïàäêîâî�� åðãîäè÷íî�� òåîðåìè.

Òåîðåìà 2. Íåõàé (T̄ , X, µ) äèíàìi÷íà
ñèñòåìà ç (T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíîþ ìiðîþ i
f1, ..., fm ∈ L1(X, µ). Òîäi äëÿ ν-ìàéæå êî-
æíî�� ïîñëiäîâíîñòi ω = ω1ω2... ∈ Ω ñåðåäíi

1

n

n∑
i=1

fωi+1
(Tω1ω2...ωi

x)

çáiãàþòüñÿ µ-ìàéæå âñþäè äî äåÿêî�� âèìið-
íî�� M-iíâàðiàíòíî�� ôóíêöi�� f̃ω ∈ L1(X, µ) i
ìàc ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

∫

Ω




∫

X

f̃ω(x)dµ(x)


 dν(ω) =

=
m∑

i=1

pi

∫

X

fi(x)dµ(x). (2)

Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþc òåîðåìó Êàêóòà-
íi ó äâîõ íàïðÿìêàõ. Ïî-ïåðøå, â [4] ðîç-
ãëÿäàâñÿ âèïàäîê, êîëè âñi ôóíêöi�� f1, ..., fm

ðiâíi ìiæ ñîáîþ, à, ïî-äðóãå, ìiðà µ ìàëà áó-
òè iíâàðiàíòíîþ.

Ñõåìà äîâåäåííÿ.
Ðîçãëÿíåìî íà X × Ω ôóíêöiþ F (x, ω),

âèçíà÷åíó óìîâîþ F (x, ω) = fω1(x), ÿêùî
ω = ω1ω2..., i çàñòîñócìî äî íå�� iíäèâiäó-
àëüíó åðãîäè÷íó òåîðåìó Áiðêãîôà, çãiäíî
ç ÿêîþ

1

n

n∑
i=1

F (Qi(x, ω)) → F̃ (x, ω) (3)

µ× ν-ìàéæå âñþäè, äå F̃ ∈ L1(X×Ω, µ× ν),
à Q � êîñèé çñóâ. Êðiì òîãî,

n∑
i=1

F (Qi(x, ω)) =
n∑

i=1

fωi+1
(Tω1...ωi

x).

Ç (3) âèïëèâàc, ùî äëÿ ìíîæèíè òî÷îê
ω ν-ìiðè 1 çáiæíiñòü â (3) ìàc ìiñöå µ-
ìàéæå âñþäè. Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ F̃ c Q-
iíâàðiàíòíîþ òà

∫
F (x, ω)dµ× ν =

∫
F̃ (x, ω)dµ× ν.

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ f̃ω(x) = F̃ (x, ω) c M -
iíâàðiàíòíîþ i ìàc ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ (2).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè äèíàìi÷-
íà ñèñòåìà åðãîäè÷íà, ôóíêöiÿ f̃ω(x) c ñòà-
ëîþ ïðè ìàéæå âñiõ ω, ïðè÷îìó âåëè÷èíà
öic�� êîíñòàíòè íå çàëåæèòü âiä ω.

Òåïåð ìè ñôîðìóëþcìî iíäèâiäóàëüíó åð-
ãîäè÷íó òåîðåìó äëÿ äi�� âiëüíèõ íàïiâãðóï,
ÿêà áóëà äîâåäåíà â [6] i ÿêà ïîäiáíà äî òåî-
ðåìè 2.

Ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé P̄ ìîæíà òðàêòó-
âàòè ÿê ðîçïîäië éìîâiðíîñòåé P íà âiëüíié
íàïiâãðóïi G = Z∗, äëÿ ÿêîãî P (i) = pi,
i = 1, ...,m. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {Pn}∞n=1 ïîñëi-
äîâíiñòü ðîçïîäiëiâ íà G òàêó, ùî

Pn(ω) = pω1pω2 ...pωm ,
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ÿêùî ω � ñëîâî äîâæèíè |ω| = n, ïðè÷îìó
ω = ω1ω2...ωn, i Pn(u) = 0, ÿêùî |u| 6= n.
Íåõàé {Mn}∞n=0 � ïîñëiäîâíiñòü îïåðàòîðiâ,
ùî äiþòü íà ôóíêöi�� çà ïðàâèëîì

(Mnf)(x) =
∑

|ω|=n

Pn(ω)f(Tωx). (4)

Çàóâàæèìî, ùî M1 çáiãàcòüñÿ ç îïåðàòîðîì
M , îçíà÷åíèì âèùå. Ó âèïàäêó, êîëè P̄ c
ðiâíîìiðíèì ðîçïîäiëîì

{
1

m
, ...,

1

m

}
, ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (4) íàáóâàc âèãëÿäó

(Mnf)(x) =
1

mn

∑

|ω|=n

f(Tωx).

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîð Mn c îïå-
ðàòîðîì óñåðåäíåííÿ ïî ñôåði ðàäióñà n
âiëüíî�� íàïiâãðóïè.

Íàðåøòi, îçíà÷èìî ñåðåäíi çà ×åçàðî:

Cnf =
1

n

n∑
i=1

Mif.

Òåîðåìà 3.Íåõàé âiëüíà íàïiâãðóïà G =
Z∗ äic íà ïðîñòîði (X,µ) çà äîïîìîãîþ
ïåðåòâîðåíü T1, ..., Tm i ìiðà µ c (T̄ , P̄ )-
ñòàöiîíàðíîþ.

Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî p ∈ [1;∞) i äîâiëüíî��
ôóíêöi�� f ∈ Lp(X, µ) ñåðåäíi Cnf µ-ìàéæå
âñþäè çáiãàþòüñÿ çà íîðìîþ ïðè n →∞ äî
M-iíâàðiàíòíî�� ôóíêöi�� f̃ ∈ Lp(X, µ), ïðè-
÷îìó ìàc ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

∫
fdµ =

∫
f̃dµ.

ßêùî äèíàìi÷íà ñèñòåìà (G,X, µ) åðãî-
äè÷íà, òî f̃ c ñòàëîþ ôóíêöicþ.

Íàïåâíî, öÿ òåîðåìà c ïåðøèì êðîêîì
ó íàïðÿìêó îòðèìàííÿ iíäèâiäóàëüíèõ åð-
ãîäè÷íèõ òåîðåì äëÿ äié íåêîìóòàòèâíèõ i,
áiëüøå òîãî, íåàìåíàáåëüíèõ ãðóï òà íàïiâ-
ãðóï ïåðåòâîðåíü ïðîñòîðiâ, îñíàùåíèõ ñòà-
öiîíàðíîþ ìiðîþ. Ó âèïàäêó iíâàðiàíòíî��
ìiðè òàêi òåîðåìè ç'ÿâèëèñÿ ñïî÷àòêó â [7],
[8], i äîâåäåíi íå òiëüêè äëÿ âiëüíèõ ãðóï òà
íàïiâãðóï, àëå é äëÿ äåÿêèõ ãiïåðáîëi÷íèõ
ãðóï [9].

4. Åíòðîïiÿ
Ó öüîìó ðîçäiëi ìè äàìî âèçíà÷åííÿ åí-

òðîïi�� hT̄ äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè (T̄ , X, µ), äå µ
c (T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíà ìiðà, i äîâåäåìî òåîðå-
ìó, ùî ïîâ'ÿçóc hT̄ ç åíòðîïicþ êîñîãî çñóâó i
åíòðîïicþ çñóâó Áåðíóëëi. Íàø ðåçóëüòàò c
ñïîðiäíåíèì ç òåîðåìîþ Àáðàìîâà-Ðîõëiíà
ïðî åíòðîïiþ êîñîãî çñóâó.

Ñïî÷àòêó íàãàäàcìî îçíà÷åííÿ åíòðîïi��
Êîëìîãîðîâà äèíàìi÷íî�� ñèñòåìè (S, Y, ξ),
äå S � ïåðåòâîðåííÿ ïðîñòîðó Y i ìiðà ξ
c iíâàðiàíòíîþ. Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè
çàãàëüíîâiäîìi ôàêòè ïðî ðîçáèòòÿ i âëàñòè-
âîñòi åíòðîïiéíî�� ôóíêöi��, ÿêi, íàïðèêëàä,
ìîæíà çíàéòè â [10, 11].

Íåõàé α = {A1, ..., Ak}� ñêií÷åííå ðîçáè-
òòÿ ïðîñòîðó Y . Åíòðîïicþ ðîçáèòòÿ α âiä-
íîñíî ìiðè ξ íàçèâàcòüñÿ âåëè÷èíà

H(α) = −
∑

ξ(Ai) log ξ(Ai).

Åíòðîïicþ ïåðåòâîðåííÿ S âiäíîñíî ðîçáèò-
òÿ α i ìiðè ξ íàçèâàcòüñÿ ÷èñëî

h(α, S) = hξ(α, S) =

= lim
n→∞

1

n
H(α ∨ s−1α ∨ ... ∨ s−n+1α)

(ãðàíèöÿ iñíóc), à åíòðîïicþ ïåðåòâîðåííÿ S
íàçèâàcòüñÿ ÷èñëî

h(S) = hξ(S) = sup
α

h(α, S),

äå ñóïðåìóì áåðåòüñÿ çà âñiìà ñêií÷åííèìè
ðîçáèòòÿìè α. Äàþ÷è âèçíà÷åííÿ åíòðîïi��
hT̄ , ìè áóäåìî äîòðèìóâàòèñÿ ñõåìè Êîëìî-
ãîðîâà.

Íåõàé ω ∈ Z∗ i α � ðîçáèòòÿ ïðîñòîðó X.
×åðåç αω ïîçíà÷èìî ðîçáèòòÿ

∨
u≤ω

T−1
u α,

äå u ≤ ω îçíà÷àc, ùî u c ïî÷àòêîì ñëîâà ω
i ïåðåòèí áåðåòüñÿ çà âñiìà òàêèìè ïî÷àòêà-
ìè. ßêùî ω = ω1...ωn... ∈ Ω, òî α

(n)
ω c ðîç-

áèòòÿ
∨
u

T−1
u α, äå u ïðîáiãàc ìíîæèíó ñëiâ

{∅, ω1, ω1ω2, ..., ω1ω2...ωn}. ×åðåç ν(ω) ïîçíà-
÷èìî ν(Cω), äå Cω � öèëiíäðè÷íà ìíîæèíà,
âèçíà÷åíà ñëîâîì ω.
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Íåõàé

h(n)
µ (α, T̄ ) =

1

n

∑

|ω|=n

ν(ω)Hµ(αω) =

=
1

n

∫

X

Hµ

(
α(n)

ω

)
dν(ω)

i
hµ(α, T̄ ) = lim

n→∞
h(n)

µ (α, T̄ ) (5)

Íèæ÷å áóäå äîâåäåíî, ùî ãðàíèöÿ iñíóc.
Íàðåøòi, ïðèïóñòèìî, ùî

h(T̄ ) = hµ(T̄ ) = sup
α

hµ(α, T̄ ).

Öå i c åíòðîïiÿ ñèñòåìè ïåðåòâîðåíü T̄ =
{T1, ..., Tm} àáî äi�� âiëüíî�� íàïiâãðóïè G âiä-
íîñíî (T̄ , P̄ )-ñòàöiîíàðíî�� ìiðè µ.

Òåîðåìà 4. Åíòðîïiÿ h(T̄ ) ïîâ'ÿçàíà ç
åíòðîïicþ êîñîãî çñóâó Q i åíòðîïicþ hν(σ)
çñóâó Áåðíóëëi ñïiââiäíîøåííÿì

hµ(T̄ ) = hµ×ν(Q) + hν(σ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {Ai
ω}S(i)

i=1 � ìíîæèíà
àòîìiâ ðîçáèòòÿ αω, ω ∈ Z∗ i β � ñêií÷åííå
ðîçáèòòÿ Ω. Òîäi ìàcìî

1

n
Hµ×ν

(
n−1∨
i=1

Q−i(α× β)

)
=

= − 1

n

∑

|ω|=n

∑
i

ν(ω)µ(Ai
ω) log ν(ω)µ(Ai

ω) =

= − 1

n

∑

|ω|=n

ν(ω)
∑

i

µ(Ai
ω) log µ(Ai

ω)−

− 1

n

∑
i

µ(Ai
ω)

∑

|ω|=n

ν(ω) log ν(ω) =

= h(n)
µ (α, T̄ )− 1

n

∑

|ω|=n

ν(ω) log ν(ω).

Îñêiëüêè ν(ω) = pω1pω2 ...pωn , òî

− 1

n

∑

|ω|=n

ν(ω) log ν(ω) =

= −
∑

|ω|=n

ν(ω)
1

n

n∑
i=1

log pωi
, (6)

i ç òåîðåìè 2, çàñòîñîâàíî�� äî ìíîæèíè ñòà-
ëèõ ôóíêöié f1 = − log p1, ..., fm = − log pm,
âèïëèâàc, ùî (6) çáiãàcòüñÿ äî ñòàëî�� ôóíê-
öi��, çíà÷åííÿ ÿêî�� çáiãàþòüñÿ ç

m∑
i=1

pi

∫
fidµ = −

∑
pi log pi = hν(σ),

òîáòî ç åíòðîïicþ çñóâó Áåðíóëëi.
Òàêèì ÷èíîì, äîâåäåíî ñïiââiäíîøåííÿ

hµ×ν(α× β, Q) = hµ(α, T̄ ) + hν(σ), (7)

à òàêîæ äîâåäåíî, ùî ãðàíèöÿ (5) iñíóc.
Âçÿâøè â (7) ñóïðåìóì çà α, îòðèìócìî íå-
ðiâíiñòü

hµ×ν(Q) ≥ hµ(T̄ ) + hν(σ).

Äîâåäåìî ïðîòèëåæíó íåðiâíiñòü. Çàóâàæè-
ìî, ùî

hµ×ν(Q) = sup
α,β

hµ×ν(α× β, Q),

äå ñóïðåìóì áåðåòüñÿ çà ñêií÷åííèìè ðîç-
áèòòÿìè α, β ïðîñòîðiâ X, Ω. Ñïðàâäi, ÿêùî
R1, R2, R3 � σ-àëãåáðè ïðîñòîðiâ X, Ω, X×Ω
i ÿêùî αn, βn � çðîñòàþ÷i ïîñëiäîâíîñòi ðîç-
áèòòiâ ïðîñòîðiâ X, Ω òàêi, ùî

∞∨
n=1

αn = R1,

∞∨
n=1

βn = R2,

òî ∞∨
n=1

(αn × βn) = R3,

à, îòæå,

hµ×ν(Q) = lim
n→∞

hµ×ν(α× β,Q).

Ñêîðèñòàcìîñÿ íåðiâíiñòþ

hµ×ν(α× β, Q) ≤
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≤ hν(σ) +
1

n

∫

Ω

Hn(α(n)
ω )dν(ω) =

= hν(σ) + h(n)
µ (α, T̄ ), (8)

ÿêó ìîæíà çíàéòè â [10] íà ñòîðiíöi 257,
äå âèêîðèñòàíî iíøi ïîçíà÷åííÿ. Â [10] öÿ
íåðiâíiñòü âiäòâîðþc ôðàãìåíò äîâåäåííÿ
ôîðìóëè Àáðàìîâà-Ðîõëiíà äëÿ åíòðîïi�� êî-
ñîãî çñóâó. Öÿ ÷àñòèíà äîâåäåííÿ òåîðåìè
Àáðàìîâà-Ðîõëiíà íå âèêîðèñòîâóc âëàñòè-
âîñòi ìiðè µ áóòè iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî ïå-
ðåòâîðåíü Ti, i = 1, ..., m, ùî âàæëèâî äëÿ
íàøîãî äîâåäåííÿ.

Ïåðåéøîâøè â (8) äî ãðàíèöi, i âçÿâøè
ñóïðåìóì çà α i β, îòðèìàcìî ïðîòèëåæíó
íåðiâíiñòü

hµ×ν(Q) ≤ hµ(T̄ ) + hν(σ).

Òåîðåìó äîâåäåíî.
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