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ОПИС УЗАГАЛЬНЕНИХ ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ ОПЕРАТОРА
IНТЕГРУВАННЯ В ПРОСТОРАХ АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

У просторах аналiтичних функцiй одержано опис узагальнених власних значень та
узагальнених власних елементiв операторiв iнтегрування та узагальненого iнтегрування
Гельфонда-Леонтьєва.

We obtain a description of extended eigenvalues and extended eigenvectors of the integration
and Gel’fond–Leont’ev generalized integration operators acting in the spaces of analytic functions.

Нехай X – топологiчний векторний про-
стiр над полем комплексних чисел, L(X) –
множина всiх лiнiйних неперервних опера-
торiв на X i A – деякий оператор з класу
L(X). Комплексне число λ називається уза-
гальненим власним значенням оператора A,
якщо iснує ненульовий оператор T ∈ L(X),
для якого виконується рiвнiсть AT = λTA.
При цьому оператор T називається узагаль-
неним власним елементом оператора A, що
вiдповiдає власному значенню λ. Вiдзначи-
мо, що в роботах [1]–[3] викладенi основи
узагальненої спектральної теорiї операторiв.

В цiй статтi описано узагальненi вла-
снi значення та вiдповiднi узагальненi
власнi елементи оператора iнтегрування
та узагальненого iнтегрування Гельфонда-
Леонтьєва в деяких просторах аналiтичних
функцiй.

1. Нехай 0 < R < ∞, DR = {z ∈ C :
|z| < R} i n – деяке натуральне число. Че-
рез C(n)(DR) позначимо банахiв простiр n-
кратно неперервно диференцiйовних на DR

функцiй з нормою

||f ||n = max
0≤i≤n

(
max
z∈DR

|f (i)(z)|
)

.

Цей простiр та його узагальнення описанi в
[4].

В [5] у просторi C(n)(D) для D = D1 ви-
вчалися рiзнi властивостi оператора iнтегру-
вання J , який неперервно дiє у цьому про-

сторi за правилом (J f)(z) =
z∫
0

f(t)dt, де

iнтегрування здiйснюється по вiдрiзку, що
з’єднує точки 0 та z. Зокрема, в [5] показа-
но, що згортка Дюамеля

(f ∗ g)(z) =
d

dz

z∫

0

f(z − t)g(t)dt

є неперервною за сукупнiстю змiнних у
C(n)(D) i вiдносно цiєї згортки простiр
C(n)(D) є банаховою алгеброю. Зауважимо,
що в [5] даний простiр позначається через
C(n)(D).

За допомогою згортки Дюамеля в [5] опи-
санi узагальненi власнi значення оператора
iнтегрування в C(n)(D). Зокрема, в теоремi
2 [5] стверджується i доводиться, що множи-
на узагальнених власних значень оператора
iнтегрування в просторi C(n)(D) збiгається з
множиною C \ {0}. Насправдi, це твердже-
ння є помилковим i множина узагальнених
власних значень оператора J в C(n)(D) збi-
гається з множиною {λ ∈ C : |λ| ≥ 1} Дове-
денню цього факту i присвячена перша ча-
стина даної статтi. Наведемо спочатку деякi
допомiжнi твердження.

Лема 1. Нехай 0 < R1, R2 < ∞. Якщо
операторне рiвняння

TJ = J T (1)

в класi L(C(n)(DR1), C
(n)(DR2)) має ненульо-

вий розв’язок, то R2 ≤ R1.
Доведення леми проведемо методом

вiд супротивного. Припустимо, що опе-
раторне рiвняння (1) в класi операторiв
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T ∈ L(C(n)(DR1), C
(n)(DR2)) має ненульовий

розв’язок T i R2 > R1. З (1) випливає, що

TJ n = J nT (2)

для n ∈ N. Позначимо T1 = ϕ(z), ϕ(z) ∈
C(n)(DR2). Подiявши рiвнiстю (2) на фун-
кцiю f(z) ≡ 1, одержимо, що Tzn =
n!J nϕ(z). Звiдси випливає, що

Tzn =
d

dz




z∫

0

ϕ(z − t)tndt


 , (3)

n = 0, 1, . . .. Оскiльки система (zn)∞n=0 є пов-
ною в C(n)(DR1), то з (3) випливає, що для
довiльної функцiї f з C(n)(DR1) при |z| ≤ R1

виконується рiвнiсть

(Tf)(z) =
d

dz




z∫

0

ϕ(z − t)f(t)dt


 . (4)

За допущенням T 6= 0. Тому ϕ(z) 6≡ 0 в
крузi |z| ≤ R2. Нехай m = min{k ≥ 0 :
ϕ(k)(0) 6= 0}. Виберемо далi число R3 та-
ким, що R1 < R3 < R2. Оскiльки вкладе-
ння простору C(n)(DR2) у простiр C(n)(DR3)
є неперервним, то формулою (4) визначає-
ться оператор T , який лiнiйно та неперерв-
но дiє з C(n)(DR1) в C(n)(DR3). Для довiльної
функцiї f ∈ C(n)(DR1) при |z| ≤ R3 iснує m–
кратна похiдна вiд рiвностi (4) i при |z| ≤ R3

формулою

(T1f)(z) =
dm+1

dzm+1




z∫

0

ϕ(z − t)f(t)dt


 (5)

визначається оператор T1 з класу
L(C(n)(DR1), C

(n)(DR3)). Формулу (5) запи-
шемо у виглядi

(T1f)(z) =
d

dz




z∫

0

ϕ1(z − t)f(t)dt


 , (6)

де ϕ1(z) = ϕ(m)(z) належить до простору
C(n)(DR3), причому ϕ1(0) = ϕ(m)(0) 6= 0. Че-
рез T2 та T3 позначимо оператори, якi ви-
значаються правою частиною формули (6) i
дiють вiдповiдно у просторах C(n)(DR1) та

C(n)(DR3). Оскiльки ϕ1 ∈ C(n)(DR3), R3 >
R1 i ϕ1(0) 6= 0, то за теоремою 1 з [2] опе-
ратори T2 та T3 є iзоморфiзмами вiдповiд-
но просторiв C(n)(DR1) та C(n)(DR3). При

цьому (T−1
3 g)(z) = d

dz

(
z∫
0

ψ(z − t)g(t)dt

)
та

(T−1
1 g)(z) = d

dz

(
z∫
0

ψ(z − t)g(t)dt

)
для фун-

кцiї g(z) з вiдповiдного простору, де ψ(z) –
деяка функцiя з простору C(n)(DR3).

Вiзьмемо довiльну функцiю f1(z) з про-
стору C(n)(DR1), яка не продовжується ана-
лiтично в круг |z| < R3 i, отже, g 6∈
C(n)(DR3). Оскiльки оператор T1, який ви-
значається формулою (6), належить до
класу L(C(n)(DR1), C

(n)(DR3)), то функцiя
g1(z) = (T1f1)(z) належить до просто-
ру C(n)(DR3), а значить i до простору
C(n)(DR1). Оскiльки оператор T3 є iзомор-
фiзмом простору C(n)(DR3)), то функцiя

(T−1
3 g1)(z) = d

dz

(
z∫
0

ψ(z − t)g1(t)dt

)
нале-

жить до простору C(n)(DR3)), а значить є
аналiтичною в крузi |z| < R3. Аналогiчно,

функцiя (T−1
2 g1)(z) = d

dz

(
z∫
0

ψ(z − t)g1(t)dt

)

належить до простору C(n)(DR1)), причому
(T−1

2 g1)(z) = f1(z). Тому формулою f1(z) =
(T−1

3 g1)(z) функцiя f1(z) аналiтично продов-
жується до функцiї, яка є аналiтичною в
крузi |z| < R3. А це неможливо згiдно ви-
бору функцiї f1(z). Лему 1 доведено.

Нехай λ ∈ C\{0}. Тодi для довiльного
R > 0 оператор Lλ, що визначається фор-
мулою (Lλf)(z) = f(λz) належить до класу
L(C(n)(D|λ|R), C(n)(DR)) i виконується опе-
раторна рiвнiсть

LλJ = λJLλ, (7)

де в правiй частинi рiвностi (7) оператор
J дiє в просторi C(n)(DR), а в лiвiй – в
C(n)(D|λ|R).

Крiм того, оператор Lλ є iзоморфi-
змом, причому L−1

λ = Lλ−1 i L−1
λ ∈

L(C(n)(DR), C(n)(D|λ|R)). Таким чином, є
правильними наступнi твердження.

Лема 2. Нехай λ ∈ C\{0}. Опе-
ратор λJ в просторi C(n)(DR) є еквi-
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валентним до оператора J у просторi
C(n)(D|λ|R), причому для iзоморфiзма Lλ ∈
L(C(n)(D|λ|R), C(n)(DR)), виконується рiв-
нiсть (7).

Лема 3. Нехай λ ∈ C\{0}.
Для того, щоб оператор T з класу
L(C(n)(DR), C(n)(DR)) задовольняв рiвнiсть

J T = λTJ (8)

необхiдно i достатньо, щоб вiн зображався
у виглядi

T = T̃Lλ−1 , (9)

де T̃ ∈ L(C(n)(D|λ|R), C(n)(DR)) i виконує-
ться рiвнiсть

J T̃ = T̃J . (10)

За допомогою лем 1-3 одержуємо опис
узагальнених власних значень оператора iн-
тегрування у просторi C(n)(DR).

Теорема 1. Для того, щоб число λ ∈ C
було узагальненим власним значенням опе-
ратора iнтегрування у просторi C(n)(DR),
необхiдно i достатньо, щоб |λ| ≥ 1.

Доведення. Нехай λ ∈ C є уза-
гальненим власним значенням оператора
J в C(n)(DR). Тодi λ 6= 0 i опера-
торне рiвняння (8) в класi операторiв
T ∈ L(C(n)(DR), C(n)(DR)) має ненульо-
вий розв’язок. Тодi за лемою 3 оператор-
не рiвняння (10) в класi операторiв T̃ ∈
L(C(n)(D|λ|R), C(n)(DR)) також має ненульо-
вий розв’язок. За лемою 1, якщо рiвняння
(10) у вказаному класi операторiв має не-
нульовий розв’язок T̃ , то R ≤ |λ|R, тобто
|λ| ≥ 1. Залишилося перевiрити, що кожне
комплексне число λ, |λ| ≥ 1, є узагальненим
власним значенням оператора J в C(n)(DR).
Проводячи аналогiчнi мiркування, як i при
доведеннi леми 1, переконуємося в тому, що
у випадку |λ| ≥ 1 загальний розв’язок опе-
раторного рiвняння (10) в класi операторiв
T̃ ∈ L(C(n)(D|λ|R), C(n)(DR)) дається форму-
лою

(T̃ f)(z) =
d

dz




z∫

0

ϕ(z − t)f(t)dt


 , (11)

де ϕ(z) – довiльна функцiя з простору
C(n)(DR). Тодi за лемою 3 загальний розв’я-
зок рiвняння (8) дається формулою (9), в
якiй T̃ визначається за формулою (11). Тео-
рема доведена.

Зауваження 1. При помилковому дове-
деннi в [5] того, що кожне комплексне чи-
сло λ, яке задовольняє умову 0 < |λ| < 1
є узагальним власним значенням операто-
ра iнтегрування в просторi C(n)(D) зада-
ча про знаходження ненульових розв’язкiв
операторного рiвняння (8) зведена до опису
розв’язкiв деякого допомiжного оператор-
ного рiвняння. В [5] стверджується без об-
грунтування, що це рiвняння має ненульо-
вi розв’язки. Як випливає з доведеної вище
теореми це не так.

2. Нехай G – довiльна область компле-
ксної площини. Через H(G) позначимо про-
стiр усiх аналiтичних в областi G функцiй,
що надiлений топологiєю компактної збi-
жностi [6].

Нехай G – зiркова вiдносно початку коор-
динат область в C. Оператор узагальненого
iнтегрування Гельфонда-Леонтьєва

(Jρ,µf)(z) =
z

Γ(1
ρ
)

1∫

0

(1− t)
1
ρ
−1tµ−1f(t

1
ρ z)dt,

ρ > 0, Reµ > 0, лiнiйно та неперервно дiє в
просторi H(G). В працях [7] та [8] вивчали-
ся рiзнi властивостi оператора узагальнено-
го iнтегрування Jρ,µ. Знайдемо узагальненi
власнi значення цього оператора. Наведемо
спочатку деякi допомiжнi твердження.

Нехай λ ∈ C\{0}, G – зiркова вiдносно по-
чатку координат область в C, а G̃ = λG =
{λz : z ∈ G}. Тодi оператор Lλ, що визнача-
ється формулою (Lλf)(z) = f(λz) належить
до класу L(H(G̃),H(G)) i виконується опе-
раторна рiвнiсть

LλJρ,µ = λJρ,µLλ, (12)

де в правiй частинi рiвностi (1) оператор Jρ,µ

дiє в просторi H(G), а в лiвiй – в H(G̃).
Крiм того, оператор Lλ є iзоморфiзмом,

причому L−1
λ = Lλ−1 i L−1

λ ∈ L(H(G), H(G̃)).
Таким чином, є правильними наступнi твер-
дження.
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Лема 4. Нехай G – довiльна зiркова вiд-
носно початку координат область компле-
ксної площини, λ ∈ C\{0} i G̃ = λG. То-
дi оператор λJρ,µ в просторi H(G) є еквi-
валентним до оператора Jρ,µ у просто-
рi H(G̃), причому для iзоморфiзма Lλ ∈
L(H(G̃),H(G)) виконується рiвнiсть (12).

Лема 5. Нехай G – довiльна зiркова вiд-
носно початку координат область компле-
ксної площини i λ ∈ C\{0}. Для того, щоб
оператор T з класу L(H(G),H(G)) задо-
вольняв рiвнiсть

Jρ,µT = λTJρ,µ (13)

необхiдно i достатньо, щоб вiн зображався
у виглядi

T = T̃Lλ−1 , (14)

де Lλ та G̃ такi ж, як i в лемi 4, а T̃ ∈
L(H(G̃),H(G)) i задовольняє рiвнiсть

T̃Jρ,µ = Jρ,µT̃ . (15)

За теоремою з [9] для iснування нетри-
вiального розв’язку операторного рiвняння
(15) в класi операторiв T̃ ∈ L(H(G̃),H(G))
необхiдно i достатньо, щоб виконувалася
умова G ⊂ G̃, тобто G ⊂ λG. Таким чи-
ном, ненульове число λ ∈ C буде узагаль-
неним власним значенням значенням опера-
тора Jρ,µ в H(G) тодi i тiльки тодi, коли
G ⊂ λG. Якщо λ = 0, то вiдповiдне рiвнян-
ня (13) набуває вигляду Jρ,µT = 0. Оскiльки
у просторi H(G) iснує лiвий обернений опе-
ратор Dρ,µ до оператора Jρ,µ [7], то подiяв-
ши на рiвнiсть Jρ,µT = 0 оператором Dρ,µ,
одержимо, що T = 0. Таким чином, число
λ = 0 не є узагальненим власним значенням
оператора Jρ,µ. Резюмуючи вищезазначене,
одержимо що є правильним твердження.

Теорема 2. Нехай G – довiльна зiрко-
ва вiдносно початку координат область в
C. Для того, щоб комплексне число λ було
узагальненим власним значенням операто-
ра Jρ,µ в H(G) необхiдно i достатньо, щоб
G ⊂ λG. При виконаннi цiєї умови, множи-
на усiх операторiв T ∈ L(H(G),H(G)), якi
задовольняють рiвнiсть (13) дається фор-
мулою (14), де T̃ ∈ L(H(G̃),H(G)) i задо-
вольняє рiвнiсть (15).

Зауваження 2. Загальний розв’язок
рiвняння (15) в класi операторiв T̃ ∈
L(H(G),H(G̃)) описано в теоремi з [9].

Подiбним чином описуються узагальне-
нi власнi значення оператора узагальнено-
го диференцiювання Гельфонда-Леонтьєва
Dρ,µ.
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