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ÎÖIÍÊÀ ÄIÀÌÅÒÐÀ ÃÐÀÔÀ ÊÅËI ÃÐÓÏÈ ÀÂÒÎÌÀÒÍÈÕ
ÏIÄÑÒÀÍÎÂÎÊ

Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ìiíiìàëüíî�� ñèñòåìè òâiðíèõ äëÿ âiíöåâîãî ñòåïåíÿ ñèìåòðè÷íî�� ãðó-
ïè Sn. Îöiíåíî çâåðõó äiàìåòð ãðàôà Êåëi ãðóïè àâòîìàòíèõ ïiäñòàíîâîê íàä ñêií÷åííèì
àëôàâiòîì X(r) âiäíîñíî ïîáóäîâàíèõ ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì òâiðíèõ.

An example of mininal system of generators is constructed for wreath degree of symmetric
group Sn. The upper bound of diameter of Cayley graph is obtained for groups of automatic
permutations on �nite alphabet X(r) regarding to abovementioned generators systems.

Ïðîáëåìà ïîáóäîâè ìiíiìàëüíèõ (çà êiëü-
êiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåì òâiðíèõ ñêií÷åííèõ
ãðóï c àêòóàëüíîþ i äîñëiäæóâàëàñÿ ðiçíè-
ìè àâòîðàìè íà âñiõ åòàïàõ ðîçâèòêó òåîði��
ãðóï (íàïðèêëàä, [1,2,3]). Òîìó ïðèðîäíèì
c ïèòàííÿ ïðî äîñëiäæåííÿ âåðõíüî�� îöií-
êè íàéáiëüøîãî ç íåñêîðîòíèõ ðîçêëàäiâ äî-
âiëüíîãî åëåìåíòà ñêií÷åííî�� ãðóïè çà åëå-
ìåíòàìè ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì òâiðíèõ (ïiä
íåñêîðîòíiñòþ ðîçêëàäó åëåìåíòà ãðóïè çà
åëåìåíòàìè ñèñòåìè òâiðíèõ ðîçóìicìî íàé-
êîðîòøèé ç ìîæëèâèõ ðîçêëàäiâ).

Ïðîäîâæóþ÷è äîñëiäæåííÿ, çàïðîïîíî-
âàíi â ðîáîòàõ [4,5], ó äàíié ñòàòòi ïîáó-
äîâàíî êîíêðåòíi ìiíiìàëüíi ñèñòåìè òâið-
íèõ âiíöåâîãî ñòåïåíÿ ñèìåòðè÷íî�� ãðóïè Sn,
îöiíåíî çâåðõó äiàìåòð ãðàôà Êåëi ãðóïè àâ-
òîìàòíèõ ïiäñòàíîâîê íàä ñêií÷åííèì àëôà-
âiòîì âiäíîñíî ìiíiìàëüíèõ ñèñòåì òâiðíèõ.

1. Íàãàäàcìî [6], ùî iíiöiàëüíèì àâòîìà-
òîì Ìiëi íàä âõiäíèì àëôàâiòîì X òà âè-
õiäíèì àëôàâiòîì Y íàçèâàcòüñÿ íàáið âè-
ãëÿäó A =< Q,X, Y, q0, δ, λ >, äå Q � ìíî-
æèíà âíóòðiøíiõ ñòàíiâ àâòîìàòà A, q0 ∈ Q
� ïî÷àòêîâèé ñòàí, δ : Q × X → X òà
λ : Q×X → Y � ôóíêöi�� ïåðåõîäiâ i âèõîäiâ
àâòîìàòà âiäïîâiäíî. Àâòîìàò íàçèâàcòüñÿ
ñêií÷åííèì, ÿêùî ìíîæèíà éîãî ñòàíiâ c
ñêií÷åííîþ. Ñêií÷åííi àâòîìàòè ìîæíà çà-
äàâàòè òàáëèöÿìè çíà÷åíü ôóíêöié δ i λ àáî
��õ äiàãðàìàìè Ìóðà (äèâ.[6,7]).

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè òiëüêè iíiöiàëüíi àâ-

òîìàòè, âõiäíèé òà âèõiäíèé àëôàâiòè ÿêèõ
çáiãàþòüñÿ (X = Y ). ßêùî òàêèé àëôàâiò
X çàôiêñîâàíî, òî àâòîìàò áóäåìî çàäàâàòè
íàáîðîì âèãëÿäó < Q, q0, δ, λ >.

Îòæå, íåõàé A =< Q, q0, δ, λ > � äå-
ÿêèé àâòîìàò íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì X
(|X| = n). Äàëi, áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi,
ââàæàòèìåìî, ùî X = {1, 2, ..., n}. Ïîçíà÷è-
ìî ñèìâîëîì X∗ ìíîæèíó âñiõ ñëiâ ó àëôà-
âiòi X, ñèìâîëîì e � ïîðîæíc ñëîâî iç X∗ i
ðîçøèðèìî äi�� ôóíêöié δ òà λ íà ìíîæèíó
Q×X∗ çà ïðàâèëàìè:

δ(q, e) = q, δ(q, wx) = δ(δ(q, w), x), (1)

λ(q, e) = e, λ(q, wx) = λ(δ(q, w), x), (2)

äå w ∈ X∗, x ∈ X. Çà äîïîìîãîþ
ñïiââiäíîøåíü (1), (2) ìîæíà âèçíà÷èòè
ïåðåòâîðåííÿ γA : X∗ → X∗, ÿêå
çàäàcòüñÿ àâòîìàòîì A. À ñàìå, äëÿ äî-
âiëüíîãî ñëîâà x1x2...xk ∈ X∗ ïîêëàäàþòü

γA(x1x2...xk) = y1y2...yk,
äå yi = λ(q0, x1...xi), i = 1, 2, ..., k. Ïåðå-
òâîðåííÿ f : X∗ → X∗ íàçèâàcòüñÿ àâòî-
ìàòíèì, ÿêùî iñíóc àâòîìàò A òàêèé, ùî
f = γA. Àâòîìàò A íàçèâàcòüñÿ ïiäñòàíîâ-
êîâèì, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî q ∈ Q âiäîáðà-
æåííÿ tq : X → X, ÿêå âèçíà÷àcòüñÿ óìîâîþ
tq(x) = λ(q, x), c ïiäñòàíîâêîþ íà X.

Ëåìà 1. [6] Àâòîìàòíå ïåðåòâîðåííÿ
áóäå áicêòèâíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êî-
ëè âîíî çàäàcòüñÿ ïiäñòàíîâêîâèì àâòîìà-
òîì.
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Àâòîìàòíi ïåðåòâîðåííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç
àâòîìîðôiçìàìè êîðåíåâèõ äåðåâ T (X). À
ñàìå, â êîðåíåâîìó äåðåâi T (X) (ç êîðåíåì
e) ðåáðàìè áóäóòü ç'cäíóâàòèñÿ ïàðè ñëiâ
u, v ∈ X∗, äëÿ ÿêèõ u = vx ïðè x ∈ X.

Ëåìà 2. [8] Áicêòèâíå ïåðåòâîðåí-
íÿ f : X∗ → X∗ áóäå àâòîìàòíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè âîíî çàäàc àâòîìîðôiçì
äåðåâà T (X).

Ñóïåðïîçèöiÿ àâòîìàòíèõ ïåðåòâîðåíü
çíîâó áóäå àâòîìàòíèì âiäîáðàæåííÿì [9].
Îñêiëüêè îáåðíåíe äî áicêòèâíîãî àâòîìà-
òíîãî âiäîáðàæåííÿ òàêîæ àâòîìàòíå [9], òî
óñi áicêòèâíi àâòîìàòíi âiäîáðàæåííÿ íàä
àëôàâiòîì X óòâîðþþòü ãðóïó, ÿêó íàçè-
âàþòü ãðóïîþ àâòîìàòíèõ ïiäñòàíîâîê íàä
àëôàâiòîì X i ïîçíà÷àþòü A(X). Çãiäíî ç
âèùåñêàçàíèì,

A(X) ' Aut T (X)
(òóò Aut T (X) ïîçíà÷àc ãðóïó àâòîìîðôi-
çìiâ êîðåíåâîãî äåðåâà T (X), à çíàê '
îçíà÷àc içîìîðôiçì ãðóï).

Íåõàé X(r) � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè X∗,
ÿêà ìiñòèòü ñëîâà äîâæèíè òî÷íî r. Öÿ ïiä-
ìíîæèíà c iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî äi�� ãðó-
ïè A(X) [5], òîáòî ìîæíà ðîçãëÿäàòè ãðó-
ïó äié (A(X), X(r)). ßêùî Jr ÿäðî öic�� äi��,
òî ôàêòîð-ãðóïà A(r)(X) = A(X)/Jr äic íà
X(r) òî÷íî i ���� íàçèâàþòü òàêîæ ãðóïîþ àâ-
òîìàòíèõ ïiäñòàíîâîê íàä X(r).

2. Íåõàé n1, n2, ..., � (ñêií÷åííà àáî íå-
ñêií÷åííà) ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë, ïðè÷îìó ni ≥ 2, i ∈ N; Sn1 , Sn2 , ... � ñè-
ìåòðè÷íi ãðóïè ñòåïåíiâ n1, n2, ... âiäïîâiäíî.

Íàãàäàcìî [10], ùî ìåòàñèìåòðè÷íîþ
ãðóïîþ S(n1, n2, ...) ìåòàñòåïåíÿ (n1, n2, ...)
íàçèâàcòüñÿ (ñêií÷åííî àáî íåñêií÷åííî)
iòåðîâàíèé âiíöåâèé äîáóòîê ñèìåòðè÷íèõ
ãðóï Sn1 , Sn2 , ... ñòåïåíiâ n1, n2, ... âiäïîâiä-
íî, òîáòî

S(n1, n2, ...) ≡ Sn1 o Sn2 o ... .
ßêùî ïîñëiäîâíiñòü ÷èñåë n1, n2, ... c

ñêií÷åííîþ, òîáòî ñêií÷åííèì c êîðòåæ
(n1, n2, ..., nr) (r ∈ N, r ≥ 2), òî áóäå-
ìî êàçàòè, ùî ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà ìàc
ñêií÷åííèé ìåòàñòåïiíü (àáî ìàc ñêií÷åí-
íèé ðàíã r). Ç îçíà÷åííÿ ìåòàñèìåòðè÷íî��
ãðóïè âèïëèâàc, ùî äëÿ äîâiëüíîãî âïî-

ðÿäêîâàíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó íàòóðàëü-
íèõ ÷èñåë n1, n2, ..., nr (ni ≥ 2 äëÿ âñiõ
i = 1, 2, .., r) ç òî÷íiñòþ äî ïîäiáíîñòi iñíóc
òiëüêè îäíà ìåòàñèìåòðè÷íà ãðóïà ìåòà-
ñòåïåíÿ (n1, n2, ..., nr), ÿêó ïîçíà÷àòèìåìî
S(n1, n2, ..., nr).

Åëåìåíòè ìåòàñèìåòðè÷íî�� ãðóïè
S(n1, n2, ..., nr) çàïèñóþòü ó âèãëÿäi íà-
áîðiâ äîâæèíè r
[ω1, ω2(x1), ω3(x1, x2), ..., ωr(x1, x2, ..., xr−1)],

ÿêi íàçèâàþòü ïiäñòàíîâêàìè àáî òàáëèöÿ-
ìè, äå ω1 ∈ Sn1 ,
ωi(x1, x2, ..., xi−1) ≡ ωi(x̄i−1) : {1, 2, ..., n1}×

×{1, 2, ..., n2} × ...× {1, 2, ..., ni−1} → Sni

� äîâiëüíå âiäîáðàæåííÿ, 1 ≤ i ≤ r.
3. Ïðè äîñëiäæåííi ãðóï àâòîìàòíèõ ïiä-

ñòàíîâîê âèíèêàc ïðîáëåìà ïîáóäîâè��õ ìiíi-
ìàëüíèõ (ùîäî êiëüêîñòi åëåìåíòiâ) ñèñòåì
òâiðíèõ. Äëÿ öüîãî çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ
íàñòóïíèì òâåðäæåííÿì.

Òåîðåìà 1. [5]. Äëÿ äîâiëüíîãî r ∈ N
ãðóïà (A(r)(X), X(r)), |X| = n, içîìîðôíà (ÿê
ãðóïà ïåðåòâîðåíü) r-êðàòíîìó âiíöåâîìó
äîáóòêó ñèììåòðè÷íî�� ãðóïè S(X), òîáòî

A(r)(X) ' Sn o Sn o ... o Sn︸ ︷︷ ︸
r

≡ S(n, r).

Çâiäñè ìàcìî, ùî ïðè âèâ÷åííi ãðóï àâòî-
ìàòíèõ ïiäñòàíîâîê äîñèòü ðîçãëÿäàòè àíà-
ëîãi÷íå ïèòàííÿ äëÿ ãðóïè S(n, r).

Ó [4] äîâåäåíî, ùî ãðóïà Sn1 oSn2 ìiñòèòü
ìiíiìàëüíó (çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòå-
ìó òâiðíèõ, ÿêà ñêëàäàcòüñÿ ç äâîõ ïiäñòà-
íîâîê, i íàâåäåíî êîíêðåòíi ïðèêëàäè òàêèõ
ñèñòåì â çàëåæíîñòi âiä ïàðíîñòi ÷èñåë n1 òà
n2. Êðiì òîãî, ó [5] îòðèìàíî áiëüø çàãàëüíå
òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2. [5]. Êîæíà ìiíiìàëüíà (çà
êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ ìå-
òàñèìåòðè÷íî�� ãðóïè S(n1, n2, ..., nr) (äå
ni ≥ 2 äëÿ i = 1, 2, ..., r) äîâiëüíîãî ñêií÷åí-
íîãî ðàíãó r ≥ 2 ìiñòèòü ðiâíî r åëåìåí-
òiâ.

Iç òåîðåì 1, 2 âèïëèâàc ñïðàâåäëèâiñòü
íàñòóïíèõ òâåðäæåíü.

Òåîðåìà 3. Êîæíà ìiíiìàëüíà (çà êiëü-
êiñòþ åëåìåíòiâ) ñèñòåìà òâiðíèõ ãðóïè
S(n, r) äëÿ äîâiëüíîãî r ≥ 2 ìiñòèòü ðiâíî
r åëåìåíòiâ.
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Òåîðåìà 4. Ãðóïà àâòîìàòíèõ ïiäñòà-
íîâîê A(r)(X) íàä ñêií÷åííèì àëôàâiòîì X
(|X| = n; r, n ∈ N; r, n ≥ 2) c òî÷íî r-ïîðîä-
æåíîþ.

4. Íàñòóïíi òàáëèöi c êîíêðåòíèì ïðè-
êëàäîì ìiíiìàëüíî�� (çà êiëüêiñòþ åëåìåíòiâ)
ñèñòåìè òâiðíèõ ãðóïè S(n, r):

vi = [σ
(i)
1 , σ

(i)
2 (x1), σ

(i)
3 (x1, x2),

..., σ(i)
r (x1, x2, ..., xi−1)], i = 1, 2, ..., r, (3)

â ÿêèõ
I. äëÿ âñiõ k = 3, 4, ..., r

σ
(1)
k (x1, x2, ..., xk−1) = σ

(2)
k (x1, x2, ..., xk−1) = ε

òà
1) ÿêùî n � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

σ
(1)
1 = (1, 2, ...n), σ

(1)
2 (x1) = (1, 2),

σ
(2)
1 = (1, 2),

σ
(2)
2 (x1) =





(1, 2) x1 = 1,
(1, 2, ..., n− 1) x1 = 3,
ε i i;

2) ÿêùî n � ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî
σ

(1)
1 = (1, 2, ...n), σ

(2)
1 (x1) = (1, 2, ..., n− 1),

σ
(1)
2 (x1) =

{
(1, 2, ..., n− 1) x1 = 1,
ε i i,

σ
(2)
2 (x1) =

{
(1, 2, ..., n) x1 = n,
ε i i.

II. σ
(j)
k (x1, x2, ..., xk−1) = ε äëÿ âñiõ k 6= j,

k, j = 3, 4, ..., r òà
1) ÿêùî n � íåïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî

σ
(j)
j (x1, x2, ..., xj−1) =

=





(1, 2) x̄j−1 = (1, 0, ..., 0),
(1, 2, ..., n) x̄j−1 = (0, 1, 0, ..., 0),
ε i i;

2) ÿêùî n � ïàðíå íàòóðàëüíå ÷èñëî, òî
σ

(j)
j (x1, x2, ..., xj−1) =

=





(1, 2, ..., n− 1) x̄j−1 = (1, 0, ..., 0),
(1, 2, ..., n) x̄j−1 = (0, 1, 0, ..., 0),
ε i i.

5. Ó ñòàòòi [4] ïîáóäîâàíî îöiíêó çâåðõó
äiàìåòðà ãðàôà Êåëi ãðóïè Sn1 o Sn2 . Ïðè-
ðîäíèì c ïèòàííÿ ïðî äîñëiäæåííÿ àíàëîãi-
÷íî�� âåðõíüî�� îöiíêè äëÿ ãðóïè S(n, r) âiäíî-
ñíî åëåìåíòiâ ìiíiìàëüíî�� ñèñòåìè òâiðíèõ
(3).

Òåîðåìà 5. Äiàìåòð D ãðàôà Êåëi ãðó-
ïè S(n, r) âiäíîñíî ñèñòåìè òâiðíèõ (3) íå
ïåðåâèùóc ÷èñëà 3n11(n− 1)2r−4 (n, r ≥ 2).

ßê íàñëiäîê ïðîâåäåíèõ ìiðêóâàíü, âðà-
õîâóþ÷è òåîðåìè 1,4 òà 5, îòðèìócìî âið-
íiñòü íàñòóïíîãî òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 6. Äiàìåòð D ãðàôà Êåëi ãðóïè
àâòîìàòíèõ ïiäñòàíîâîê A(r)(X) íàä ñêií-
÷åííèì àëôàâiòîì X âiäíîñíî ìiíiìàëüíî��
r-åëåìåíòíî�� ñèñòåìè òâiðíèõ (ÿêà áåçïî-
ñåðåäíüî áóäócòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè
(3)), íå ïåðåâèùóc 3n11(n−1)2r−4 (n, r ≥ 2).
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