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ÍÅËIÍIÉÍÎÑÒßÕ
Âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íîìó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáî-

ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêå ìàc íåëiíiéíîñòi ç ìîëîäøèìè ïîõiäíèìè.

The existence in the mean square of the solution of Cauchy problem is established for parabolic
equation of any order, which has nonlinearities with lower derivatives.

Ó ðîçäiëi 3 ïðàöi [1] äîñëiäæåíî iñíóâàí-
íÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ
ñèñòåì ç ñëàáêèìè íåëiíiéíîñòÿìè â êëàñàõ
çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié.

Ó ïðàöi [2] îòðèìàíî òåîðåìè iñíóâàííÿ,
cäèíîñòi, à òàêîæ ç'ÿñîâàíî ïèòàííÿ ãëàä-
êîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi â çàëåæíîñòi
âiä ãëàäêîñòi êîåôiöicíòiâ ëiíiéíèõ ñòîõà-
ñòè÷íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïî-
ðÿäêó.

Ó [3] äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà-
÷i Êîøi äëÿ êâàçiëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ çi ñëàá-
êîþ íåëiíiéíiñòþ òà âñòàíîâëåíî óìîâè ñòié-
êîñòi òà àñèìïòîòè÷íî�� ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó
ïðè t → +∞.

Òóò âñòàíîâëþcòüñÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äî-
âiëüíîãî ïîðÿäêó, ÿêå ìiñòèòü íåëiíiéíîñòi ç
ìîëîäøèìè ïîõiäíèìè ïðè äåòåðìiíîâàíèõ
òà çáóðåíèõ äîäàíêàõ.

Íåõàé (Ω, F, P ) � éìîâiðíiñíèé ïðî-
ñòið. Ðîçãëÿíåìî íåñïàäíèé ïîòiê σ-àëãåáð
{Ft, t ≥ 0}, Ft ⊂ F . Âèïàäêîâà ôóíêöiÿ
u(t, x, ω), âèçíà÷åíà íà [t0, T ] × En × Ω =
Πt ×Ω, c Ft � âèìiðíîþ âiäíîñíî σ-àëãåáðè
áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí ïðè âñiõ t i x. Âîíà
çàäîâîëüíÿc êâàçiëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâ-
íÿííÿ

dtu =

[ ∑

|k|=2b

ak(t, x)Dk
xu(t, x, ω)+

+f(t, x, u, · · · , u(s)
x )

]
dt+

+b(t, x, u, u′, · · · , u(s)
x )dw(t, ω), s ≤ 2b− 1 (1)

òà óìîâó

u|t=t0 = ϕ(x, ω), x ∈ En, ω ∈ Ω. (2)

Òóò w(t, ω) � ñòàíäàðòíèé ñêàëÿðíèé âiíå-
ðiâñüêèé ïðîöåñ.

Óâåäåìî äî ðîçãëÿäó ïðîñòið <(s)

[t0,T ]
ôóí-

êöié ç ñêií÷åííîþ ñïåöiàëüíîþ íîðìîþ ç ìà-
òåìàòè÷íèì ñïîäiâàííÿì

‖u‖2

<(s)
[t0,T ]

=

T∫

t0

∫

En

M

∣∣∣∣∣
∑

k≤s

Dk
xu

∣∣∣∣∣

2

dxdt =

=

T∫

t0

∥∥∥∥∥
∑

k≤s

Dk
xu

∥∥∥∥∥

2

L2

dt. (3)

Íåõàé êîåôiöicíòè ðiâíÿííÿ ak(t, x), |k| =
2b, çàäîâîëüíÿþòü óìîâè iñíóâàííÿ ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó Z(t, τ, x, y) âiä-
ïîâiäíîãî (1) äåòåðìiíîâàíîãî îäíîði-
äíîãî ðiâíÿííÿ [1], âèïàäêîâi ôóíêöi��
b(t, x, u, u′, · · · , u(s)

x ), f(t, x, u, u′, · · · , u(s)
x )

óçãîäæåíi ç ïîòîêîì, Ft-âèìiðíi i
T∫
0

|b|2dt < +∞. Ç äîïîìîãîþ Z(t, τ, x, y)

ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü çàäà÷i (1), (2)
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

u(t, x, ω) =

∫

En

Z(t, t0, x, y)ϕ(y)dy+
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+

∫ t

t0

∫

En

Z(t, τ, x, y)f(τ, y, u, · · · , u(s)
y )dydτ+

+

t∫

t0

∫

En

Z(t, τ, x, y)b(τ, y, u, u′, · · · , u(s)
y )dydw,

(4)
çà óìîâè, ùî iíòåãðàëè â (4) iñíóþòü.

Ïðîäèôåðåíöiþcìî (4) ïî x äî ïîðÿäêó
s < 2b. Òîäi äiñòàíåìî ñèñòåìó ñòîõàñòè÷íèõ
iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç íåâiäîìîþ îäíîêî-
ëîííîþ ìàòðèöåþ v(t, x, ω), ÿêà ìiñòèòü ïî-
õiäíi âiä ôóíêöi�� u(t, x, ω):

v(t, x, ω) =

∫

En

R(t, t0, x, y)ϕ(y, ω)dy+

+

∫ t

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)f(τ, y, v)dydτ+

+

∫ t

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)b(τ, y, v)dydw(τ, ω), (5)

äå R(t, τ, x, y) =
∥∥DkZ(t, τ, x, y)

∥∥ � ìàòðèöÿ
ç ïîõiäíèõ |k| ≤ s. Äëÿ íîðìè ìàòðèöi Z
ñïðàâäæócòüñÿ îöiíêà [1]

∣∣Dk
xZ(t, τ, x, y)

∣∣ ≤ Ck(t− τ)−
n+|k|

2b ×

× exp

{
−c

n∑
i=1

|xi − yi|q (t− τ)−
1
2b

}
, (6)

q =
2b

2b− 1
, äå Ck, c � äîäàòíi ñòàëi, |k| < 2b.

ßêùî iñíóc â ñåðåäíüîìó êâàäðàòè÷íî-
ìó ç iìîâiðíiñòþ 1 ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü (5) âèãëÿäó v =




v1

· · ·
vs


 ,

òî v1 áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿç-
êîì çàäà÷i Êîøi (1),(2).

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè ðiâíÿíü
(5), îöiíèìî iíòåãðàëè â ïðàâié ÷àñòèíi ñè-
ñòåìè (5), ïîçíà÷èâøè��õ âiäïîâiäíî I0, I1, I2.
Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (6), îòðèìàcìî
∣∣∣∣∣∣

∫

En

R(t, τ, x, y)dy

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

∫

En

Dk
xZ(t, τ, x, y)dy

∣∣∣∣∣∣
≤

≤
∫

En

|Ds
xZ(t, τ, x, y)| dy ≤Cs(t− τ)−

s
2b , (7)

à òàêîæ
∣∣∣∣∣∣

∫

En

R(t, τ, x, y)dx

∣∣∣∣∣∣
≤ Cs(t− τ)−

s
2b .

Ðîçãëÿíåìî L2-íîðìó

‖I0‖2
L2

=

∥∥∥∥∥∥

∫

En

R(t, t0, x, y)ϕ(y)dy

∥∥∥∥∥∥

2

L2

≤

≤
∫

En

M

∣∣∣∣∣∣

∫

En

R(t, t0, x, y)ϕ(y)dy

∣∣∣∣∣∣

2

dx.

Çîáðàçèìî íîðìó ìàòðèöi R(t, τ, x, y)

ó âèãëÿäi |R(t, τ, x, y)| = |R(t, τ, x, y)| 12 ×
|R(t, τ, x, y)| 12 , âèêîðèñòàcìî íåðiâíiñòü
Ãåëüäåðà äëÿ iíòåãðàëiâ òà îöiíêó (7),
çìiíèìî ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ. Òîäi

‖I0‖2
L2
≤

∫

En

(

∫

En

|R(t, t0,x, y)| dy×

×
∫

En

|R(t, t0, x, y)|M |ϕ(y)|2 dy)dx ≤

≤ Cs

∫

En

((t− t0)
− s

2b×

×
∫

En

|R(t, t0, x, y)|2M |ϕ(y)|2 dy)dx ≤

≤ Cs(t−t0)
− s

2b

∫

En

∫

En

|R(t, τ, x, y)|dxM |ϕ|2 dy =

= C2
s (t− t0)

− 2s
2b ‖ϕ‖2

L2
, (8)

äå
‖ϕ‖2

L2
=

∫

En

M |ϕ (x, ω)|2 dx.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü (8), îöiíèìî
iíòåãðàë

‖I1‖2
L2

=

∥∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

R(t, τ, x, y)f(τ, y, v)dydτ

∥∥∥∥∥∥∥

2

L2

≤

≤ C2
s

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b

∫

En

M |f(τ, y, v)|2 dydτ =

= C2
s

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b ‖f(τ, y, v)‖2

L2
dτ. (9)

Äëÿ îöiíêè ïîòåíöiàëà I2 ñêîðèñòàcìîñü
âëàñòèâiñòþ äðóãîãî ìîìåíòà iíòåãðàëà
Âiíåðà-Iòî [4] òà íåðiâíiñòþ (9). Îòðèìócìî

‖I2‖2
L2

=

=

∥∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)b(τ, y, v(τ, y, ω)dydw

∥∥∥∥∥∥∥

2

L2

≤

≤
∫

En

M

∣∣∣∣∣∣

t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)b(τ, y, v)dydτ

∣∣∣∣∣∣

2

dx ≤

≤
t∫

t0

dτ

∫

En

M

∣∣∣∣∣∣

∫

En

R(t, τ, x, y)b(τ, y, v)dy

∣∣∣∣∣∣

2

dx ≤

≤ C2
s

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b ‖b(τ, y, v)‖2

L2
dτ. (10)

Îá'cäíàâøè îöiíêè (8), (9), (10), äiñòàíå-
ìî, ùî

‖v‖2
L2
≤ 3C2

s

{
(t− t0)

− 2s
2b ‖ϕ‖2

L2
+

+

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b

(‖f‖2
L2

+ ‖b‖2
L2

)
dτ

}
(11)

Çiíòåãðócìî (11) ó ìåæàõ âiä t0 äî T .
Îòðèìàcìo, ùî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (5) íàëå-
æèòü ïðîñòîðó <(0)

[t0,T ] çà óìîâè, ùî ‖f‖2
L2

i
‖b‖2

L2
ñóìîâíi ôóíêöi�� ïî t.

Ëåìà. Íåõàé ôóíêöi�� b(t, x, v) i f(t, x, v)

íàëåæàòü ïðîñòîðó <(0)
[t0,T ], òîäi ìàéæå

ïðè âñiõ ω ïîòåíöiàëè I1, I2 íàëåæàòü ïðî-
ñòîðó <(s)

[t0,T ] i äëÿ ñóìè ñïðàâäæócòüñÿ
îöiíêà

‖I1‖(s)
<[t0,T ]

+ ‖I2‖(s)

<[t0,T ]
≤

≤ C (T ) (‖b‖(0)
<[t0,T ]

+ ‖f‖(0)
L2

). (12)

Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè iíòåãðàëü-
íèõ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü (5) äîâåäåìî ìå-
òîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü, ÿêi âèçíà÷à-
þòüñÿ çà ðåêóðåíòíèìè ôîðìóëàìè

vm(t, x, ω) =

∫

En

R(t, t0, x, y)ϕ(y)dy+

+

∫ t

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)f(τ, y, vm−1)dydτ+

+

t∫

t0

∫

En

R (t, τ, x, y)b (τ, y, vm−1) dxdw,

m = 0, 1, · · · (13)

äå v0(t, x, ω) =
∫

En

R(t, t0, x, y)ϕ(y)dy.

Ùîá âñòàíîâèòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi
{vm}∞m=1 â L2, îöiíèìî åêâiâàëåíòíèé ðÿä çà
âiäïîâiäíîþ íîðìîþ

v0 + (v1 − v0) + · · ·+ (vm − vm−1) + · · · (14)

Çà îçíà÷åííÿì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü òà
íåðiâíiñòþ (8) ìàcìî, ùî

‖v0‖2
L2
≤ C2

s (t− t0)
− 2s

2b ‖ϕ‖2
L2

(150)

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ôóíêöié b(t, τ, v) òà
f(t, τ, v) âèêîíóþòüñÿ óìîâà Ëiïøèöÿ çi ñòà-
ëîþ L0

‖b(τ, y, vm)− b(τ, y, vm−1)‖2
L2
≤

≤ L0 ‖vm − vm−1‖2
L2

òà óìîâà

‖b (τ, y, vm)‖2
L2
≤ C(1 + ‖vm‖2

L2
).
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Âðàõîâóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü, çàïèøå-
ìî

‖v1 − v0‖2
L2

=

∥∥∥∥∥∥

t∫

t0

∫

En

R · b(τ, y, v0)dydw+

+

t∫

t0

∫

En

R · f(τ, y, v0)dydτ

∥∥∥∥∥∥

2

L2

≤

≤ 2C2
s




t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b

(‖b(τ, y, v0)‖2
L2

+

+ ‖f(τ, y, v0)‖2
L2

)
dτ

)
≤

≤ 4CC2
s




t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b

(
1 + ‖v0‖2

L

)
dτ


 ≤

≤ 4CC2
s

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b (1 + C2

s×

×‖ϕ‖2
L2

(τ − t0)
− 2s

2b )dτ =

= 4CC2
s

(t− t0)
1− 2s

2b

1− 2s
2b

+4CC4
s (t−t0)

1− 4s
2b ·‖ϕ‖2

L2
×

×B(1− 2s

2b
, 1− 2s

2b
). (151)

Òóò B(a, b) � iíòåãðàë Åéëåðà 1-ãî ðîäó.
Êîðèñòóþ÷èñü óìîâîþ Ëiïøèöÿ i íåðiâ-

íiñòþ (151), îöiíèìî

‖v2 − v1‖2
L2
≤

≤ 2

∥∥∥∥
t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)[b(τ, y, v1)−

−b(τ, y, v0)]dydτ

∥∥∥∥
2

+

+2

∥∥∥∥
t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)[f(τ, y, v1)−

−f(τ, y, v0)]dydτ

∥∥∥∥
2

≤

≤ 2C2
s L0

t∫

t0

(t− τ)−
2s
2b ‖v1 − v0‖2

L2
dτ ≤

≤ 8C4
s C

2L0[‖ϕ‖2
L2

(t− t0)
2− 6s

2b×

×B

(
1− 2s

2b
, 1− 2s

2b

)
B

(
1− 2s

2b
, 2− 2s

2b

)
+

+
(t− t0)

2− 2s
2b(

1− 2s
2b

) (
2− 2s

2b

) ]. (152)

Ïîâòîðþþ÷è ìiðêóâàííÿ ç óðàõóâàííÿì
ïîïåðåäíüî�� íåðiâíîñòi, ìàcìî

‖v3 − v2‖2
L2
≤ 2

∥∥∥∥
t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)×

×[f(τ, y, v2)− f(τ, y, v1)]dydτ

∥∥∥∥
2

+

+2

∥∥∥∥
t∫

t0

∫

En

R(t, τ, x, y)×

×[b(τ, y, v2)− b(τ, y, v1)]dydτ

∥∥∥∥
2

≤ 16C6
s C

3L2
0×

×[‖ϕ‖2
L2

(t− t0)
3− 6s

2b B(1− 2s

2b
, 1− 2s

2b
)×

×B(1− 2s

2b
, 2− 4s

2b
)B(1− 2s

2b
, 3− 4s

2b
)+

+
(t− t0)

3− 2s
2b

(1− 2s
2b

)(2− 2s
2b

)(3− 2s
2b

)
]. (153)

Çà iíäóêöicþ áóäåìî ìàòè

‖vm − vm−1‖2
L2

=

= 2m+1(C2
s C)mLm−1

0 [‖ϕ‖2
L2

(t− t0)
m(1− 2s

2b
)×

×
m∏

k=1

B(1− 2s

2b
, k

(
1− 2s

2b

)
)+

(t− t0)
m− 2s

2b

m∏
k=1

(k − 2s
2b

)
] ≤

≤ 2m+1(C2
s C)mLm−1

0 [(T − t0)
m(1− 2s

2b
)×

×‖ϕ‖2
L2

(
Γ

(
1− 2s

2b

))m

Γ
(
(m + 1)

(
1− 2s

2b

))+
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+
(T − t0)

m− 2s
2b

m∏
k=1

(k − 2s
2b

)
].

Îñòàííÿ íåðiâíiñòü ó ëàíöþæêó îöiíþâà-
ííÿ çàãàëüíîãî ÷ëåíà ôóíêöiîíàëüíîãî ðÿäó
c ìàæîðàíòíîþ.

Âðàõîâóþ÷è ����, à òàêîæ ‖v0‖2
L2
, ìîæåìî

îöiíèòè ñóìó ðÿäó (14). Äëÿ íå�� ïðàâèëüíà
îöiíêà

1

2
‖v‖2

L2
≤ ‖v0‖2

L2
+

∞∑
m=1

‖vm − vm−1‖2
L2
≤

≤ C2
s (t− t0)

− 2s
2b ‖ϕ‖2

L2
+

∞∑
m=1

2m+1(C2
s C)m×

×[Lm−1
0 (T − t0)

m(1− 2s
2b

) ‖ϕ‖2
L2
×

×
(
Γ

(
1− 2s

2b

))m

Γ
(
(m + 1)

(
1− 2s

2b

)) +
(T − t0)

m− 2s
2b

m∏
k=1

(k − 2s
2b

)
]. (16)

Äðóãèé äîäàíîê ó ôîðìóëi (16) c çái-
æíèé ÷èñëîâèé ðÿä, ùî ìîæíà âñòàíîâè-
òè, íàïðèêëàä, çà îçíàêîþ Äàëàìáåðà. Òîìó
îòðèìàcìî òàêó îöiíêó ñóìè ðÿäó (14)

‖v‖2
L2
≤ ‖v0‖2

L2
+ C(T ). (17)

Òåîðåìà. Íåõàé:
1) êîåôiöicíòè ak(t, x) ðiâíÿííÿ (1) âè-

çíà÷åíi â øàði Πt, íåïåðåðâíi ïî t ðiâíîìið-
íî ùîäî x, ak(t, x) ∈ C

(α)
x (Πt);

2) âèêîíócòüñÿ óìîâà ïàðàáîëi÷íîñòi

(−1)b+1Re
∑

|k|=2b

ak(σ)k ≥ δ0 |σ|2b , σ ∈ En,

δ0 = const, δ0 > 0;

3) ôóíêöi�� f(t, x, u, u
′
x, · · · , u(s)

x ) òà
b(t, x, u, u

′
x, · · · , u(s)

x ) âèìiðíi òà óçãîäæåíi
ç ïîòîêîì σ-àëãåáð Ft, ç iìîìiðíiñòþ 1
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çi ñòàëîþ
L0

‖f(t, x, v1)− f(t, x, v2)‖2
L2
≤ L0 ‖v1 − v2‖2

L2

òà óìîâó

‖f(t, x, v)‖2
L2
≤ C(1 + ‖v‖2

L2
);

4) ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ ϕ(x, ω) íå çàëå-
æèòü âiä ïîòîêó Ft i íàëåæèòü L2(En ×
Ω).

Òîäi iñíóc cäèíèé ç òî÷íiñòþ äî ñòî-
õàñòè÷íî�� åêâiâàëåíòíîñòi ðîçâ'ÿçîê çà-
äà÷i Êîøi (1),(2), äëÿ L2-íîðìè ÿêîãî
ñïðàâäæócòüñÿ íåðiâíiñòü
∥∥Dk

xu
∥∥

L2
≤ C(T )[

‖ϕ‖l2

(t− t0)
|k|
2b

+ 1], |k| ≤ s < 2b.

(18)
Çàóâàæåííÿ.ßêùî ôóíêöi�� f i b ÿê ôóí-

êöi�� çìiííî�� x ç iìîâiðíiñòþ 1 çàäîâîëü-
íÿþòü ëîêàëüíó óìîâó Ãåëüäåðà, ïî÷àòêî-
âà ôóíêöiÿ ϕ(x, ω) íàëåæèòü C(2b+α)(En ×
Ω), òî ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (5) ìàc ñòîõàñòè÷íèé äèôåðåíöiàë ïî
t òà ïîõiäíi äî ïîðÿäêó 2b ïî x i âií c
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1), (2) i ïðè öüî-
ìó ∑

|k|≤2b

sup
Πt

(
M

∣∣Dk
xu

∣∣2
)
≤

≤ C
∑

|k|≤2b

sup
x∈En

(
M

∣∣Dk
xϕ

∣∣2
)

.
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