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ÏÎÂÍÎÒÀ ÇÀ ×ÅÕÎÌ ÒÀ �� ÇËI×ÅÍÍI ÀÍÀËÎÃÈ
Îòðèìàíî õàðàêòåðèçàöiþ çëi÷åííî ïîâíèõ çà ×åõîì ïðîñòîðiâ i ïñåâäîïîâíèõ çà ×åõîì

ïðîñòîðiâ ÷åðåç Gδ-âêëàäåííÿ.

It is characterized countable �Cech complete spaces and pseudo �Cech complete spaces using
Gδ-imbedings.

0. Äîáðå âiäîìî [1, c.297], ùî òèõîíîâñüêi
ïîâíi çà ×åõîì ïðîñòîðè ìîæíà âèçíà÷àòè
ÿê ÷åðåç ïîêðèòòÿ (äèâ. íèæ÷å) òàê i ÷åðåç
Gδ-âêëàäåííÿ ó êîìïàêòè. Â öié ðîáîòi ìè
îòðèìà¹ìî àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðåãó-
ëÿðíèõ (çëi÷åííî, ïñåâäî-) ïîâíèõ çà ×åõîì
ïðîñòîðiâ. Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öèõ ïðîñòî-
ðiâ (äèâ. [2-4]). Äëÿ A ⊆ X i B ⊆ 2X çà-
ïèñ A ≺ B îçíà÷à¹, ùî A ⊆ B äëÿ äåÿêîãî
B ∈ B. Ïðîñòið X íàçèâà¹òüñÿ (çëi÷åííî,
ïñåâäî-) ïîâíèì çà ×åõîì, ÿêùî X � ðåãó-
ëÿðíèé i iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (Un)∞n=1 âiäêðè-
òèõ ïîêðèòòiâ X, òàêà, ùî âiäïîâiäíî:

äîâiëüíà öåíòðîâàíà ñèñòåìà F çà-
ìêíåíèõ ïiäìíîæèí X, òàêà, ùî äëÿ
êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ Fn ∈ F ç
Fn ≺ Un, ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí;

(C)

äîâiëüíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïî-
ðîæíiõ çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn ≺ Un

ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí;
(Cω)

äîâiëüíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïî-
ðîæíiõ êàíîíi÷íî çàìêíåíèõ ìíîæèí
Fn ≺ Un ìà¹ íåïîðîæíié ïåðåòèí.

(Cp)

Â [1] çëi÷åííî ïîâíi çà ×åõîì ïðîñòîðè
íàçèâàþòüñÿ ñèëüíî çëi÷åííî ïîâíèìè, òiëü-
êè òàì ðåãóëÿðíiñòü íå âèìàãà¹òüñÿ.

1. Ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñü îçíà÷åí-
íÿìè çëi÷åííî êîìïàêòíèõ i ïñåâäîêîìïà-
êòíèõ ïðîñòîðiâ ÷åðåç ïîñëiäîâíîñòi çàìêíå-
íèõ ìíîæèí. À ñàìå, ïðîñòið X íàçèâàòè-
ìåìî çëi÷åííî (ïñåâäî-) êîìïàêòíèì, ÿêùî
äîâiëüíà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ

(êàíîíi÷íî) çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn ìà¹ íå-
ïîðîæíié ïåðåòèí. Çðîçóìiëî, ùî òàêå îçíà-
÷åííÿ çëi÷åííî¨ êîìïàêòíîñòi ðiâíîñèëüíå
¨¨ îçíà÷åííþ ÷åðåç âiäêðèòi ïîêðèòòÿ [1,
c.304]. Ùî ñòîñó¹òüñÿ ïñåâäîêîìïàêòíîñòi,
òî íàøå îçíà÷åííÿ ðiâíîñèëüíå îçíà÷åííþ
÷åðåç íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ ëèøå äëÿ òèõîíîâ-
ñüêèõ ïðîñòîðiâ [1, cc.310-311]. Êðiì òîãî,
ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà õàðàêòåðèçàöiÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Ïðîñòið X áóäå çëi-
÷åííî (ïñåâäî-) êîìïàêòíèì òîäi i òiëüêè
òîäi êîëè êîæíà íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (i
êâàçiíåïåðåðâíà) ôóíêöiÿ f : X → R îáìå-
æåíà çâåðõó.

Äîâåäåííÿ. ßêùî X íå ¹ çëi÷åííî
(ïñåâäî-) êîìïàêòíèì, òî iñíó¹ ñïàäíà ïî-
ñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ (êàíîíi÷íî) çàìêíå-
íèõ ìíîæèí Fn, òàêà, ùî

⋂∞
n=1 Fn = Ø. Òîäi

ôóíêöiÿ f =
∑∞

n=1 χFn íåîáìåæåíà çâåðõó
íàïiâíåïåðåðâíà çâåðõó (i êâàçiíåïåðåðâíà),
ùî íåìîæëèâî. Òåïåð íàâïàêè, ïðèïóñòè-
ìî, ùî iñíó¹ íåîáìåæåíà çâåðõó íàïiâíåïå-
ðåðâíà çâåðõó (i êâàçiíåïåðåðâíà) ôóíêöiÿ
f : X → R. Ïîêëàäåìî Fn = f−1([n, +∞))

(÷è, âiäïîâiäíî, Fn = intf−1((n, +∞))).
Îñêiëüêè Fn ⊆ f−1([n, +∞)), òî

⋂∞
n=1 Fn =

Ø. À öå íåìîæëèâî, áî (Fn) � ñïàäíà ïîñëi-
äîâíiñòü íåïîðîæíiõ (êàíîíi÷íî) çàìêíåíèõ
ìíîæèí.

2. Äëÿ äîâiëüíîãî òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòî-
ðó X ïîçíà÷èìî ÷åðåç T3(X) ìíîæèíó òàêèõ
òî÷îê x ∈ X, âñi çàìêíåíi îêîëè ÿêèõ óòâî-
ðþþòü áàçó. Íàñòóïíà òåîðåìà óçàãàëüíþ¹
ðåçóëüòàò [1, c.277] íà êëàñ ðåãóëÿðíèõ ïðî-
ñòîðiâ.
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Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî ðåãóëÿðíîãî
ïðîñòîðó X íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) X � ïîâíèé çà ×åõîì;
(ii) äëÿ äîâiëüíîãî T1-ïðîñòîðó Y ç

X ⊆ T3(Y ), X ¹ Gδ-ïiäìíîæèíîþ ñâîãî çà-
ìèêàííÿ â Y ;

(iii) iñíó¹ êîìïàêòíèé (i ãàóñäîðôîâèé,
ÿêùî X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé) T1-ïðîñòið
Y , ç X ⊆ T3(Y ), òàêèé, ùî X � ùiëüíèé
Gδ-ïiäïðîñòið Y .

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé Y � T1-
ïðîñòið ç X ⊆ T3(Y ). Áóäåìî ââàæàòè, ùî
Y = X. Äîâåäåìî, ùî X � Gδ-ïiäìíîæèíà
Y . Íåõàé (Un) çàáåçïå÷ó¹ ïîâíîòó çà ×åõîì
X. Ïîêëàäåìî Vn = {V : V � âiäêðèòà âX i
V ∩X ≺ Un} i Gn =

⋃Vn. Îñêiëüêè X � ðåãó-
ëÿðíèé, òî X ⊆ ⋂∞

n=1 Gn. Äîâåäåìî çâîðîòíå
âêëþ÷åííÿ. Íåõàé y ∈ ⋂∞

n=1 Gn. Âiçüìåìî
Vn ∈ Vn ç y ∈ Vn. Ïîêëàäåìî F = {V ∩X : V
� îêië y â Y }. Îñêiëüêè Fn = Vn ∩ X ∈ F
i Fn ≺ Un, àäæå Vn ∈ Vn, òî, çãiäíî ç âèáî-
ðîì (Un),

⋂F 6= Ø. Âiçüìåìî x ∈ ⋂F ⊆ X.
Äîâåäåìî, ùî x = y. Íåõàé öå íå òàê, i
x 6= y. Îñêiëüêè ìíîæèíà {y} çàìêíåíà â
Y i x ∈ T3(Y ), òî iñíó¹ îêië U òî÷êè x â
Y , òàêèé, ùî U 63 y. Òîäi V = Y \ U � îêië
y, ïðè÷îìó V 63 x, ùî ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî
x ∈ ⋂F . Îòæå, y = x ∈ X.

(ii) ⇒ (iii). Äîñèòü âçÿòè â ðîëi Y ðîçøè-
ðåííÿ Âîëìåíà ωX [1, c.272] ÷è, ó âèïàäêó,
êîëè X � öiëêîì ðåãóëÿðíèé, êîìïàêòèôi-
êàöiþ Ñòîóíà-×åõà βX [1, c.260].

(iii) ⇒ (i). Âèáåðåìî Y çãiäíî ç (iii). Âi-
çüìåìî ñïàäíó ïîñëiäîâíiñòü ñïàäíèõ âiä-
êðèòèõ â Y ìíîæèí Gn ç X =

⋂∞
n=1 Gn.

Ïîêëàäåìî Un = {U : U � âiäêðèòà â X
i U ⊆ Gn}, äå ðèñêà îçíà÷à¹ çàìèêàííÿ â
ïðîñòîði Y . Îñêiëüêè X ⊆ T3(Y ), òî Un �
ïîêðèòòÿ X. Äîâåäåìî, ùî (Un) çàáåçïå÷ó¹
ïîâíîòó çà ×åõîì. Íåõàé F � òàêà ÿê â (C).
Òîäi äëÿ êîæíîãî n ∈ N iñíó¹ Fn ∈ F ç
Fn ≺ Un. Â òàêîìó ðàçi F n ⊆ Gn. Òîìó⋂

F∈F F ⊆ ⋂∞
n=1 F n ⊆ ⋂∞

n=1 Gn = X. Àëå⋂
F∈F F 6= Ø, âíàñëiäîê êîìïàêòíîñòi Y . Òî-

ìó i
⋂F 6= Ø.

3. Íåõàé E � ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. ×åðåç Fp(E)) ïîçíà÷èìî ñèñòå-

ìó âñiõ ìíîæèí F =
⋂∞

n=1 F n, äå (Fn) � òàêà
ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü êàíîíi÷íî çàìêíåíèõ â
E ìíîæèí, ùî

⋂∞
n=1 Fn = Ø. Ïñåâäîçàìè-

êàííÿì ìíîæèíè E â ïðîñòîði X áóäåìî
íàçèâàòè ìíîæèíó [E]p = E ∪⋃Fp(E).

Ëåìà 1. Íåõàé E ïiäìíîæèíà òîïîëî-
ãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîäi ÿêùî çàìèêàííÿ
E ïñåâäîêîìïàêòíå, òî i ïñåâäîçàìèêàííÿ
[E]p ¹ òàêèì æå.

Äîâåäåííÿ. Ââàæàòèìåìî, ùî E = X.
Òîäi ïðîñòið X ïñåâäîêîìïàêòíèé. Äîâåäå-
ìî, ùî òàêèì æå ¹ [E]p. Íåõàé (Fn) � ñïàäíà
ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ êàíîíi÷íî çàìêíå-
íèõ â [E]p ìíîæèí. ßêùî

⋂∞
n=1(Fn∩E) 6= Ø,

òî âñå ÿñíî. Íåõàé
⋂∞

n=1(Fn ∩ E) = Ø. Òîäi,
îñêiëüêè Fn ∩ E êàíîíi÷íî çàìêíåíi â E, òî
F =

⋂∞
n=1 Fn ∩ E ∈ Fp(E), ïðè÷îìó F 6= Ø,

àäæå X � ïñåâäîêîìïàêòíèé i Fn ∩ E = F n

� êàíîíi÷íî çàìêíåíi â X. Îòæå, F ⊆ [E]p.
Òîìó Ø 6= F =

⋂∞
n=1 Fn.

Äîâåäåìî òåïåð àíàëîã òåîðåìè 1 äëÿ
ïñåâäîïîâíèõ çà ×åõîì ïðîñòîðiâ.

Òåîðåìà 2. Äëÿ äîâiëüíîãî ðåãóëÿðíîãî
ïðîñòîðó X íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) X � ïñåâäîïîâíèé çà ×åõîì;
(ii) äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîðó Y ç

X ⊆ T3(Y ), X ¹ Gδ-ïiäìíîæèíîþ ñâîãî
ïñåâäîçàìèêàííÿ â Y ;

(iii) iñíó¹ ïñåâäîêîìïàêòíèé (i öiëêîì
ðåãóëÿðíèé, ÿêùî X ¹ òàêèì) T1-ïðîñòið
Y ç X ⊆ T3(Y ), òàêèé, ùî X � ùiëüíèé
Gδ-ïiäïðîñòið Y .

Äîâåäåííÿ. (i) ⇒ (ii). Íåõàé Y òàêèé,
ùî X ⊆ T3(Y ). Áóäåìî ââàæàòè, ùî Y = X.
Äîâåäåìî, ùî X ¹ Gδ-ïiäïðîñòîðîì [X]p. Íå-
õàé (Un) çàáåçïå÷ó¹ ïñåâäîïîâíîòó çà ×åõîì
X. Ïîêëàäåìî Vn = {V : V � âiäêðèòà â
X i V ∩ X ≺ Un} i Gn =

⋃Vn. Îñêiëüêè
X � ðåãóëÿðíèé, òî X ⊆ ⋂∞

n=1 Gn. Äîâå-
äåìî, ùî

⋂∞
n=1(Gn ∩ [X]p) ⊆ X. Íåõàé öå

íå òàê, i iñíó¹ y ∈ ⋂∞
n=1(Gn ∩ [X]p) \ X.

Îñêiëüêè y ∈ ⋂∞
n=1 Gn, òî iñíó¹ ñïàäíà ïî-

ñëiäîâíiñòü âiäêðèòèõ îêîëiâ Vn ∈ Vn òî÷êè
y. Àëå y ∈ [X]p \X, òîìó y ∈ ⋃Fp(X), òîá-
òî iñíó¹ ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü êàíîíi÷íî çà-
ìêíåíèõ â X ìíîæèí Fn òàêèõ, ùî

⋂
Fn = Ø

i y ∈ ⋂
Fn. Íåõàé F ′

n = Fn ∩ Vn ∩ X. Òîäi
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ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü íåïîðîæíiõ êàíîíi÷íî
çàìêíåíèõ â X ìíîæèí F ′

n ≺ Un ìà¹ íåïî-
ðîæíié ïåðåòèí, ùî íåìîæëèâî.

(ii) ⇒ (iii). Äîñèòü âçÿòè çà Y ïñåâäîçà-
ìèêàííÿ X â ωX (÷è βX) i ñêîðèñòàòèñü ëå-
ìîþ 1.

(iii) ⇒ (i). Äîâåäåííÿ öiëêîì àíàëîãi÷íå
äîâåäåííþ âiäïîâiäíî¨ iìïëiêàöi¨ òåîðåìè 1.

4. Íåõàé E � ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. ×åðåç Fω(E) ïîçíà÷èìî ñèñòå-
ìó âñiõ ìíîæèí F =

⋂∞
n=1 F n, äå (Fn) � òà-

êà ñïàäíà ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ â E ìíî-
æèí, ùî

⋂∞
n=1 Fn = Ø. Çëi÷åííèì çàìèêàí-

íÿì ìíîæèíè E â ïðîñòîði X íàçèâà¹òüñÿ
ìíîæèíà [E]ω = E ∪ ⋃Fω(E). Íàãàäà¹ìî,
ùî ìíîæèíà E íàçèâà¹òüñÿ âiäíîñíî çëi÷åí-
íî êîìïàêòíîþ â X, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñïà-
äíî¨ ïîñëiäîâíîñòi çàìêíåíèõ ìíîæèí Fn òà-
êèõ, ùî Fn ∩ E 6= Ø, ïåðåòèí

⋂∞
n=1 Fn íåïî-

ðîæíié.
Ëåìà 2. Íåõàé E � âiäíîñíî çëi÷åí-

íî êîìïaêòíà ïiäìíîæèíà òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó X. Òîäi E áóäå âiäíîñíî çëi÷åí-
íî êîìïàêòíîþ i â ñâî¹ìó çëi÷åííîìó çà-
ìèêàííi [E]ω.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (Fn) � òàêà ñïà-
äíà ïîñëiäîâíiñòü çàìêíåíèõ â X ìíî-
æèí, ùî Fn ∩ E 6= Ø äëÿ êîæíî-
ãî n. Äîâåäåìî, ùî

⋂∞
n=1(Fn ∩ [E]ω) 6= Ø.

ßêùî
⋂∞

n=1(Fn ∩ E) 6= Ø, òî âñå ÿñíî. Íåõàé⋂∞
n=1(Fn ∩ E) = Ø. Òîäi F =

⋂∞
n=1 Fn ∩ E ∈

F0(E), ïðè÷îìó F 6= Ø, àäæå E � âiäíî-
ñíî çëi÷åííî êîìïàêòíà â X. Îòæå, îñêiëüêè
F ⊆ [E]ω, òî Ø 6= F ⊆ ⋂∞

n=1(Fn ∩ [E]ω).
Äîâåäåííÿ íàñòóïíî¨ òåîðåìè öiëêîì àíà-

ëoãi÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 2, òiëüêè ïðè äî-
âåäåííi iìïiêàöi¨ (ii) ⇒ (iii) çàìiñòü ëåìè 1
ñëiä âèêîðèñòàòè ëåìó 2.

Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî ðåãóëÿðíîãî
ïðîñòîðó X íàñòóïíi óìîâè ðiâíîñèëüíi:

(i) X � çëi÷åííî ïîâíèé çà ×åõîì;
(ii) äëÿ äîâiëüíîãî ïðîñòîðó Y ç X ⊆

T3(Y ), X ¹ Gδ-ïiäìíîæèíîþ ñâîãî çëi÷åí-
íîãî çàìèêàííÿ â Y ;

(iii) iñíó¹ T1-ïðîñòið Y (öiëêîì ðåãóëÿð-
íèé, ÿêùî X ¹ òàêèì) ç X ⊆ T3(Y ), òà-
êèé, ùî X ¹ ùiëüíèì âiäíîñíî çëi÷åííî êîì-

ïàêòíèì Gδ-ïiäïðîñòîðîì Y .
5. ßê âiäîìî [1, c.309], çëi÷åííà (ïñåâäî-)

êîìïàêòíiñòü íå ¹ ñêií÷åííî ìóëüòèïëiêà-
òèâíîþ. Ïðîòå ç òåîðåìè Êóðàòîâñüêîãî [1,
c.200] íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî ÿêùî E âiäíî-
ñíî çëi÷åííî (ïñåâäî-) êîìïàêòíà â X i Y
� êîìïàêòíèé, òî E × Y âiäíîñíî çëi÷åííî
(ïñåâäî-) êîìïàêòíà â X × Y . Çîêðåìà, äî-
áóòîê çëi÷åííî (ïñåâäî-) êîìïàêòíîãî i êîì-
ïàêòíîãî ïðîñòîðiâ ¹ çëi÷åííî (ïñåâäî-) êîì-
ïàêòíèì (äèâ. òàêîæ [1, c.308, 312]). Òîìó,
âèêîðèñòîâóþ÷è åêâiâàëåíòíiñòü óìîâ (i) i
(iii) òåîðåì 1, 2 i 3, îäåðæèìî íàñòóïíèé ðå-
çóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � çëi÷åííî (ïñåâäî-)
ïîâíèé çà ×åõîì, à Y � ïîâíèé çà ×åõîì. Òî-
äi äîáóòîê X ×Y çëi÷åííî (ïñåâäî-) ïîâíèé
çà ×åõîì.
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